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Capitulo 1

Introduccion

La fisica de la materia condensada se ocupa de estudiar y caracterizar
las propiedades macroscopicas emergentes que ocurren debido a las leyes que
gobiernan los electrones y los d&tomos. Podemos organizar asi la materia en
distintas fases. Clasicamente tenemos estados liquidos, cristalinos, gel y otros en
que la materia se presenta en un nimero gigantesco de dtomos. Con la llegada
del mundo cuantico se abren las puertas a un gran ntimero de nuevas fases. El
principio que nos permite caracterizar estos estados es la ruptura de simetrias.
La ruptura de simetrias como la temporal, traslacional o rotacional dotan a
un parametro de orden, con consecuencias observables, de un valor finito en el
estado de estudio y lo diferencia de otros.

El estudio de estados topoldgicos en la fisica teérica de materia condensada
es un area relativamente nueva. Este campo es un gran progreso en la ya bien
estudiada teoria de bandas en so6lidos. Esta ultima tiene sus origenes en la
década de 1920. El descubrimiento del efecto cuantico de Hall alrededor de
la anos de 1980 introduce los ordenes topologicos que permiten caracterizar
y explorar una gran cantidad de fenémenos, lo que se traduciria a una gran
revolucion en el area de la materia condensada. Asi, el aislante topologico es
un gran logro y aiin un gran misterio en la fisica de la materia condensada.

En los siguientes capitulos de este trabajo exploraremos los principios,
fundamentos y caracteristicas de distintas fases topologicas en materiales 2D
en el marco del modelo de enlace fuerte. Veremos la estructura electréonica del
grafeno y su comportamiento al definir bordes en el material. En los dos tltimos
capitulos demostraremos como es posible tener estados topolégicamente no

triviales rompiendo o no la simetria de inversiéon temporal.



1.1. Modelo de Enlace Fuerte

El modelo de enlace lleva muchos anos existiendo como una forma de
describir la estructura electronica de bandas en moléculas y solidos. En estas
discusiones preliminares plantearemos primero el modelo de enlace fuerte para
una sola particula y con un solo orbital por en cada atomo, en los siguientes
capitulos se expanden los usos de este modelo a otros sistemas fisicos. En

concecuencia, el Hamiltoniano de un electréon corresponde con

2

H= 2p—m+U(m), (1.1)

2

. ., . 3 p
donde U(x) es un potencial periédico y para un solo atomo, y 2- es un
término cinético. Ahora, asumiendo que los orbitales son ortonormales, es decir

(n|m) = dpm, y tomando una funcion de prueba general de la forma

) = dnln), (1.2)

asi podemos plantear la siguiente ecuacion de Schrodinger efectiva

> Humdm = Ed,. (1.3)

De la ecuacion anterior expresamos el elemento matricial del Hamiltoniano

de la siguiente forma

Hyp = <TL| H |m> = Eétomo(snm + Z <TL| Uj |m> ) (14)
J#n

donde €440mo €s la energia del electron en el nicleo m en ausencia de cualquier

otro nicleo. Por otra parte, el tltimo término de la ecuaciéon nos dice que,

mediante la interacciéon con nicleos que no son nimero m, un electréon puede

"saltar” desde el atomo m hasta el atomo n. Para esta introduccién estamos

interesados tinicamente en los saltos al &tomo vecino méas cercano, es decir
n =m £ 1, donde

Z(n\Uj Im)=—-t ; n=m=l, (1.5)
i#m

donde t es el término de salto y representa la energia necesaria para que un



electron transite a un orbital vecino. Una vez definido este término de salto
podemos pasar a estudiar el modelo de enlace fuerte en el marco de la segunda
cuantizacion, formalismo en el que se expresa el desarrollo de todos lo siguientes

modelos que se trabajan en los siguientes capitulos.

1.1.1. Segunda Cuantizaciéon

En el formalismo de la segunda cuantizaciéon se considera el valor de

expectacion de la energia como un operador, de esta forma, tenemos

(H) = (Y| H [¢) ? H = ZCInHmncm (1.6)

m,n

donde ¢! y ¢ son operadores de creacién y destruccion respectivamente. El
operador de energia en segunda cuantizacion H actia sobre un espacio de
Fock, a diferencia del operador de energia en primera cuantizacion que actia
sobre un espacio de Hilbert. Es este altimo formalismo el cual utilizaremos
durante todo este trabajo. Interpretamos entonces el uso de los operadores de
creacion y destruccion como la forma en que podemos realizar los saltos de los
electrones entre los orbitales. El operador de destruccion destruye un electron
en la posicion n y el operador de creaciéon crea un electréon en la posicion m.

De esta forma, los fermiones satisfacen las siguientes relaciones de

anticonmutacion

{Czwcj'} = 0ij,
{eié} ={d.c} =0.

Por supuesto existen formas mas generales de estos operadores que incluyen

Fermiones:

(1.7)

espin pero los modelos estudiados en este trabajo no consideran espin asi que

serd omitido. Por otro lado, los bosones satisfacen las siguientes relaciones de

conmutacién
=6
Bosones: i ;) Zi’ ; (1.8)
[Ciycj] = [Cia Cj] =0.

Ahora, también podemos escribir los estados de la red cristalina en términos
particulas con diferentes momentos. Usamos la representacion en el espacio de

momento |k).



En esta representacion de momento, podemos definir operadores de creacion
y destruccion que crean o destruyen particulas con momento k. Estos operadores
se definen a partir de la transformada de Fourier de los operadores en el espacio

de posicion

1 .
k= —F— Z e kric,, (1.9)

Notar que las siguientes relaciones de ortogonalidad son muy tutiles

Zei(k—k/).r _ Zei(k_k/).rq; — N(Skk’; (110)

r %
> e = Ny, (1.11)
k
Luego, podemos plantear el Hamiltoniano para un sistema de fermiones
no interactuantes (por supuesto existen formas més generales para este
Hamiltoniano, estas incluyen otras interacciones y, de esta forma, més

operadores de creacion y destruccion)

H=-t)» (clej +he), (1.12)
(i.9)

donde h.c es el hermitiano conjugado del término anterior y ¢ es el término
de salto que ya se defini6 anteriormente. Esta es la forma mas basica que puede
tomar el Hamiltoniano del modelo de enlace fuerte en el espacio de posicion. En
los modelos que se estudian en los siguientes capitulos se utilizan las propiedades
de los operadores vistos aqui y se amplian las formas del Hamiltoniano del

modelo de enlace fuerte.

1.2. Fase de Berry

En 1984, con el fin de dar una explicacion transporte cuéntico adiabéatico
de particulas en campos que varian lentamente, M.V. Berry desarrolla lo que
conocemos como la fase de Berry. Este concepto es el mas importante en teoria

de bandas topologicas. En los siguientes capitulos de este trabajo veremos como



la fase de Berry juega un rol fundamental en fases topologicas como el aislante

de Chern y el invariante Z,.

C

Figura 1.2.1: Camino C por donde los pardmetros de nuestro sistema varian
lentamente. Para nuestros propdsitos el camino puede ser abierto o cerrado

1.2.1. Formalismo

Dado un sistema con un hamiltoniano que depende del tiempo H(R) cuya
dependencia temporal se da a partir de distintos parametros dependientes del
tiempo denotados por R = (Ry(t), Ra(t), R3(t),...). En el limite adiabatico,
que corresponde con la dindmica generada por Hamiltonianos que varian
lentamente, el teorema adiabatico [1] nos permite tomar una curva C por donde
los parametros R(t) varian lentamente a medida que el sistema evoluciona, lo
que vemos representado en la Figura 1.2.1. Utilizaremos una base ortonormal
de autoestados instantaneos |n(R)) de H(R), asi tenemos la siguiente ecuacion

de autovalores

H(R)[n(R)) = E.(R) [n(R)) . (1.13)

Dado que queremos analizar la fase de la funcién de onda de nuestro sistema
preparado en un estado inicial |n(R(0))) a medida cambia lentamente R(t) por
el camino C. El teorema adiabatico nos indica el estado inicial |n(R(0))) se
mantiene como un auto-estado instantaneo del Hamiltoniano H(R(t)). De esta
forma, durante la evolucion adiabatica del sistema, tenemos la siguiente fase
6(t) para nuestro estado [¢(t)) = e7® |n(R(t))). Ahora, la evoluciéon temporal

del sistema viene dada por

HR()) (1)) = B (1) (1.14)



Asi, obtenemos la siguiente ecuacion diferencial

d

B (R(0) [ (R(1) = b i

9(75)) In(R(t))) + ihi In(R(t))) . (1.15)

Tomando el producto escalar con (R(t)|, asumiendo que el estado esta
normalizado y resolviendo la ecuacion, obtenemos que la fase 0(t) viene dada

por

o(t) = —/O En(R(t’))dt’—i/O <n(R(t’))|% n(R(t))) dt’. (1.16)

Donde el primer término corresponde con una fase dinamica mientras que
el segundo es lo que, de ahora en adelante llamaremos, fase de Berry. Ahora,
podemos expresar nuestro estado [¢(t)) de la siguiente forma

—1

o) =eo{ 3 [ ERE ewinl nRO), 07

considerando que 2 [n(R(t')))) = (Vg [n(R(t')))) - & ]a fase de Berry es

=i [ R nRED) o =i [ (0fR)| T (R aR. (113

Aqui definimos la conexién o vector potencial de Berry

AL(R) = —i {n(R)| Vg [n(R)) (1.19)

Por tultimo, en los siguientes capitulos utilizaremos una cantidad que
nos permitirad expresar nuestros niimeros invariantes topologicos. Esta es la

curvatura de Berry que viene dada por

_0A, A,

F )
i ox oy

(1.20)



Capitulo 2

Efecto Cuantico de Hall

El nacimiento de la topologia en el contexto de la materia condensada es
consecuencia del estudio de los efectos cuanticos de Hall. El efecto cuantico de
Hall y su relacion con la constante de estructura fina fue descubierta en 1980
por Klaus von Klitzing [2], lo que le debi6 luego el Premio Nobel en Fisica en
1985. Este efecto es una version cuantizada del efecto de Hall, este es observado
sistemas de electrones de dos dimensiones sometidos a bajas temperaturas y
campos magnéticos fuertes. Este fenomeno se evidencia en la cuantizacion de la
conductancia de Hall la cual presenta mesetas finamente cuantizadas. Ahora, las
mesetas ocurren en valores enteros o fracionarios de la unidad de conductancia

2 . L. . .
< lo que da origen a el efecto cudntico de Hall entero o fraccionario.

2

e
X — _7 21

Oay =V (2.1)

donde o, es la conductancia, e es la carga elemental y h la constante Planck.

Por otro lado v puede tomar los valores v = {1,2,3...} o v = %, %, %} En

este trabajo solo estudiaremos el caso del efecto cuantico de Hall entero, el cual

podemos observar en la Figura 2.0.1.

2.1. Efecto de Hall Clasico

El primer paso se da en 1879 cuando Edwin H. Hall observo el efecto que
hoy lleva su nombre. El midi6 el voltaje producto de el desvio de particulas
cargas en un solido sometido un campo magnético y un campo eléctrico externo

[4]. El experimento realizado por Hall consisti6é en un hoja de oro a la que se



Figura 2.0.1: La resistencia de Hall varia paso a paso con los cambios en
el campo magnético B. La altura del paso viene dada por la constante fisica
h/e? (valor de aproximadamente 25 [k€]) dividida por un nimero entero i.
La figura muestra los pasos para i = 2,3,4,5,6,8 y 10. El efecto ha dado
lugar a un nuevo estandar internacional de resistencia. Desde 1990 esto ha sido
representado por la unidad 1 klitzing, definida como la resistencia de Hall en
el cuarto escalén (h/4e?). La curva de pico inferior representa la resistencia
6hmica, que desaparece en cada paso.|3|

le aplico un campo magnético B perpendicular a la superficie. A medida que
las particulas avanzan por el material, estas se ven desviadas por la fuerza
de Lorentz y se acumulan cerca del borde del material. Como resultado, la
acumulacion de cargas produce un campo eléctrico E. La Figura 2.1.1 es un
esquema del experimento

La diferencia de voltaje entre los dos bordes es Vg = EL, donde L es el
ancho del material. Ahora, la corriente eléctrica que pasa por el material es
I = gp.vL (pe es la densidad cargas y v es la velocidad de deriva). Luego, la

razon entre el voltaje y la corriente eléctrica es conocido como la resistencia de
Hall:

Ry=-2 -, (2.2)

10



Figura 2.1.1: Esquema del experimento realizado por Edwin H. Hall en 1879.
Se observa la desviacion de cargas debido a la presencia del campo magnético
perpendicular a la superficie. [5]

2.2. Efecto Cuantico de Hall Entero

El primer acercamiento a este fenémeno puede ser entendido sin considerar
la interacciéon entre electrones, realizaremos un acercamiento semiclasico.
Consideraremos que el estado cuéntico de una particula en un campo magnético
sigue siendo un estado cuantico cuando hayan muchas particulas. Asi, el
Hamiltoniano para una particula restringida al plano-(z,y) en un campo

magnético B =V x A = B2 viene dado por

1
H =5 (p+ eA(2.9), (2.3)
donde p = —ih(0,,0,), € y m. son la carga y la masa del electron

respectivamente. Ahora, procedemos escogiendo lo que se conoce como gauge

de Landau A = x By, de esta forma el Hamiltoniano puede ser escrito como

1
H = T (p2 + (py + eBx)?). (2.4)

Ahora, la seleccion del gauge de Landau A rompe la simetria traslacional
en la direccién z y la rotacional pero no rompe la simetria traslacional en la
direccion y, de esta forma tenemos [p,, H| = 0, por lo que p, es un buen nimero

cuéntico y de esta forma podemos considerar el siguiente ansatz

1#(% y) = eikyyf(x)> (25)

de tal forma que el Hamiltonio actia en ¢ (z,y) y tenemos

11
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2me

Hip(x,y) = (pi + (py + eB:U)2) (z,y). (2.6)

Definiendo wg = eB/m, como la frecuencia de ciclotron de un electréon en
un campo magnético uniforme y lo que se conoce como largo magnético lp =

\/h/eB, podemos escribir nuestro Hamiltoniano de una forma que corresponde

a un oscilador arménico cuantico centrado en @ = —k,l%
P Mmewp 212
Hy(z,y) | —— + ——(z + k,15)" | ¥(z,y). (2.7)
2m, 2
Si definimos los operadores
1 , t 1 .
a= (pe — ieBx), a' = (ps + ieBx), (2.8)

V2heB V2heB

que por supuesto siguen la siguiente relacion de conmutacion [a, aT] =1y
los niveles de energia vienen dados por E, = hwg(n + %), donde n € N y es el
autovalor del operador N = a'a.

Los autovalores de energia del sistema se organizan en niveles de Landau,
denotados por n y los cuales son altamente degenerados. Esta degeneracion se
debe a los distintos valores continuos que puede tomar k,. Ahora, en realidad,
la geometria de los sistemas a estudiar tienen dimension finita L,, L,, y debido
a que la constante de red es distinta de 0, se concluye que la degeneracion es
grande pero finita. Si modelamos los bordes de un sistema de Hall como un pozo
infinito de potencial, el momento k, se cuantiza de la forma &, € i—’;N . Incluso,
dado que los autoestados en un dado nivel de Landau son los autoestados de
un oscilador arménico cuéntico centrado en z = —k,l%, tenemos la restriccion
|#| < L./2y, en consecuencia, |k,| < L,/2l%. Asi, la degeneracion en un nivel
de Landau puede ser escrita como

Npp = Ly e dk LaLy

27'(' _Lm/212B N 277'[23 '

(2.9)

Ahora, para recuperar la expresion (2.1), planteamos un potencial de la

forma que se muestra en la Figura 2.2.1, y lo expresamos como

Vi = V(zy) — Vi(z), (2.10)

12



A V(x)

Figura 2.2.1: Potencial con forma de U, los puntos representan estados
localizados en una posicion x.|6]

donde z son las posiciones de los bordes y Vj es el voltaje de Hall. Podemos
asumir que el rol de este potencial de confinamiento es incrementar la energia
de los estados localizados cerca del borde, estos estados son también llamados
modos de borde. Procedemos aproximando el potencial en la vecindad del borde,

asi tenemos

v

T ox

V(z) (x —x4), (2.11)

r=x+
luego, clasicamente podemos plantear la velocidad de un electrén cerca de

borde como

1oV

= . 2.12
eB 0Ox y ( )

T=x+4

Lo importante aqui es que esto cumple con la fuerza de Lorentz, y asi,
también deberia mantenerse cuanticamente mediante el teorema de Ehrenfest.
Asi, el estado de borde resulta en una corriente 1-dimensional que fluye a través
del borde. Dado que la corriente fluye en una sola direcciéon decimos que los
estados de borde son quirales.

Finalmente, si un ntimero entero v € N de niveles de Landau es llenado con

electrones no interactuantes, la corriente resulta ser

dk v dzx OV vV
I~ — Ay, (k)= — [ =——g="—""=4 2.1
Ve/ Vy( y) 27TB/ l_2B aajy h y’ ( 3)

de donde se recupera claramente la ecuacion (2.1).
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2.3. Numero de Chern

En esta secciéon demuestro como la conductividad de Hall 0, es un ejemplo
de un invariante topologico conocido como invariante TKNN [7]. Aqui sigo los
procedimiento discutidos en [8-10].

Consideramos una particula en una red rectangular, con las constantes de

red a,, a,, de esta forma los vectores de la red son

R, = ma, & + na,y, m,n € 7. (2.14)

Ahora, los vectores primitivos de la red reciproca son claramente b; =

Z—”i’, by, = 3—”3}, y de esta forma la primera zona de Brillouin es la region k €

@ v

[— X, Z[x[~Z, [ Dado que consideramos que el Hamiltoniano es invariante
z’ Gz y ' Gy

ante traslaciones en la red implica que tenemos autoestados de energia de la
forma de Bloch

U (X + a,;T) = uk(x + a,9) = uk(x).

Pero jqué nos asegura que existe simetria traslacional una vez introducido
el campo magnético en el sistema y asi poder utilizar estados de Bloch? Bueno,
existen los llamados operadores de traslaciéon, en nuestro caso tenemos el
operador de traslaciones magnéticas

TV = TRexp{f(B x R) - r},
2h

donde r depende de la seleccién de gauge y T es el operador de traslacion
sin campo magnético. Basta saber que este operador T4 conmuta con el
Hamiltoniano [T%!, H] = 0, de tal forma que el Hamiltoniano es invariante bajo
traslaciones en campo magnético.

Una vez dicho lo anterior, podemos definir un Hamiltoniano efectivo que
depende del momento Hy = e~ **Hek* de tal forma que Hy |uy) = Ey |u).
Luego, definimos el operador de corriente J, el cual es la carga por el operador

de "velocidad de grupo” autoestados de Bloch

J=e-K (2.15)



Ahora, definimos la conductividad usando la formula de Kubo [6]. Aqui
tenemos la conductividad en el autoestado de energia |m) de un sistema cuéntico,

donde |n) son los autoestados del Hamiltoniano con autovalores E,,.

oy =i 3 LRI L) — L) ) g

n#m
Luego, modificamos esta formula utilizando la corriente definida en la

ecuacion (2.15), asi, la formulacién apropiada es

ie? d’k d2k’ N
Ogy = 7 Z / k7uﬁ/)7 (217>

FEq <EF<E

donde

0H, B | 0H
St uly = (]G ) o 5 )

(Es(K') — Eo(k))?

0 0
(ugt] 2 i) ) ()| 2 ()

(Es(K') — Ea(k))?

(2.18)

Aqui, las integrales se realizan sobre la zona de Brillouin mientras que las
sumas son sobre el par de estados uj, uﬁ, debajo y sobre la energia de Fermi

respectivamente. Ahora, utilizando la relacion de completitud

ﬁuﬁ U,ﬁ = 1 — dQ_k uOé ua
zﬁ:/(gﬂ-)ﬂ ) {ue| =1 ;/(QW)QI i) (gl s (2.19)

tenemos

Ty = h kv

Eo<Ep

ouy Quy | Duy
8k$> <8k$ Ok >} ' (220

Ahora, podemos relacionar la formula de Kubo con un invariante topoldgico

del que ya hemos hablado, este es la conexion de Berry (1.19) que para este

caso toma la forma

N (0% 8 «
Aj0,) = =i (0] o ) (221)

asi tenemos la conexion de Berry sobre la zona de Brillouin para la banda
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a. En consecuencia, el tensor de curvatura de Berry tiene la siguiente forma

OA;(a, k) O0A;(a, k)
Fij(a) = gkz Ok

[ Oug | Ougg ./ Oug
- _Z<8ki %> +Z<E)k:j
esto nos permite escribir la ecuacion (2.20) como
e? dk*dkY

Desde el teorema de Gauss-Bonnet, la integral de la curvatura de Berry

oue (2.22)
ok |

F,,(a) sobre la zona de Brillouin es 27C,,, donde C, es un nimero entero
conocido como numero de Chern. Asi, tenemos la la conductancia de Hall

cuantizada

“ N ez 2.94
O'wy—ﬁg QEE. ( )

La relacion anterior puede considerarse entonces como la prueba del papel
fundamental de topologia. Esta conecta directamente la cantidad fisica o, a

un invariante topologico, el nimero de Chern.

2.4. Correspondencia Bulto-Borde

En el estado cuantico de Hall, el bulto del material 2-dimensional es aislante,
es decir, posee una brecha en las bandas y, por otra parte, hemos obtenido
conductancia de Hall distinta de cero, lo que nos indica transporte eléctrico atun
asi cuando el sistema posee una brecha ;Cémo es esto posible? Pues es debido
a la presencia de estados localizados en el borde del material. Atn cuando
el material es aislante en el bulto, en el momento que plantean bordes en el
sistema y el bulto es topolégicamente no trivial, existiran estados sin brecha
localizados. Hasta ahora, hemos conseguido estados topologicos no triviales
introduciendo un campo magnético en nuestro sistema, introducir este campo
magnético rompe la simetria del tiempo (concepto que desarrollaremos en el

capitulo 4).
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Un ejemplo que facilita el entendimiento de este concepto es el problema de
Jackiw-Rebbi. Modos cero de la ecuacion de Dirac con una pared de dominio
en la masa. La interfaz de un aislante topolégico 2-dimensional y un aislante
trivial puede ser modelada como una pared de dominio, en donde el signo del
término de masa de Dirac en el Hamiltoniano de superficie cambia. El objetivo

es mostrar que el Hamiltoniano 1-dimensional efectivo de la forma

H = o.p, + m(zx)o,, (2.25)

donde m(x) = mgsign(z), mo > 0, o son las matrices de Pauli usuales y el
eje = es ortogonal a la interfaz, tiene un estado de energia cero localizado de la

forma

V() = exp{—/ooo dz m(x)}\llo, (2.26)

con Wy un espinor constante. Ahora, lo que nos interesa es que se cumpla

HY(z) = 0. (2.27)

Procedemos de la siguiente forma

0 = [ioum(z)d, +m(z)o] exp{— | m<x>}%

= [io,m(z) + o.m(z)] ¥,

= [i0,0, + 0,0,] Yo.

Asi, tenemos la siguiente condiciéon para W

- O'y\IJO + \IJO =0 = O'y\IIO = \1’0 (228)

Lo primero es dar una interpretacion a la pared de dominio. En nuestro
caso consideraremos que la pared de dominio representa el paso desde el bulto
de nuestro material (m(xz) > 0) hasta el vacio exterior (m(z) < 0), de esta
forma, del resultado anterior podemos concluir dos cosas. Primero, la condicién
que debe cumplir ¥, nos indica simetria quiral ({o,, H} = 0) y segundo, es
que efectivamente tenemos estados de energia cero en la interfaz entre los dos
sistemas.

Este ejemplo demuestra una propiedad general y muy importante de las
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Figura 2.4.1: Comparacion entre el efecto cuéntico de Hall con y sin espin.
Izquierda: Estados de borde en el efecto cuantico de Hall sin espin. El borde
superior solo permite movimiento a la derecha y el borde inferior permite solo
movimiento a la izquierda. Estos estados estan protegidos topolégicamente.
Derecha: Sistema con espin, el borde superior permite movimiento a la derecha
con espin hacia arriba y el movimiento a la izquierda con espin hacia abajo
mientras que para el borde inferior es al revés.

fases topologicas. Un estado topologicamente no trivial en bulto implica la
existencia de modos sin brecha localizados en el borde del sistema, como se
anuncié anteriormente. Esto se conoce como la correspondencia bulto-borde en
el contexto de la fisica de la materia condensada topologica.

Volviendo al efecto cuantico de Hall. En este trabajo no consideramos el
espin en nuestro sistema. De todas formas, es necesario mencionar que estos
sistemas, obviamente, existen. En el caso de que se considere el efecto cuantico
de Hall con espin, se puede pensar este como dos copias sin espin del efecto. En
la Figura 2.4.1, se ilustra como se propagan los estados en el borde en ambos

efectos.
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Capitulo 3

Modelo de Enlace Fuerte

para Grafeno

El carbono es la base de la vida y toda la quimica organica. Debido a la
flexibilidad en sus enlaces, sistemas basados en carbono muestran un gran
cantidad de estructuras y, de esta forma, una gran variedad de propiedades
fisicas. Un de estos sistemas de carbono es el grafeno, una red 2-dimensional de
atomos de carbono que, desde su descubrimiento en el 2004 y la formulacion del
método de "scotch tape"para la sintesis de grafeno (método que fue galardonado
con el Premio Nobel en Fisica en 2010) [11], ha despertado la curiosidad de
gran parte de la comunidad. El estudio de este material no deja de revelar
nuevas propiedades y nueva fisica que desarrollar.

El grafeno esta hecho de dtomos de carbono dispuestos en una estructura de
panel de abejas hecha de hexdgonos. Experimentalmente, la red hexagonal del
grafeno, muestra ser una material de sorprendentes propiedades, de fundamental
importancia e interés. Desde un punto de vista teorico, el grafeno no deja de
sorprender, este tiene 2 sitios por celda unitaria ( sitios A y B) y, en consecuencia,
el modelo minimo para el grafeno es un modelo de dos bandas. En este capitulo
estudiaremos las propiedades electronicas de este material a partir del modelo
de enlace fuerte con salto al vecino mas cercano. Veremos como la terminacion

de los bordes afecta en la estructura de bandas y un analisis de esta tultima.
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Figura 3.1.1: Red de panal de abejas y su zona de Brillouin. Izquierda:
Estructura de red de grafeno, hecha de dos redes triangulares superpuestas
(a; y ag son los vectores de red primitivos, y 8;, i = 1,2, 3 son los vectores del
vecino mas cercano). Derecha: zona de Brillouin correspondiente. Los conos de
Dirac estan posicionados en los puntos K y K’ [12].

3.1. Propiedades electrénicas del grafeno

La celda unidad del grafeno, como indica la Figura 3.1.1, consiste en dos

sitios A y B, podemos definir los vectores de red como

ar = (3, V3)  ay= (3 —V3). (3.1)

Por otra parte, los vectores de la red reciproca se definen segtn la siguiente

propiedad b; - a; = 27;;, de esta forma, estos corresponden con

2m 2
b;—(1,v3) ; by=—(1,—V3). 3.2
15, (LV3) 5 b= 22(1,-V3) (32)
Ahora, muy importantes para el desarrollo es definir los vectores de los

vecinos mas cercanos, estos son

6 =3(LV3) 1 & =51.—V8) ; & =—a(10) (3.3)

Desde la imagen, en la zona de Brillouin, podemos definir la ubicacion de

los puntos de Dirac:

2m , 27 B
K:3\/§a(\/§,1) . K _3\@&(\/3, 1) (3.4)

Para este modelo consideraremos solo saltos al vecino mas cercano, de esta

forma, el Hamiltoniano de enlace fuerte para el grafeno viene dado por

20



H=—tY (cgich + h.c.) , (3.5)

(i)
donde t es el término de salto, cLi (ca;) es un operador de creacion
(aniquilacion) de un electrén en A con posicién r; mientras que CLJ» (cBj)
son analogos pero en B. Teniendo en cuenta que d; son los vectores del vecino

més cercano, podemos escribir el Hamiltoniano como:

H= —tz <cjf4ich + h.c.) = —tz Z (CLZ‘CB’L'+5 + h.c.) ) (3.6)
i 5

(i)

Esto nos permite escribir el operador de creacién como cTBi s €ste crea un
fermion en B con posicion r; + 8. Ahora, podemos escribir los operadores en el

espacio reciproco como

1 .
T § —iker; T
Ch. = —— [ zc s 37
Ai /_N - Ak ( )

claramente esto es analogo para el resto de operadores de creacion y
aniquilacion. Asi, trabajando los términos, podemos expresar el Hamiltoniano

con los operadores en el espacio reciproco

t i(k'—k)1; ,ik/-8
e T

t o
= _N Z <N5k’k€ k 6C:r4kCBk/ + hC) s
5.kk
= —t Z <eik"scf4kch + h.c.> ,
5.k
= —t Z <eik'5cf4kch + eik"scgkc,qk) . (3.8)
5.k

Este Hamiltoniano puede ser escrito como

H=> vk, (3.9)
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donde

Pi = (CLk CTBk) ;Y= (CAk> 5 (3.10)

y la matriz h(k) es un Hamiltoniano de Bloch que viene dada por

0 AL
h(k):—t(Ak O). (3.11)

Teniendo en cuenta que Ax = ), e~ o que resta por hacer es calcular
los valores propios de nuestra Hamiltoniano de Bloch, estos vienen dados por
la expresion

By(k) = £t/A A (3.12)

Ahora, es necesario desarrollar Ay Ay,
Al*( — E ezk'é — elk'51 + ezk~52 + €2k~53’
5

_ eiha g oiby S | gika§ o—ikyYS | ¢ikea,

—q ik 3a ;L av3 ik 3a i aVv3
— e ikza |:elkz 5 6Zky 2 _|_€lk1 2 e iky 5 —|—1:|’ (313)

luego
3 3
Ay Ay = 3 + 4 cos (%l@&) CoS <§kxa) + 2 cos (\/§kya> . (3.14)
De esta forma los valores propios de la energia vienen dados por

Ei(k) = +t/3+ f(k), (3.15)

con f(k) = 2cos (V3kya) + 4 cos (@kw) cos (2k,a). De esta forma, la
ecuacion (3.15) describe las dos bandas de energia sin brecha, estas se tocan
en los llamados puntos de Dirac ubicados en K y K’ (ver Figura 3.1.2). Estos
puntos en la zona de Brillouin son aquellos donde E4 (k) = 0. Aqui podemos
describir la conduccion eléctrica mediante el movimiento de cargas, las cuales

son fermiones sin masa regidos mediante la ecuaciéon de Dirac.
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Figura 3.1.2: Bandas de energia para el grafeno considerando interacciones
del vecino mas cercano. Las bandas se tocan en los puntos de Dirac, donde la
energia es 0.

Como mencionamos en la seccién 2.4, en el momento se plantean bordes,
existiran estados sin brecha localizados. En las siguientes seccién rompemos
la simetria traslacional definiendo bordes en la red de grafeno. Veremos el

comportamiento de las bandas de energia y los estados de energia cero.

3.2. Terminacion Zig-Zag

El primer caso que veremos seré introducir bordes en forma de zig-zag (ver
Figura 3.2.1). Ahora, calcularemos el Hamiltoniano de forma matricial, para
esto utilizaremos un método que nos seré 1util para el resto de sistemas que se

trabajaran

Figura 3.2.1: Red de grafeno con terminacion zig-zag. Consideramos la la red
es infinita en la direccién x y finita en la direccion y.

Ahora, dado que aun existe simetria traslacional en el eje z, es claro que
k, es un buen ntmero cuantico para utilizar, por lo que transformaremos
el Hamiltoniano (3.5). Nos interesa poder escribir el Hamiltoniano usando

la componente z del momento y la componente y de posiciéon. Por lo que
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escribiremos nuestro Hamiltoniano de la siguiente forma

=%y (cil,ihijcB,j + h.c.) , (3.16)
k  (ij)

Donde h;; = —te’=)k (notar que de aqui al final de este trabajo
consideraremos las constantes de red iguales a 1), pero dado que solo nos
interesa escribir esto en la componente x del momento, entonces solo pasamos
al espacio real la componente y. Ahora, visualizaremos la red de la grafeno de

la forma como se muestra en la Figura 3.2.2

Figura 3.2.2: Esquema para red de grafeno con terminacion zig-zag.
Denotamos con j filas en la red de grafeno, esto nos permite identificar los
saltos en el eje y.

De esta forma, para pasar desde el un punto A en la fila j a un punto B

en la fila 7, la componente matricial es de la forma (notar que se incluye el
. /3 : .

término 6173’““”, esto es debido a que en este salto, tenemos dos opciones para

pasar a un punto B en la fila j)

. N 3
e PR _ i SR — 9t cos (%%) (3.17)

En cambio para pasar desde un punto B en la fila j a un punto A en la fila
7+ 1, tenemos un término —t ya que no hay componente x y la exponencial es
entonces 1. Por otro lado, cada vez que un salto no sea posible, la componente
matricial es 0. Luego, el procedimiento es el mismo para cada punto de la red

de grafeno con terminacion zig-zag.
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Figura 3.2.3: Estructura de bandas de red de grafeno con terminacion zig-zag.
Las lineas verdes representan los estados de energia cero en los bordes. Aqui
fijamos t = 2 y el niimero de columnas en 100.

De esta forma, escribimos el Hamiltoniano en una base ¢; y la forma mas

pequena posible que toma este Hamiltoniano es

CA,j CB,j CA,j+1 CB,j+1
cl’j 0 —2t cos (‘?kx) 0 0
CEJ —2t cos (%gk:x) 0 —t 0
CLJH 0 —t 0 —2t cos (%gkx)
CLJH 0 0 —2t cos (‘/751%) 0

Desarrollando un codigo en Wolfram Mathematica se expande esta matriz a

mas celdas de grafeno (ver Apendice Al). Asi, los valores propios de nuestra
matriz Hamiltoniano nos entregan la estructura de bandas del grafeno con
terminacion zig-zag

Este sistema posee dos estados de energia 0, como se observa en la Figura
3.2.3, estén ubicados en k, = 27 /3 y k, = 47/3. Estos dos estados corresponden
a los bordes superior e inferior de la red, lo que observamos obteniendo los
vectores propios de este sistema y, de esta forma, la densidad de probabilidad
de encontrar estos estados de energia 0 distribuidos por la red (ver Figura
3.2.4).
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Figura 3.2.4: Densidad de probabilidad para los estados de energia 0 en la
terminacion zig-zag. Aqui fijamos t = 2 y el nimero de columnas en 100.

3.3. Terminacion Silla

En este caso, el procedimiento es el mismo al anterior, pero dada que la
terminacion es distinta (ver Figura 3.3.1) existen otras formas de realizar los

saltos en la red y, debido a la geometria de estos, cambia la matriz Hamiltoniano

Figura 3.3.1: Red de grafeno con terminacion silla. Consideramos que la red
es infinita en la direccién x y finita en la direcciéon y.

El método es el mismo expuesto para la terminacion zig-zag. Volvemos a
plantear simetria traslacional en el eje x y el Hamiltoniano corresponde con
el de la ecuacion (3.16). En este caso planteamos una seccion de la red de la
forma que se muestra en la Figura 3.3.2

Asi, para pasar desde un sitio A en la fila j a un sitio B en la fila j, la

componente matricial es de la forma
— teths, (3.18)
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Figura 3.3.2: Esquema para red de grafeno con terminacién silla. Denotamos
con j filas en la red de grafeno, esto nos permite identificar los saltos en el eje

Y.

Por otra parte, para pasar de un sitio A en la fila 7 a un sitio B en la fila

j + 1, la componente matricial corresponde con

—iky

—te 2 . (3.19)

Luego, todos los demas tipos de saltos corresponden a conjugaciones
complejas de estos dos casos mencionados. Asi la forma méas pequena en

que puede ser escrito Hamiltoniano en una base c; es

CA,j CB,j CAj+1 CB,j+1
cgj 0 —te ik 0 N —te's"
CE]‘ —teth O‘k —te 2" 0

CZJ-_H 0 ) —te 2 0 —te ik
c;7j+1 —te 2" 0 —tethe 0

Nuevamente podemos ampliar esta matriz Hamiltoniano a méas celdas de
grafeno (ver Apendice A2). Calculando los valores propios de la matriz anterior
correspondiente al ancho deseado de la red (nimero de columnas) podemos
obtener la estructura de bandas para la red de grafeno con terminacion silla,
tal como se muestra en la Figura 3.3.3.

Podemos observar como efectivamente existen estados de energfa 0 en k, = 0
y k, = 27w /3. La diferencia importante es que estos estados no estan localizados
en el borde de nuestra red. Calculando los vectores propios, al igual que en el
terminacién anterior, se puede obtener la amplitud de probabilidad de estos

estados, esta indica que no estan distribuidos en el borde (ver Figura 3.3.4).
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Figura 3.3.3: Estructura de bandas de red de grafeno con terminacion silla.
tenemos estados de energia 0 en k, =0y k, = 27/3. Aqui fijamos t =2 y el
numero de columnas en 100.

Figura 3.3.4: Densidad de probabilidad para los estados de energia 0 en la
terminacion silla. Aqui fijamos t = 2 y el nimero de columnas en 100.

Estos estados de energia 0 corresponden a proyecciones de los puntos de Dirac

del sistema y existen debido a que la geometria de los bordes no permite estados

en estos.
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Capitulo 4

Aislante de Chern

Como ya hablamos en el capitulo 2, el primer ejemplo de un aislante
topologico es el efecto cuantico de Hall. Luego, la introducciéon del invariante
TKNN muestra que el efecto cuéantico de Hall esta estrechamente relacionado
a un invariante topologico, de tal forma que la conductancia de Hall es
proporcional al nimero de Chern, de aqui nace el nombre aislante de Chern.
En este capitulo trabajaremos dos modelos de aislantes de Chern, el modelo
Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ) [13] y el modelo Haldane [14] (en ambos modelos

no consideraremos espin).

4.1. Ruptura de la Simetria del Tiempo

La inversion del tiempo es una simetria discreta de la forma

T:t— —t. (4.1)

En la capitulo anterior vimos como los puntos de Dirac describen fermiones
sin masa de tal forma que mantienen sin brecha el espectro de energia. En esta
seccion veremos como el introducir masa en estos fermiones abre una brecha
en su espectro. Introducir esta masa implica romper la simetria del tiempo.
Por supuesto, existen distintas formas de romper esta simetria, en el capitulo
2 esto se lograba introduciendo un campo magnético en el sistema. Ahora,
independiente de la forma, la ruptura de la simetria del tiempo implica que el

numero de Chern es no nulo, lo cual serd demostrado méas adelante.
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4.1.1. Operador de Inversién Temporal para Particulas
sin Espin
El operador de inversion temporal cambia la flecha del tiempo, en particular,
la inversion temporal conmuta con cualquier simetria espacial. Por otra parte,
no es asi con el momento, puesto que este depende de la velocidad. Definimos
el operador de inversiéon temporal como una matriz unitaria junto al operador
de conjugacion compleja

T =UK. (4.2)

donde U es una matriz unitaria y K es el operador de conjugaciéon compleja,

de esta forma tenemos

T*=UKUK =UU*=T({U"™ =¢. (4.3)

Aqui ¢ es una matriz diagonal de fases, en el que no haya espin, ¢ = 1.
Ahora, nos interesa estudiar que ocurre en redes cristalinas, si hacemos actuar el
operador de inversion temporal en nuestros operadores de creaciéon o destruccion

tenemos

TCjT_l = Cj (44)

Pero en el espacio de momento no es de la misma forma, ya que tenemos
TaT ' = c_y. Teniendo en cuenta esto podemos ver que ocurre con los

Hamiltoninanos de Bloch que son invariantes en inversion del tiempo

THT™ =Y\ Th(k)T o = H = clh(k)ex. (4.5)
k k

Lo anterior es valido si se cumple

Th(K) T = h(-k). (4.6)
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4.1.2. Operador de Inversién Temporal para Particulas

con Espin

En este caso, dado que las particulas poseen espin S, que esencialmente es

momento, tenemos entonces que el espin es impar bajo inversion del tiempo

TST ' = -S. (4.7)

Esto nos quiere decir que la direcciéon del espin se voltea. Representamos
esta acciéon como una rotaciéon de 7 en torno al eje y. Necesariamente, este

operador de inversion temporal toma la forma [15]

T=e ™K, (4.8)

donde K realiza el complejo conjugado. Para particulas de espin % la

ecuacién anterior se convierte en

T = —io, K. (4.9)
Aqui podemos notar que T? = —1 explicitamente
T? = —ioyio, KK = —0y0, = —1. (4.10)
Ahora, dado que T? = —1 para particulas con espin semientero, entonces
T—! = —T, asi, notamos que para espin % se cumple
ST ! = —i0,S*Kio,K = 0,80, = —S. (4.11)

4.1.3. Ruptura de la Simetria del Tiempo para Fermiones

de Dirac

En dos dimensiones, el modelo para un fermién de Dirac en el continuo es

una variante del Hamiltoniano de dos niveles [16]

hk) = i d;(k)o,, (4.12)

donde o; son las matrices de Pauli, di = k;, do = ky y, si d3 = 0 el

Hamiltoniano no posee brecha, mientras que si d3 = M es constante, el fermion
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de Dirac posee brecha. Ahora, si aplicamos el operador de inversiéon temporal

en nuestro Hamiltoniano notamos

Th(k)T_1 = — Zdz(k)gz = —k’x(fx — k’yO'y — MO'Z. (413)

Si queremos conservar la simetria del tiempo es necesario que se cumpla
Th(k)T~' = h(=k) [17]. Esto es solo posible si M = 0, es decir, cuando el

sistema no tiene brecha.

4.1.4. Simetria del Tiempo y Nimero de Chern

Es importante notar que sistemas sin espin que conservan la simetria del
tiempo no pueden tener conductancia de Hall distinta de 0. Para demostrar

esto consideramos una banda |u(k)) bajo el nivel de Fermi

Fij(=k) = =i {(Oru(=k)[0;u(=Kk)) + i (Oju(—k)|u(-k)) . (4.14)

Pero es facil ver que u(—k) = Tu(k) = u(k)*. Asi tenemos

Fi(—k) = Z (=05t (—K)* Ot (—K) + 10t (—K) Dyt (—K)]

= [0t (K) Oyt (K)* + 10511 (K) Dyt (k)*] = —Fy(k).  (4.15)

De esta forma, Fj;(k) se comporta de manera impar, esto significa que al
integral sobre la zona de Brillouin el nimero de Chern es 0. Asi concluimos
que para sistemas sin espin e invariantes bajo inversion temporal, no hay

conductancia de Hall. Lo mismo es también cierto cuando consideramos espin

[18].

4.2. Modelo BHZ

Este modelo consiste en una generalizacion en la red cuadrada (ver
Figura 4.2.1) del Hamiltoniano de Dirac continuo. Como ya hemos visto,

el Hamiltoniano para un aislante sin espin debe tener dos bandas, en este
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Figura 4.2.1: Red cuadrada. En cada sitio consideramos que hay dos orbitales,
5y p.

modelo entonces no consideraremos espin pero plantearemos 2 orbitales por
sitio, orbitales p y orbitales s. Luego, la forma general de este Hamiltoniano se

mantiene

hik) =Y di(k)o;, (4.16)

pero ahora d;(k) = (tsin (k;), tsin (k,), M —2B(2 — cos(k,) — cos(k,)) vy, en

consecuencia, el Hamiltoniano se lee como
h(k) = tsin (k;)o, + tsin (ky)o, + [M — 2B(2 — cos(k,) — cos(ky)]| 0,. (4.17)

El Hamiltoniano (4.17) tiene brecha en su totalidad excepto para ciertos
valores de M (ver Figura 4.2.2): en M = 0 no tiene brecha en (k,, k,) = (0,0);
en M = —2 no tiene brecha en (k;, k,) = (7,0),(0,7) y en M = —4 no
posee brecha en (k,, k,) = (7, ). Ahora, por continuidad adiabatica, siempre y
cuando el Hamiltoniano posea brecha y esta no se cierre, se mantendré en la
misma fase topoldgica. Variando el parametro M, este modelo tiene distintas

transiciones de fase y, asi, diferentes propiedades topologicas.

4.2.1. Fases Triviales: M/B <0y M/B > 8

Caracterizaremos estas fases mediante 6; = sign[ds(I';)] [19], aqui T
corresponde con los puntos donde se cierra la brecha. En caso de que no

haya cambio el nimero de Chern es 0 y no tenemos conductancia de Hall.
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M=0

E(k)

Figura 4.2.2: Estados de energia de 0 en modelo el BHZ para distintos valores
de M fijando B = —1/2.
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Figura 4.2.3: Grafico vectorial en el aislante de Chern para los componentes
di(k;) = sin (k;) y da(ky) = sin (k).

Cuando hay cambio de signo tenemos fases topologicamente no triviales, la
naturaleza topologica de estas fases esta caracterizada por una fase de Berry de
Skyrmion en la zona de Brioullin. Para este caso el nimero de Chern coincide
con el namero de Skyrmion [20].

Notamos como ambos regimenes el componente ds(k) no cambia de signo en
la zona de Brioullin, de hecho, en la Figura 4.2.3 observamos el comportamiento
de los componentes d; (k) y do(k). Estos estados son entonces topologicamente

triviales y corresponden con estados ferromagnéticos de vector d(k).

34



Ferromagnetic Skyrmion Skyrmion Ferromagnetic

Figura 4.2.4: Distintas fases en el aislente de Chern, de izquierda a derecha
tenemos: M > 0; -2 < M <0 ; -4 > M > —2 ; M<-4. Aqui fijamos el
parametro B = —1/2. Dependiendo de si d3(k) cambia de signo o no en la zona
de Brillouin, podemos o no tener configuraciéon de Skyrmion. Los puntos en
la imagen corresponde con la direccion positiva del eje z y las cruces con la
direccion negativa. [15]

4.2.2. Fases Topologicas: 4 > M/B >0y 8> M/B >4

En ambas de estas fases tenemos cambios de signo, por lo que tenemos fases
topologicas no triviales que corresponden con Skyrmion. La componente d3(k)
varia de tal forma que pasamos de la fase con M =0a M = -2y de M = -2
a M = —4 con B = —1/2. Ambos fases poseen conductancia de Hall no nula.

En la Figura 4.2.4 observamos las distintas configuraciones para el aislante de
Chern.

4.2.3. Ruptura de la Simetria Traslacional en Eje-y

Dado que k, ya no es un buen ntmero cuantico para trabajar nuestro
sistema, debemos dejar Gnicamente expresado nuestro sistema en k,. Para esto

hay que llevar al espacio real los términos que tengan k, en h(k)
H=>Y > 'di(k)oiy, (4.18)
kK i

donde

Px

o) ee(D) am

De aqui en adelante, no anotaré la suma en k, se entiende que atun se esta

sumando. to, sin (k,) al espacio real
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tsin (k,)plo,p = —itsin (k,) {sltpk - pltsk} ,

» t
e~y {Ska — pLsk} — 56 ky {sTkpk — pLsk} ) (4.20)

N DO o+

El siguiente paso es pasar los operadores al espacio real, el desarrollo de esto
estd en el Apéndice B, donde escribo en el espacio real todo el Hamiltoniano
del modelo BHZ. De ese calculo, se tiene que los operadores se pueden escribir

de la siguiente forma

t t
T T T T
2 {5j+1,k,pj,kw - ijrl,szj,kw} + 5 {qu,kmsj,kx - ijl,kzp]}kw} . (4.21)

Ahora, de la misma forma, pasamos el término 2B cos (k,) a lespacio real

2B cos (ky)szaZ'zp = 2B cos (ky) {SLSk — p;f(pk} )
— B (eiky + e—iky) {SLS}( - prk} )

= Be'ty {SLSk — plpk} + Be {SI(Sk — prk} . (4.22)

Nuevamente usamos lo calculado en el Apéndice B

B {3}_1,@%% - P}_l,kmpj,kz} + B {$}+1,k15j,kz - P}H,kzpj,kz} : (4.23)

Ahora, vemos que ocurre con el término ¢sin (k,)o,

tsin (k) o.ap = tsin (k) {Ska + pLsk} (4.24)

Y por ltimo, el término Ao, donde A = [(M — 4B) + 2B cos k,]

Aploap = A {sltsk — pltpk} , (4.25)

donde al escribirlo de forma matricial, claramente el dltimo término es

diagonal. Ahora, la forma més pequena que puede tomar el Hamiltoniano de
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Figura 4.2.5: Estructura de bandas para red cuadrada en el modelo BHZ. Se
observa como los dos estados que se cruzan tiene energia 0, estos son los estados
localizados en el borde. Aqui fijamos los parametros t =1, B=3, M =8 y el
nimero de columnas en 100.

forma matricial corresponde con

Sj bj Sj+1 Sj+1
s} A tsin (k,) B —t/2
p} tsin (k) A t/2 -B
3}+1 B t/2 A tsin (k)
p;_H —t/2 -B tsin (k) A

Tomamos la matriz anterior correspondiente a un ancho deseado de la cinta
(nimero de columnas) y los valores propios de este Hamiltoniano nos entregan
la siguiente estructura de bandas que se observa en la Figura 4.2.5.

Como era esperado, tenemos estados de energia 0, estos estan localizados
en los bordes del material. Ahora, en el caso que rompiéramos la simetria

traslacional en el eje-z el desarrollo es totalmente analogo.

4.3. Modelo de Haldane

Este modelo, presentado por Duncan Haldane en 1988 y que fue una de las
principales contribuciones que le valieron el premio Nobel en 2016, presenta
conductancia de Hall distinta de 0 en la ausencia de un campo magnético

externo. Nos aproximaremos a este modelo mediante el método utilizado en el
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modelo BHZ pero incluyendo saltos al siguiente vecino més cercano, estos saltos
conllevan un término de salto que llamaremos ity. De esta forma, es posible
romper la simetria del tiempo sin ningtn flujo magnético neto que atraviese la
celda unidad de un sistema perioédico 2D. Esto, por lo tanto, muestra que una
condicion necesaria para la realizacion de un estado Hall cuantico es la ruptura

de la simetria del tiempo.

4.3.1. Terminacion Silla

Trabajaremos el modelo utilizando el mismo método y considerando una
terminacion silla al igual que en la seccion 3.3. Dado que los saltos al vecino
mas cercano siguen existiendo, los términos correspondientes a estos saltos en
la matriz Hamiltoniano se mantienen. Ahora debemos agregar los saltos que se

observan en la Figura 4.3.1

Figura 4.3.1: Hexagono de grafeno con saltos de Haldane. Con al direccién de
la flecha se denota la direccion en que el salto es +ity (en la direccién opuesta
se tiene —ity). [21]

Plantearemos el mismo esquema que en la Figura 3.3.2. De esta forma,
si queremos realizar los saltos indicados en azul en la Figura 4.3.1. Tenemos
3 saltos, Si queremos pasar desde un sitio B en j + 1 al sitio B en 7 — 1
entonces tenemos un componente matricial de ity. Luego, tenemos los saltos
correspondientes desde un sitio B en 7 — 1 a un sitio B en j, este tiene una
contribuciéon de itge% (para el salto restante es anédlogo y la contribucion
es ith#). Los saltos entre los sitios A son totalmente analogos pero tienen
términos —ity. De esta forma, en una base c¢;, la forma mas pequenia que puede

tomar este Hamiltoniano corresponde con
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CAj CB,j CA,j+1 CB,j+1 CA,j+2 CB,j+2

o 0 —te ke 2its cos () —te's" —ity 0

c}; ; —tetha 0 —te 2" —2its cOs (%) 0 ity
CL,j—H —2it, cos (2e) —te's 0 —te ke 2its cos (22) —te's
ki —te 2" 2its cos (22) —teths 0 —te 2" —2it, cos (22)
i it 0 —2ity cos () —te's" 0 —te~h
Ch o 0 —ity —te 2" 2ity cos (he) —teihe 0

Desarrollando un coédigo en Wolfram Mathematica se expande esta matriz a

maés celdas de grafeno (ver Apendice A4). Asi, en la Figura 4.3.2, se muestra

nuestra estructura de bandas

E(kx)

T

Figura 4.3.2: Estructura de bandas de red de grafeno con terminacion silla
en el modelo de Haldane. Aqui fijamos ¢t = 1, t, = 0,1 y el numero de columnas
en 100.

Podemos observar que efectivamente existen estados de energia 0. Esto
fue posible mediante la ruptura de la simetria del tiempo, lo importante de
esta ruptura es que se logra con flujo magnético neto 0, ya que tenemos flujos
magnéticos opuestos generados por los saltos entre los sitios A y B que se

introducen en el modelo de Haldane.

4.3.2. Terminacion Zig-Zag

Procedemos ahora aplicando el modelo de Haldane con una terminaciéon en

forma de zig-zag. Plantearemos el sistema de la misma forma que fue planteado
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en la Figura 3.2.2. Dado que ahora poseemos saltos al siguiente vecino més

cercano, nos interesan incluir los saltos que se observan en la Figura 4.3.3

Figura 4.3.3: Saltos en la terminacion zig-zag para el modelo de Haldane.

Ahora, tenemos que estudiar 2 tipos de saltos nuevos. Si queremos pasar
desde un sitio A a un sitio A en la fila j, entonces tenemos una contribucion

de la forma

hll = itgeikZ\/g “+c.c = itgeikz\/g — itz@iikm\/g = —2t2 sin (kx\/g) (426)

El otro tipo de salto es de un sitio A en la fila j + 1 a un sitio A en la fila j.

Aqui, tenemos una contribucién

. 4 3
h13 = ’itg@il?kx — ’itgezékz = 2t2 sin (%_kEr) (427)

Claramente, los demas saltos son totalmente anédlogos. Asi, la forma mas

pequena que toma muestra matriz Hamiltoniano es

CAj CB,j CAjt1 CBit1
er47j —19sin (kx\/g) —2t cos (@k» 2t sin (%ﬁkx) 0
chy | —2tcos (Ph,) | tasin(ko/3) —t — 2ty sin (Lk,)
CL,]‘J,_l 2t, sin (\/T?:kx) —t —tysin (kyv/3) | —2tcos (‘/751%>
CTB,j+1 0 —2t5 sin (%gkx) —2t cos (%gl%) tysin (ky\/3)

Finalmente utilizando un codigo en Wolfram Mathematica se expande esta
matriz a mas celdas de grafeno (ver Apéndice A5). De esta forma, en la Figura

4.3.4, se muestra nuestra estructura de bandas
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Figura 4.3.4: Estructura de bandas de red de grafeno con terminaciéon zig-zag
en el modelo de Haldane. Aqui fijamos t = 1, t5 = 0,053 y el namero de
columnas en 100.

Notamos como también tenemos estado de energia 0, es decir, tenemos
conductancia de Hall no nula. Estos estados estan localizados en el borde del

material.

4.3.3. Masa Trivial en el Modelo de Haldane

En el momento que incluimos una masa trivial m a nuestro Hamiltoniano

que ya tiene una masa topologica ts, podemos observar que existe un cierto

punto de transiciéon entre un estado topolégicamente no trivial y uno trivial.

Como primer ejemplo, incluimos la masa trivial en nuestro Hamiltoniano del

modelo de Haldane con terminacion silla.

m —te ke 2ity cos (%) —te's —ity 0
—teiks —m —te™7" ity cos () 0 it
—2ity cos (%) e~ m —te ik 2it, cos (%) —te's
—te 3" 2its cos (25=) —tethe —m _teTR" —2it, cos (25=)
ity 0 —2it, cos (=) —te's m —te~ ik
0 it —te 2" 2ity cos (%e) —teihe —m
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E(ky),m=0.4 i E(kx),m=0.6

Figura 4.3.5: Estructura de bandas para el modelo de Haldane con distintos
valores para la masa trivial con terminacion silla. Aqui fijamos ¢t = 1, t; = 0,1
y el nimero de columnas en 100.

La Figura 4.3.5 nos muestra la estructura de bandas para distintos valores
de m. Luego, como segundo ejemplo, introducimos una masa trivial en el
Hamiltoniano del modelo de Haldane con terminacion zig-zag, de esta forma,

tenemos el siguiente Hamiltoniano en forma matricial

—1t98in (\/gkm) —m  —2tcos (‘/751%) 2t9 sin (%gkx) 0
—2t cos (%gk‘x) to sin (\/gkx) +m —t —2t9 sin (%gkm)
2t sin (%gkx) —t —t9 8in (\/gkz) —m  —2tcos (%gkz)
0 —2t9sin (%gkx) —2t cos (%gkm) ty Sin (\/gk:x) +m
(4.29)

Si incluimos la Figura 4.3.2 y la Figura 4.3.4, notamos como a medida que
aumentamos la masa trivial se abre una brecha en la estructura de bandas en
ambas terminaciones. Debe existir entonces una masa de transicion la cual nos

separa el estado trivial del no trivial.
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E(ky),m=0.2 E(ky),m=0.3

Figura 4.3.6: Estructura de bandas para el modelo de Haldane con distintos
valores para la masa trivial con terminacion zig-zag. Aqui fijamos t = 1,
to = 0,053 y el namero de columnas en 100.
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Capitulo 5
Invariante Zo

Hasta ahora hemos visto como la ruptura de la simetria del tiempo nos
permite obtener aislantes no triviales con conductancia de Hall distinta de 0.
Hubo un tiempo donde se pensaba que no podia existir estados topologicamente
no triviales manteniendo las simetrias intactas, pasados 15 anos del la
publicacion del modelo de Haldane, se demostré que existen sistemas igual
de interesantes sin necesariamente romper las simetrias. Kane y Mele 22, 23]
notaron como introduciendo espin al modelo de Haldane para el aislante de
Chern se obtiene un aislante que mantiene la simetria de inversién temporal
pero tiene estados sin brecha en el borde. Ahora, veremos impronta fisica
de estados que se propagan en direcciéon opuestas a lo largo del borde de un
material (ver Figura 2.4.1). Estos estados estan protegidos de abrir una brecha
debido a la simetria de inversion temporal siempre y cuando exista un ntimero
impar de estados, en consecuencia un namero par de estos de borde no estan
protegidos de abrir una brecha. Estos modos en los estados de borden son los

que caracterizaremos mediante un orden Z,.

5.1. Aislante Topolégico Z,

Como ya sabemos, la conductancia de Hall es distinta de 0 solo cuando se
rompe la simetria del tiempo. Lo notable es que, la interaccion espin-orbita
permite diferentes clases topologicas de estructuras de bandas para aislantes
cuando al simetria del tiempo no se rompe [23]. Entonces, nos interesa estudiar
que ocurre con la simetria de inversion temporal 1" para particuals de espin %

En la seccién 4.1.2 vimos que para particulas de espin % el cuadrado del
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operador de inversiéon temporal es T? = —1, esto da paso a un importante
teorema, el llamado teorema de Kramers, llamado asi en honor al fisico holandés
Hendrik Kramers. Procedemos entonces planteando [¢), un auto-estado de una
particula de energia E. Si nuestro Hamiltoniano es invariante bajo inversion
temporal [T, H] = 0, entonces T [¢) también es auto-estado con energia E.
Probando que [¢) y |T%) son ortogonales, entonces el espectro esta doblemente

degenerado
(WITY) = ¢ Unn Kb = > 0, Uit

Esto nos indica que (¢|T'9) = 0. Entonces, el teorema de Kramers establece
que todos los auto-estados de un Hamiltoniano invariante bajo inversion
temporal estan, al menos, doblemente degenerados.

Ahora, para Hamiltonianos de Bloch invariantes bajo inversion temporal se

debe cumplir

Th(k)T~" = h(—k) (5.2)

Claramente, ya que no se ha roto la simetria de inversiéon temporal, el
invariante TKNN es C' = 0 pero ahora tenemos otro invariante con dos
posibles valores, v = 0 o v = 1 [23|. Este invariante nos indica si el sistema es
topolégicamente no trivial (¥ = 1) o topologicamente trivial (v = 0), es decir,
hay dos clases topologicas.

En la Figura 5.1.1 se muestra la mitad de la zona de Brioullin 0 < k, < 7/a
para este aislante 2D invariante bajo inversion temporal, se muestra solo la
mitad puesto que la simetria de 7" requiere que la otra mitad sea su reflejo. Si
tenemos estados de energia 0 en el borde, el teorema de Kramers nos indica
que estos estan doblemente degenerados. Hay dos formas en que los estados en
k., =0y m/a se pueden conectar. En la Figura 5.1.1(a), tenemos un nimero
par de estados, en este caso, los estados de borde pueden ser eliminados entre
ellos. Por otra parte, en la Figura 5.1.1, hay una cantidad impar de estados,
aqui la totalidad de estados de borde no pueden ser eliminados. Ahora, dado
que cada banda que intersecta Er en k, tiene un par de Kramers en —k,,

la correspondencia bulto-borde relaciona el nimero de pares de Kramers de
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(a) Conduction Band E (b) Conduction Band
——— EF/§

Valence Band Valence Band

—_ [T]

-

Figura 5.1.1: Dispersion electronica entre dos puntos degenerados de Kramers
en el borde I'y =0y I', = m/a. En (a), el namero de estados de superficie que
cruzan la energia de Fermi Er es par, mientras que en (b) es impar. Un niimero
impar de cruces lleva a estados topdlogicos protegidos en el borde. [18]

estados de borde con el cambio en el invariante Zs a lo largo de la interfaz

Nk = Av mod 2. (5.3)

Existen diferentes formas de obtener una expresiéon matematica para el
invariante v.

Si también existen otras simetrias en el cristal, como por ejemplo, el cristal
conserva la direcciéon perpendicular del espin S, entones el espin arriba y el
espin abajo tienen ntimeros de Chern independientes C4, C|. La simetria T’
requiere la suma del nimero de Chern sea 0 pero la diferencia n, = (Cy —C})/2
define conductividad de Hall con espin cuantizada [24], asi invariante Z, se

puede escribir como

v =n, mod 2. (5.4)

Por ultimo, en dos dimensiones, el llamado aislante de Hall con espin fue
correctamente teorizado en el ano 2006 por Bernevig, Hughes y Zhang [13|
en el sistema de pozo cuéntico HgTe/CdTe para luego, un ano después, ser

observado en estructuras de pozo cuantico de HgCdTe [25].
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Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo Futuro

A partir de este trabajo, mostramos como la ruptura de simetrias en sistemas
cristalinos 2D inducen estados topolégicamente no triviales en el marco del
modelo de enlace fuerte. Desde el invariante TKNN [7], demostramos como el
efecto cuéntico de Hall corresponde a un invariante topolégico, el nimero de
Chern.

Hemos visto como existen distintas formas de romper simetrias las cuales
inducen estados topologicos no triviales. Mostramos como en el modelo de
Haldane [14] introducir saltos al siguiente vecino méas cercano rompe la simetria
del tiempo, lo que induce estados de borde de energia 0. También rompimos
la simetria del tiempo en el modelo BHZ [13] introduciendo un término ds(k)
en nuestro Hamiltoniano y observamos que, segin ciertos pardmetros, existen
estados topoldgicamente no triviales que corresponden con estados de Skyrmion
del vector d(k).

No obstante, estudiamos como atin pueden existir estados topolégicamente
no triviales sin la necesidad de la ruptura de la simetria del tiempo. El invariante
Zy 22, 23] exhibe estados no triviales mediante la consideracion del espin y las
consecuencias que esto y el teorema de Kramers conllevan.

Como préximo trabajo esperamos estudiar la existencia y comportamiento
de aislantes topoldgicos en sistemas amorfos, los cuales consisten en un conjunto
de sitios distribuidos aleatoriamente en el espacio [26-28|. También buscaremos
encontrar una conexion entre fases topologicas y cuasicristales, estos tltimos

son estructuras ordenadas pero no periddicas [29-32].
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Apéndice A

Codigos Wolfram Mathematica

Al. Terminacion Zig-Zag

Lo primero es definir la matriz triangular superior. Luego, se obtiene la

matriz completa sumando el complejo conjugado

In[1):= top[n_,t_,k_]:=DiagonalMatrix[Flatten[

W

{Table [{-tExp[I ?k] -tExp [—I;k] ,-t},{i,1,n}],

/3

3 3
—tExp[I%k] -tExp[—I7k] 3,115
Hy , [k_]:=ConjugateTranspose[top[n, t, k]] + top[n, t, kl;
Assuming[t € Reals, k € Reals[,H;3[k] // FullSimplify];

Definimos un lista con los valores propios y luego somos capaces de crear la
Figura 3.2.3

In[2]:= dataga ,b_,c3[t_,n_]:=Transpose[Table[({k, #} &) /@ Eigenvalues
[Hen[k11, {k, a, b, c}l];

in[3l:= ListPlot [Take[data(o,ar,0.00053 [2, 100], -30], PlotStyle ->
PointSize[Tiny], Frame -> True, PerformanceGoal -> "Quality",
FrameLabel ->{"k,","E(k,)"}, RotateLabel -> False, LabelStyle ->
Black]
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A2. Terminacion Silla

Lo primero es definir la matriz triangular superior. Luego, se obtiene la

matriz completa sumando el complejo conjugado

Inf4]:= prvaln_,t_,k_]:=DiagonalMatrix[Flatten[
{Table[{-tExp[-Ik],-tExp[-Ik/2]},{i,1,n}],
-tExp[-Tk]}],1];
drugal[n_,t_,k_]:=DiagonalMatrix[Flatten[
{Table[{-tExp[Ik/2],0},{i,1,n}],
-tExp[Ik]}],3];
trecaln_,t_,k_]:=prvaln,t,k]+drugaln,t,k];
hamAC; ,, [k_]:=ConjugateTranspose[trecaln, t, k]] + trecaln, t, kI];
Assuming[t € Reals, k € Reals[,H; 3[k] // FullSimplify];

Definimos un lista con los valores propios y luego somos capaces de crear la
Figura 3.3.3

In[5]:= dataACg, . ,c3lt_,n_]:=Transpose[Table[({k, #} &) /@ Eigenvalues
[hamAC, ,[k]], {k, a, b, c}]1];

Inje]:= ListPlot[Take[dataACyo, 2x/3,0.00053 [2, 100], -14], PlotStyle ->
PointSize[Tiny], Frame -> True, PerformanceGoal -> "Quality",
FrameLabel ->{"k,","E(k,)"}, RotatelLabel -> False, LabelStyle ->
Black]

A3. Modelo BHZ

Escribimos matriz triangular superior y con esto la matriz completa

(ecuacion (77))

In[7):= topBHZ[n_,t_,kx_,B_]:=DiagonalMatrix[
Flatten[{Table[
{t Sin[kx],t/2},{i,1,n}],tSin[kx]}],1] +
DiagonalMatrix[Flatten[{Table[{B, -B}, {i, 1, n}]}], 2] +
DiagonalMatrix[Flatten[{Table[{-t/2, 0},{i,1,n-1}],-t/2 }],3];
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Injgl:= Hy ,n [kx_,B_,m_]:=ConjugateTranspose[topBHZ[n,t,kx,B]]
+topBHZ [n,t,kx,B]+DiagonalMatrix [
Flatten[{Table [{m-4B+2BCos [kx] ,- (m-4B+2BCos[kx])},{i,1,n+1}]1}}]1,0];
Assuming[{t € Reals, kx € Reals, B € Reals},
HBHZ, 5 [kx,B,m]//FullSimplify]

Creamos una lista con los valores propios de nuestra matriz para crear la
Figura 4.2.5

Inf0}:= dataBHZ, , .. [t_,n_,B_,m_]:=Transpose[Table[({kx, #} &)/@
Eigenvalues [HBHZ, , [kx,B,m]],{kx,a,b,c}]];

in[10]:= ListPlot [Take[dataBHZ ; . 0.05[1,100,3,8],-30],
PlotStyle->PointSize[Tiny] ,Axes->{False,True},

Frame->True,PerformanceGoal->"Quality",AxesLabel->{"k,","E(k,)"}]

A4. Modelo Haldane Terminacion Silla

Definimos la matriz Hamiltoniano mediante

In[11):= prvaln_, t_,k_]:=DiagonalMatrix[Flatten[{Table[{-tExp-Ik],
-tExp[-I k/21}, {i,1,n}], -t Exp[-I k1}1, 11;

in[12):= drugaln_,t_,k_]:=DiagonalMatrix[Flatten[{Table[{-tExp[I k/2],0},
{i: 1 :n_l}] s _tEXp [I k/2] }] ,3] >

In[13]:= trecaln_,t_,k_]:=prvaln,t,k]+drugaln,t,k];

In[14]:= hamAC¢ ., 3 [k_]:=ConjugateTranspose[trecaln,t,k]]+trecaln,t,k];
Assuming[t€Reals,k€Reals[,hamACy; o3 [k]//FullSimplify

Creamos una lista con los valores propios de nuestra matriz para crear la
Figura 4.3.2

in[15]:)= dataACqs b ,c 3[t_,n_]:=Transpose[Table[({k, #}&)
/Q@Eigenvalues [hamAC; ,[k]], k, a, b, cl];

in[16]:= ListPlot [Take[dataACyo, 2x/3,0.053 [2,100],-14] ,PlotStyle->PointSize[Tiny],
Frame->True,PerformanceGoal->"Quality",FrameLabel->{"k,","E(k,)"},

RotatelLabel->False,LabelStyle->Black]

93



A5. Modelo de Haldane Terminacion Zig-Zag
Planteamos la matriz Hamiltoniano mediante

In[17]:= Haldanezigzag[n_,t_,k_,t2_]:=DiagonalMatrix[
Flatten[{Table[{-t Exp[I k Sqrt[3]/2]-t Exp[-Ik Sqrt[3]1/2],-t},
{i,1,n}],-tExp[IkSqrt[3]/2]-tExp[-IkSqrt [3]1/2]1}],1]
+(1/2)DiagonalMatrix[Flatten[{Table[{-m - t2 Sin[k Sqrt[3]],
m+t2 Sinl[k Sqrt[3]]}, {i, 1, n + 1}]}], O]+
DiagonalMatrix[Flatten[{Table[{2 t2 Sin[k Sqrt[3]/2],
-2t2 Sinlk Sqrt[31/2}, {i, 1, n}1}], 21;

in[18]:= HZZ. , [k_,t2_]:=ConjugateTranspose[Haldanezigzag[n,t,k,t2]]
+Haldanezigzag[n,t,k,t2] ;Assuming[{t€Real,k€Reals,t2inReals}
,HZZ,, 3[k,t2]//FullSimplify

Creamos una lista con los valores propios de nuestra matriz para crear la

Figura 4.3.4

In[19]:= dataHZZg b ,c3[t_,n_,t2_]:=Transpose[Table[({k, #}&)/
@Eigenvalues[HZZ; ,[k,t2]],{k,a,b,c}]];

In20]:= ListPlot [Take[dataHZZo,or/sqrt31,0.0053 [1, 100,.053],-100],
PlotStyle->PointSize[Tiny] ,Axes->False,True->,Frame->True,
Rotatelabel->False,PerformanceGoal->"Quality",

PlotLabel->Style["E(k,)",12] ,LabelStyle->Black]
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Apéndice B

Calculo BHZ

B1. Calculo BHZ

Nos interesa expresar cada término de este Hamiltoniano en el espacio real

H = Z [(CLO’ka sin k) + (c;f(ayck sin k)
k (B.1)
+ <(M —2B(2 — cosk, — cosk ))ckazckﬂ

El primer término viene dado por

5 cLamcksink:m— E 5 ’kT— _zkr _Zk'rjezk'”c;awcj,
Kk

k
E 2 zkzz _ —zkz e—lkzjze—lkyjy ezkzlz ezkyly CZarCj>

E E zkr . —zkw —zkm(]x—ly)éjy L CIO’IC]',

ke gl
_ i o thalio=1-l)§ . Ao o _ emihalotl=le) 5. dg
- 2% Jysly 192C; Jysly 192C5 | »
ke jl
—l 0; 8 1cloge; — 0, 8; 1 cloge;
- 22 Je—1,lz Jyaly Y x> Je+1,le ]y7ly (N I
J

= i CT~ . OpCi — C"t - O,Ch
2'L . ]w_lvjy =) ]w+17]y =] '
J

(B.2)
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El desarrollo para el segundo término es totalmente anélogo

1
1 ; — 1 f
g € OyCk Sin ky = 5 g <ij7jy_10ycj — Cjz,jy+1‘7ycj> . (B.3)
k J

Siguiendo la misma idea y considerando A = M — 2B(2 — cos k, — cos k),

el Gltimo término es

Z ACLUZCk =M Z c}azcj — 4B Z c}azcj
k J J
.I.
+B) (C}w,jwl"zcj T ij,jy—lazcj) (B.4)
J

i ) T )
+ B g (cjﬁl,jyozcj + Cjo—1,5,02Cj | -
J
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