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Resumen

En este trabajo se construyen estimadores de error a posteriori para un problema de control 6ptimo
con restricciones en EDP. Parte de la restriccién corresponde al problema de Stokes, por lo que se
comienza por estudiar dicha tematica y algunos resultados principales, como lo son su formulacion
mixta y restringida, existencia y unicidad, los esquemas de discretizacién por elementos finitos (inf
- sup estables y estabilizados) y el correspondiente anédlisis de error a posteriori. De esto ultimo se
derivan 2 tipos de estimadores de error: computables y no computables.

Posteriormente se estudia el problema de control 6ptimo y, siguiendo los mismos pasos para abordar
el problema de Stokes, se elaboran estimadores de error a posteriori, también del tipo computables y
no computables, sobre la discretizacién del sistema de optimalidad obtenido.

Para cada problema se evalia el desempeno del estimador no computable y se compara con el error de
discretizacién, mediante una cierta norma. A su vez se elabora un algoritmo adaptativo de resolucién

que permite refinar el mallado del dominio bajo un criterio basado en el estimador de error.
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Capitulo 1

Introduccion

El propdsito de este trabajo es construir y analizar estimadores de error a posteriori para un problema
de control 6ptimo con restricciones, el cual involucra el problema de Stokes como ecuacién de estado.
Para precisar, dado  C R?, con d € {2,3}, un dominio abierto y acotado, cuya frontera d2 es Lipschitz
con forma poligonal, y dadas f,yq € [LQ(Q)}d y un pardmetro de regularizacién o > 0, se define el

funcional J por

1 «Q
J(y,u) = 5 /Q Hy — ygz||[,2Qd dX+ 5 /Q Hu”I]Q?d dX,

donde |.||gs corresponde a la norma euclideana en RZ.
El problema de optimizacién con restricciones en EDP corresponde a: Hallar la tupla ((y,p),u) tal

que resuelve

min J(y,u) (1.1)

sujeto a la ecuacién de Stokes

—vAy+Vp=f+u, en(,

V.y=0, enf, (1.2)
y =0, en 09,
y a la restriccién de caja
u, <u<u, c.t.p. en . (1.3)

La restriccién ([[3) corresponde a una desigualdad vectorial, la cual se entiende que aplica componente
a componente. A su vez el pardmetro v es una constante positiva.
En este contexto, una alternativa usual para aproximar la solucién del problema (L) - (L3]) se basa

en la estrategia de optimizar y luego discretizar. Esta técnica discretiza un sistema de optimalidad
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asociado al problema, el cual se encuentra conformado por: la ecuacién de estado, la ecuacion adjunta
y la desigualdad variacional que caracteriza el control éptimo u. Algunos métodos de resolucién se
encuentran en el Capitulo 4 y 5 del texto [13] y en [I8].

Ahora bien, los esquema de discretizacién del problema ([LI)) - (I3]) pueden obtenerse en forma sencilla
haciendo uso del método de discretizacion por diferencias finitas. Una descripcion clara de este proce-
dimiento se detalla, para el problema de Poisson, en la Seccién 2.12.3 del texto [28]. Otra opcién es
hacer uso del método de elementos finitos, en base a la formulacién débil de cada ecuacién, definiendo
una particion & del dominio 2 conformada por elementos K, tal como se lleva a cabo en el trabajo
[24], donde ademé&s se obtienen algunas estimaciones a priori sobre la aproximacién mediante estos
esquemas.

Sin embargo, para esta dltima alternativa, existen 2 probleméticas provenientes del sistema (L2):

1) La condicién inf - sup sobre la formulacién mixta del problema [16 [17], 1o que restringe la eleccién

del esquema de elementos finitos.

2) Los problemas de capa limite que se obtienen cuando el pardmetro v es considerablemente pe-
queno, lo cual genera la presencia de oscilaciones y singularidades geometricas en la solucién

numérica, tanto en los bordes del dominio como en su interior.

Una primera alternativa es la implementacién de esquemas de elementos finitos estabilizados, los cuales,
a diferencia de un esquema estandar, permiten prescindir de la condicién inf - sup y a su vez poseen la
ventaja de permitir el trabajo con subespacios de discretizacién de bajos ordenes. Esto conlleva a una
disminucién considerable de los costos computacionales. En [23] se encuentra una extensa revisién de
éstos.

No obstante, esto no basta para solventar la problemética descrita en el punto 2). Es por esto que se
propone incorporar, adicionalmente, una estrategia que permita solventar las discrepancias generadas
en determinados elementos K del mallado. Lo anterior motiva el uso de lo que denominaremos como
métodos de elementos finitos adaptativos (AFEMs por sus siglas en inglés).

Un AFEM es un método iterativo que mejora la calidad de la solucién obtenida mediante un esquema de
elementos finitos. El principal ingrediente es lo que se denomina estimador de error a posteriori, el cual
se construye en base al andlisis de error a posteriori. Esta técnica posee sélidos fundamentos en la teoria
de elementos finitos estandar sobre problemas elipticos [I} [29] y ha sido aplicada exitosamente sobre el
mismo problema de Stokes [2]. Sin embargo no existe atin una teoria unificada para problemas de control
6ptimo con restricciones en EDP. La principal dificultad radica en las no linealidades generadas por las
restricciones sobre el control. Un intento por unificar los resultados disponibles ha sido desarrollado en

el trabajo [20], donde el autor deriva una relacién importante entre el error del control optimal y los
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estimadores, bajo ciertos supuestos, para problemas asociados con la ecuacion de estado y la ecuacién
adjunta.

En este trabajo se desarrollard el andlisis que permitird construir 2 tipos de estimadores de error,
computables y no computables, tanto para el problema de Stokes como para el problema de control
optimo. A lo largo del trabajo se establecerdn los supuestos necesarios para obtener estimadores global-
mente confiables, esto es, se probara que forman parte de una cota inferior para el error como también
de una cota superior. Esto permite, entre otras cosas, comparar las propiedades de convergencia entre
el error de aproximacion con la del estimador. Por tltimo, en base al estimador se obtendra un método
iterativo de adaptatividad, el cual permitird determinar en cuales elementos K de la particion & se
concentra mayormente el error. En base a esto iltimo es posible generar una nueva particién donde
solo se refinan aquellos elementos que satisfagan un cierto criterio basado en el estimador.

La metodologia de estudio es la siguiente: en el Capitulo 2 se introducird la notacién a utilizar (espacios
de funciones y de elementos finitos), junto con algunos resultados de la teoria de EDP y de optimizacion.
En el Capitulo 3 se presentara el modelo de Stokes y se estudiaran algunos resultados de existencia y
unicidad y su discretizaciéon por elementos finitos, dejando de lado los detalles de las demostraciones,
para luego ahondar en el andlisis de error a posteriori. Esto tltimo conformard el pilar fundamental
para llevar a cabo, en el Capitulo 4, el mismo analisis que nos permitird obtener estimadores de error
a posteriori sobre el problema de control 6ptimo, luego de entregar algunos resultados tedricos como
existencia y unicidad y condiciones de optimalidad. Tanto el Capitulo 3 como el Capitulo 4 concluyen
con una secciéon de simulaciones numéricas, donde se evaliia el desempeno de los estimadores de error
no computables frente a la convergencia del error de aproximacién. Finalmente, en el Capitulo 5 se
daran las conclusiones del trabajo realizado, donde a su vez se entregaran algunos trabajos futuros que

pueden desarrollarse en linea con el estudio realizado.
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Capitulo 2

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar elementos béasicos empleados en la teoria de optimizacién
y ecuaciones diferenciales parciales, tales como espacio de funciones y diferenciabilidad. A su vez
se introducird gran parte de la notacién que se utilizara a lo largo de este trabajo. Por ultimo se

presentaran algunos resultados preliminares que seran usados a lo largo de este trabajo.

2.1. Espacios de funciones

Sea U un dominio abierto y acotado de R? (d = 2,3), con frontera OU y clausura U. Se denota por
L?(U) el espacio de Lebesgue usual constituido por funciones que son cuadrado - integrables en U.
L3(U) representa el subespacio de L?(U) en el cual las funciones poseen valor medio nulo en U. H(U)
corresponde al espacio de Sobolev usual y H(U) a su subespacio en el cual las funciones poseen traza
nula en OU. H~1(U) representa el espacio dual de H}(U). Para entender més en detalle estos tépicos
se sugiere revisar los textos [10] y [25].

Los espacios de funciones a valores vectoriales, y vectores en general, se encuentran resaltados en
negrita, y para denotar espacios de funciones a valores matriciales, y matrices en general, se incluye
ademds un doble tilde debajo. En particular los espacios [L?(£2)] ¢ y [L2()] ¢ 4¢ denotan por L*(Q) y
£/2(Q), respectivamente. De manera similar se introduce la notacién H' () para el espacio de Sobolev
usual conformado por funciones vectoriales.

Para cualquier par de funciones escalares u y v, se definen los operadores gradiente y laplaciano,

respecto a la variable x = (z1,...,24), como
v v 0*v 0*v
Vo=|(=—,...,=— Av=—+ 4+ —
! <8:C1 T 6:vd> yoar 0z3 et ox?’
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respectivamente.

Se definen el producto interno y norma en L?(U) como

1/2
(Uav)m(U) 3:/UUU dx y vllr2w) = ((Uau)m(U)) ’ (2.1)

respectivamente. De la misma forma se definen el producto interno y la norma en L?(9U) como

1/2
(u,0) 2y 1= /BU wds y |vlrzov) = ((uau)LQ(aU)) ; (2.2)
respectivamente.
Para funciones con valores vectoriales u = (u1,...,uq) y v = (v1,...,v4) se definen su divergencia y
gradiente como
6’11,1 6’11,1
8171 8$d
0 0
0x1 0xy : :
8ud 8ud
0x1 0xq

respectivamente.

En este caso el producto interno y norma en L?(U) se definen como

1/2
(u, V)2 ZZ/UU'V dx v [ullge) = ((ww)pe) '’ (2.3)

respectivamente. De manera similar se define lo anterior en L*(9U).

Por dltimo, para funciones matriciales u = (u;;) y v = (v;5), se define su divergencia como

8’[1,11 811,1(1

o0x1 o 0xq
div u = :

8ud1 8udd

8171 o 8:17(1

y su producto interno y norma en L?(U) como

(u,

<

d 1/2
ey = 2 [ wgix vl - <(g,g)£2(y)> , (2.0)

ij=1

respectivamente. De manera similar se definen el producto interno y la norma matricial en L2(8U).

. - . . 2
En este estudio se trabajard con una norma de tipo energfa, denotada por [|(.,.)||;;- Dicha norma,
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dadas dos funciones w € H'(U) y w € L?(U), se calcula como:

2 2 2
lltws W)l = lIwllv o + llwlle o (2.5)

siendo [|wlly, 7 == VV[IVWllLewy v llwllgu = pllwllr2w), donde v y p son constantes positivas a

definir.

2.2. Diferenciabilidad

Dados dos espacios de Banach {X, |.|[x},{Y,||-ly} y un mapeo F : O C X — Y, con O abierto, se
denota por 6F (u)h la derivada direccional de F en el elemento u y en la direccién h, definida por la

expresion:

O0F (u)h := lim Flutth) - Fu) .

2.6
t—0+ t (26)
Si el limite existe para toda h € O, entonces el mapeo h — 0F (u)h se denomina la primera variacién
de F en u. Si ademés existe un operador lineal continuo A : X — Y tal que §F(u)h = A(h), entonces
dicho operador se define como la derivada de Gateaux de F en u, denotada por A := DF(u).
Cuando el operador A es tal que se cumple la relacion:
[F(u+h) = Fu) = A(h)[ly
fm
I8llx—0 17l x

=0, (2.7)

entonces se denomina la derivada Fréchet de F en u. Si dicha derivada existe, entonces A coincide con
la derivada Gateaux. Sin embargo, no siempre hay igualdad en el otro sentido. Una condicién suficiente
para que la derivada Gateaux coincida con la derivada Fréchet es que el limite en la relacién (2Z71) sea

uniforme respecto a h, con ||h||x =1, o que A sea continuo en X (Ver Capitulo 4 del texto [7]).

2.3. Nomenclatura de elementos finitos

A continuacion se entregard la notacién a utilizar en aquellas secciones que involucren el uso de ele-
mentos finitos.

En adelante  C R? corresponde a un politopo, con frontera 9, y & a una particién regular de
conformada por elementos K, correspondientes a tridngulos (2D)/tetrahedros (3D) con lado (2D)/cara
(3D) ~, en el sentido cldsico de Ciarlet (ver Capitulo 2 del texto [11]).

Dada una particién &, se denota por:

e & : conjunto de todos los lados/caras;

e & C & : conjunto de lados/caras presentes en el interior de Q;
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e & C & : conjunto de lados/caras presentes en la frontera de ;
e V: indice del conjunto {z, }ney de todos los vértices de cada elemento;

e 0, ={KeZ:x, €K, connécV fijo} : patch constituido por elementos K cuyo vértice en

comun es X,;

e &y ={y€e&:x, €7, conn €V fijo}: patch constituido por lados/caras cuyo vértice en comin

es Tn;

e )\,: funcién lineal definida en & y que es nula en todo vértice excepto en x,,, i.e.:
)\n(wm) - 5n,m7 n,me Vv

donde 65, ,, denota la funcién Delta de Kronecker.

Se definen a su vez las funciones vectoriales )\511) y )\512) en R?, como:
A =000 5 AP =(0,0),

De manera similar es posible dar con una definicién de )\55 ) en R3, para cada j = 1,2, 3.

Para un elemento K € & denotamos por:

e P;(K) : espacio de polinomios, definidos en K, de grado a lo sumo [;

e &k C & : conjunto de lados/caras individuales del elemento K;

e Vi : indices del conjunto {@, }ney, de vértices terminales del elemento K;

o O ={K' € Z:ExkNEx #0};

e Oy ={K' e Z:KnK #0};

o O ={K' € P:Ex NExn #0,con K" € Qr

e |K|: drea/volumen del elemento K;

e hy : didmetro del elemento K;

K

e n_’ : vector normal unitario exterior al lado/cara v € Ex;

e vk : restriccién de la funcién v sobre el elemento K;
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e Uy : valor medio de la funcién v sobre K, i.e.:

),
Vg = — v dX.
K| Jk

Para una funcién vectorial denotamos por Vi = (U1, ..., Vdy)-
Para un lado/cara v € £ sea:

e P;(7) : espacio de polinomios, definidos en v, de grado a lo sumo [;

V, : indices del conjunto {x, },cy, de vértices terminales pertenecientes a v;

O, ={KeZ:vyelkl

|7] : longitud/érea del elemento ~;

v}, @ restriccion de la funcién v sobre v;

U, : valor medio de la funcién v sobre 7, i.e.:

Para una funcién vectorial denotamos v, = (Ul I jdw)'

En este trabajo se hard uso de una cierta constante ¢ para establecer cotas superiores. Cada vez que se
haga uso de ésta se aludira al hecho de que la estimacién correspondiente no depende de los parametros
caracteristicos de cada elemento K o de sus lados, tales como el drea | K| o el didmetro hg, ni de los

parametros fisicos del problema en cuestién, tales como v y p.

2.4. Resultados preliminares

Para cerrar este capitulo se presentaran algunos resultados que seran usados recurrentemente.

Se define Ik ; : L*(K) — P;(K) el operador proyeccién caracterizado por:

(¢ —Iki(¢),p)r2) =0,V p€PiK). (2.8)

Se denota por Ik a su contraparte vectorial.

Teorema 2.4.1 (Constante de Poincaré dptima. Ver [9,[22]): Sea K € . Entonces:

— hk
HV—VK”LQ(K) < 7HVVH£2(K), VVEHl(K) (29)
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Teorema 2.4.2 (Desigualdad de Poincaré. Ver Capitulo 7, Teorema 7.5 de [25]): Sea Q C RY un
dominio abierto y acotado. Entonces existe una constante Cq > 0 tal que, para cada funcion v €
H{(Q):

Ivlizz) < CQ||VV||£2(Q)- (2.10)

Otro elemento a utilizar para el estudio de estimadores de error son las denominadas funciones burbuja,

definidas por

B= [ 2 : By=]] M (2.11)

neVi neVy
Dichas funciones se caracterizan por preservar la norma de ciertas funciones, tal como se menciona en

los siguientes resultados.

Teorema 2.4.3 Para toda funcion p € Pi(K), con l > 0, existe una constante C, independiente de p

y hi, tal que:
I1Brpll2xy < IPllLex) < OHB}(/QPHL%K) (2.12)
Y
IV(Bxp)llL2(xy < ChigtlIpllrzcr)- (2.13)

Teorema 2.4.4 Para toda funcion p € Pi(v), con l > 0, existe una constante C, independiente de p
y hx, tal que:
182l 2y < Pl 22¢yy < CUBY ?pll2 () (2.14)

—1/2 1/2 _
i 2180l 20y + R IV (Bap) | L2y < Chig Ipll 22 o- (2.15)

Los resultados anteriores aplican del mismo modo para funciones vectoriales. Los detalles de éstos

pueden revisarse en el Capitulo 2, Seccién 2.3.1 del texto [I], y en el Capitulo 10, Seccién 10.1.1 del

texto [16].



Capitulo 3

Ecuacion de Stokes

En este capitulo se presentara la ecuacién de Stokes y su correspondiente formulacién variacional. Pos-
teriormente mencionaremos algunos resultados de existencia y unicidad de soluciones para el problema
débil obtenido, omitiendo los detalles de las demostraciones. Por ultimo se presentard otra formulacion
variacional y algunos resultados relevantes. Esta tltima nos serd de gran importancia para dar con la

existencia de soluciones del problema de control éptimo (Seccién EIT]).

3.1. Modelo

Dada una funcién vectorial f = (fi1,..., f4) € L*(Q) y una constante v €0, 1], la ecuacién de Stokes

se escribe, en forma vectorial, como sigue:

—-vAy+Vp = f VxeQ,
Viy = 0, Vxe, (3.1)
y = 0, Vxe€i.

La primera ecuacién se denomina la ecuacién de momentum, mientras que la segunda corresponde a
la ecuacion de conservacién de masa. En este caso se hace uso de un abuso de notacién para denotar
el laplaciano de la funcién vectorial y, de modo que: Ay = (Ays, ..., Ayq).

El sistema permite modelar el comportamiento de un fluido incomprensible, a bajas velocidades, a lo
largo de un dominio §2. El objetivo del problema es hallar un campo de velocidad y del fluido, junto con
la presion escalar asociada p, cuando en él interactia una fuerza externa f y existen ciertas condiciones

de frontera.

11
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3.2. Problema débil: formulacion mixta

Consideremos las formas bilineales continuas a : Hy(Q) x Hy(Q) — Ry b: HH(Q) x L*(Q) — R

definidas de la siguiente manera:

a: (y7 V) = a(y,V) = V(vya VV)£,2(Q),

b:(v,p) = b(v,p) = —(p,V-V)r2(0).
La formulacién variacional o problema débil del sistema (B.]) consiste en:

Hallar (y,p) € H3(Q) x L*(Q) tal que :
a(y,v) +b(v.p) = (£V)r2q), VveH(Q), (3:2)
by,q) = 0, Vg€ L*(Q).

La deduccién del sistema se puede ver en el Capitulo 4, Seccién 4.1.2 del texto [16].

Notemos que si (y,p) € H§(2) x L*() fuese solucién del problema ([3:2)), entonces, para una constante
¢ € R arbitraria se tendria que (y,p + ¢) serfa otra solucién. Esto indica que el problema no garantiza
unicidad de soluciones para dicha eleccion de espacios. Lo anterior sugiere restringir el espacio asociado
a la presiéon. Una eleccién natural resulta ser el espacio cuociente L?(£2)/R compuesto por clases de
equivalencia ® de funciones en L?(Q), cuyos elementos son de la forma v + ¢, con ¢ € R. La norma en

este espacio, denotada por ||.[|z2(q)/r, viene dada por:
9]l 20y /r = 22{2 v+ cllL2(0)-

Se puede probar que dicho espacio es isomorfo al espacio L3(€2), con la norma usual de L?, mencionado
en la seccién de preliminares (Ver Capitulo 2, Seccién 2.2 del texto [I7]).

Asi, la formulacion débil de Stokes a estudiar es la siguiente:

Hallar (y,p) € H3(Q) x L3(Q) tal que :
a(y,v) +b(v.p) = (£V)r2q), VveH(Q), (3:3)
by,q) = 0, ¥ q € L§(Q).

La formulacién de este problema se suele denominar formulacién mixta del problema de Stokes.
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3.2.1. Existencia y unicidad de soluciones

A continuacién daremos a conocer condiciones necesarias y suficientes para probar que el sistema (B3))
constituye un problema bien puesto en el sentido de Hadamard. Esto es: existe una, y solo una solucién
y ésta depende continuamente de los datos del problema . Para esto se analiza el problema débil en
un contexto mas abstracto.

Sean X y M espacios de Banach reflexivos y f € X’. Consideremos a: X x X =Ry b: X x M - R

dos formas bilineales continuas. El problema a investigar consiste en:

Hallar y € X y p € M tales que:
a(y,v) +b(v,p) = f(v), VveX, (3.4)
bly,q) = 0, VYgeM.

O bien, en términos de operadores:

Hallar y € X y p € M tales que :
Ay + B*p f, (3.5)
By = 0,

donde A y B son tales que: A: X — X'y B: X — M’, los cuales se describen mediante la relacion:
(Ay,v)x'.x = aly,v) 5 (Bo,p)mrm = b(v,q).
A suvez B*: M = M" — X corresponde al operador adjunto, es decir, aquel que satisface la relacién:
Voe X,Vuw e M', (W,Bv)y = (B W, v)pr ar-

El sistema (33]) se denomina problema de punto silla. Corresponde a una condicién de optimalidad
de un problema de optimizacién con restricciones de igualdad, la cual se obtiene a partir del uso de
lagrangianos.

Denotemos por Ker(B) = {v € X :V ¢ € M,b(v,q) = 0}. El siguiente resultado entrega condiciones

necesarias y suficientes para la existencia de soluciones.

Teorema 3.2.1 Bajo las hipdtesis descritas en el marco de referencia, el problema (34) estd bien

puesto si y solo si se satisfacen las 3 condiciones siguientes:

1) Eziste a > 0 tal que:  inf sup M > a.

veKer(B) veker(n) Ullxllvlx

2) Para cada v € Ker(B), si a(y,v) =0, para todo y € Ker(B), entonces v = 0.
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b
3) Existe > 0 tal que: inf sup 7(1}’ a) >
a€M yex ||vll x|l ar

Mds atn, existen c1,co constantes positivas tales que:

lyllx <ecillfllx 5 lplla < el fllx-

La demostracion del resultado anterior se encuentra en el Capitulo 2, Seccién 2.4.1, Teorema 2.34 del

texto [16].

O

La condicién 3) del teorema suele denominarse condicién inf - sup, siendo 8 la constante inf - sup
asociada.

El problema débil de Stokes constituye justamente un caso particular del problema ([B.4]). M4s atin, es
posible verificar que se cumplen las hipdtesis del Teorema B2T] en la formulacién mixta (Ver Capitulo

4, Seccién 4.12, Teorema 4.3 del texto [16]).

3.3. Problema débil: formulacién restringida

Una formulacién alternativa del problema débil consiste en incluir la restriccién sobre la divergencia
de y en el espacio de soluciones.

Sea X = {v € H(l) (Q):V-v= O}. El espacio en cuestién constituye el niicleo del operador divergencia,
i.e. X = Ker(V-), por lo cual es un subespacio cerrado de H ().

Luego la formulacion restringida del problema débil consiste en:

Hallar y € X tal que:
(3.6)
a(yav):(fvv)L2(Q)a VveX.
Este problema, a diferencia del anterior, no entrega directamente, como solucién, una presién p, debido
a que la forma b se anula en cada elemento de este espacio.
La existencia y unicidad de soluciones para el problema ([B.0]) viene garantizada gracias a las hipdtesis

del teorema de Lax - Milgram. Mas atn, es posible establecer un nexo entre la formulaciéon mixta y la

formulacion restringida mediante el siguiente resultado.
Teorema 3.3.1 Seay € H( (). Son equivalentes:

1) Eziste p € L3(Q) tal que el par (y,p) resuelve (T3).

2) y resuelve (30).
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El resultado anterior es consecuencia del Teorema de Rham (Apéndices, Secciéon B, Teorema B.73 del
texto [16]).

La formulacién restringida es de mayor interés en el aspecto tedrico del problema. Sin embargo los
esquemas de elementos finitos derivados de dicha formulacién resultan ser méas complicados de imple-
mentar computacionalmente, puesto que para ello se requiere incorporar la restriccién de divergencia

nula sobre los subespacios discretos a utilizar.

3.4. Aproximacion mediante el método de elementos finitos

Sea &2 una particion del dominio €2, descrita al comienzo de la Seccién Dados I,s € N U {0},
detonamos por V;(2) y Qs(Z) dos subespacios cerrados, de dimensién finita, de H{(Q) v L3(Q),
respectivamente. Dichos subespacios se encuentran conformados por funciones del tipo polinomial sobre
cada elemento K € 2.

Para el problema de Stokes existen dos tipos de esquemas de elementos finitos de mayor interés:

esquemas inf - sup estables y esquemas estabilizados. A continuacién se describiran cada uno de estos.

3.4.1. Esquemas de elementos finitos inf - sup estables

La estructura de este problema es la siguiente

Hallar (y;,,pn) € Vi(P) x Qs(2) tal que :
a(yp, Vi) +0(vi,pn) = (£, vi)p2), Y vi € Vi(P), (3.7)
b(yn.qn) = 0, Y qn € Qs(2).
La principal caracteristica de un esquema inf - sup estable es que se satisfacen las mismas condiciones
del Teorema B.277] con lo cual el sistema ([B7) constituye un problema bien puesto.
Un ejemplo de éste es el denominado esquema de Taylor - Hood (Capitulo 4, Seccién 4.2.5 del texto

[16]), en el cual los espacios discretos vienen dados por:
Vo(P) = {ve C[@Q): vk € [P2(K)]* ¥V K € 2} N Hy(Q),

Q1(2):={qeC(Q): qx €P1(K),V K € PYNLEAN).
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3.4.2. Esquemas de elementos finitos estabilizados

En este caso el esquema discreto se formula de la siguiente manera:

Hallar (yn,pn) € Vi(Z2) x Qs(Z) tal que :
a(yn,vn) +0(va,pn) + 7 (Y, o0, G5ve) = (£,vi)r2), YV ve € Vi(2), (3.8)
b(yhaq}l)—’—%(yhvphuquh) = 0, th EQS('@%

donde . y 4 corresponden a los términos estabilizantes asociados a la ecuacién de conservacién de
momentum y a la ecuaciéon de conservacién de masa, respectivamente.

La idea basica de los esquemas estabilizados es dejar a un lado el requerimiento inf-sup, el cual impone
restricciones en la eleccién de espacios, y asi poder trabajar con espacios de bajo orden polinomial. A
diferencia del esquema anterior, si ambos términos son cero se tiene un problema mal puesto, debido
que no se satisfacen todas las condiciones del Teorema [32ZT] (por lo general la tercera). Dentro de las
principales razones se encuentran: la constante inf - sup es 0; el subespacio asociado a la presion es mas
grande que aquel asociado a la velocidad; la constante inf - sup no es homogénea respecto al mallado

P, entre otras. Situaciones como estas se encuentran explicadas en el Capitulo 4, Seccién 4.2.3 del

texto [16].

Supuesto 3.4.1 Para este trabajo, los esquemas estabilizados a considerar deben satisfacer tres con-

diciones sobre el término estabilzante . :

1) Para cada K € P, existe una contribucion local Sk (Yn,pn,£;vy) de modo que ¥ se puede

escribir como

L (Yn o £5v0) = Y Lk (Yn,pn, £ Vh), (3.9)
KeZ
para toda funcién vy, € V(). Si vy, corresponde a una funcion lineal Aff) G =1,...,d),

descrita en la Seccion (Z3), entonces . se escribe como

KeQ,

2) Para cada K € & y para todo n € Vi, la contribucion local S satisface:

yK(Yhaphvf;c)zov VCE[Rd (311)
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3) Para cada K € &, la contribucion local Sk satisface:

i on EANE <3 Corrhf 2 (VIV - ynlpacry + T (6) = €L z2ry

TeQ,
+h7 | T (£) + vAyn — Va3 (3.12)
£ Yl Vyin, - pnsllz) ).

yeEETNES

conj=1,...,d, donde

’

[Vynn, —pans] = Vyu gnlf —ppxnlt + Vyuenl —pygnl

para cada lado v € Ex N Exr (K # K'). Dicho término corresponde al salto generado entre un
elemento K y su elemento vecino K'. A su vez la constante C» 1 depende de los pardmetros de

estabilizacion y de las caracteristicas fisicas del problema.
Nuestro interés se centra en el uso de 2 esquemas estabilizados en particular:

1) RELP (Residual Local Projection. Ver [G])

En este caso la expresién de cada termino estabilizante corresponde a:

L (Ynon £5v0) = Y i (f = vAyL + Vpn, vAYR) L2 (1)
Keo

+ Z Ty ([[Vvybnv _phnvﬂv [[Vvvhnv]])lﬂ(y)
YEET

H(Yh, v, £5qn) = Z T (f — Ayn + Von, Van) L2 (k)
Keo

+ Z 7y ([vVynn, — prny], [[qhnvﬂ)ﬁ(ny) .
YEET

Los parametros de estabilizaciéon estan dados por

h2
TK:al—K y T»Y:agm,
14 v

siendo a1, as constantes positivas.
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2) LPS (Local Projection Stabilization. Ver [§] y el Capitulo 3, Seccion 3.1 del texto [23])

Los términos estabilizantes para este esquema corresponden a:

(Yo £v) =0

AV noFan) = Y Sxc(f = vAYL+ Vou, Van)r2) + O 7 ([pans ], [anns]) 12 »
Ke2? yEET

donde 7, = ||, mientras que dx se escoge de tal modo satisfaga ciertas restricciones definidas

por el usuario. Una eleccién usual es 0x = min{hx, v 1h%}.

En ambos esquemas es posible considerar los siguientes espacios de discretizacion:
Vi(P):={veCQ): vk € [P1(K)" VK e 2}nHQ),

Qo(2):={q: Q= R:qx €Po(K),V K € 2} L§(Q).
También es posible emplear el subespacio Q1(Z?) en vez de Qo(Z?).

Observacién 3.4.2 Claramente el esquema LPS satisface las condiciones B9) - BI2), tomando

Sk =0, para cada K € . En el caso del esquema RELP basta tomar la contribucion .Yk dada por

T (Ynvn, £ivn) = Z T ([vVyrny — pany ], Vv gnf) o
~yeEKNET

para cada K € &,

Supuesto 3.4.3 En lo que sigue, cada vez que se haga mencion del uso del esquema RELP o del
esquema LPS supondremos que se estard utilizando los subespacios V1(P) y Qo(P) como subespacios

de discretizacion.

3.5. Analisis del error a posteriori

Dado un esquema de elementos finitos (inf - sup estable o estabilizado) del problema de Stokes, la idea
es construir estimadores de error a posteriori, que dependan de la solucion discreta y del tamano de
cada elemento K, los cuales cumplan con: constituir una cota explicita del error de discretizacion y

dar cuenta de la proximidad entre la solucién discreta y la soluciéon real.
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Dicho de otro modo, se desea obtener un estimador del error 7, de tal modo que se satisfaga una

relacién del estilo:

1/2
Iy = yn.p = pu)llg < 0(yn:pn. £, 2) = (Z ni) ,

Ke>
donde las funciones nx son conocidas como indicadores del error.
Sean (y,p) € H(Q) x LE(Q) v (y,,pn) € ViI(P) x Q.(P) los pares solucién del problema débil
mixto [B3) y del esquema discreto (B7) (o (B.])), respectivamente. Definimos por (ey, ep) el error de

discretizacion de la siguiente manera:
€y =Y ~Yn i € =P DPh-

A partir del problema débil y el problema discreto, tomando una funcién v € H (1)(9) fija, y usando

integracién por partes se obtiene

aley,v) +b(v,e,) = v(Vey, Vv)y(m —(ep, V- V)r2(0)

= (f, V)LZ(Q) — V(Vyh, VV)£2 () + (ph, V- V)L2(Q)

— Z (f+vAy;, — Vpn, V)Lz(K) — Z ([vVy,ny —ppn,], V)Lz(,y)
Ke2? yeEKNET

Por ultimo, haciendo uso de la proyeccién ortogonal ITg 1, mencionada en la Seccién [24] se tiene como

resultado la siguiente ecuacién del error:

aley,v)+b(v,ep) = Z ((f— 1 (f), v)L2k) + (M1 (f) + Ay, — Von, V) L2 (k)
Ke (3.13)
- Z ([vVypn, —phn,y]],v)Lz(v)).
yEEKNET
En base a esta tltima expresién es posible obtener distintas estimaciones de error. En este trabajo

se presentaran dos tipos: una de cardcter explicita, implementable computacionalmente, y otra de

caracter implicita, donde intervienen constantes desconocidas.

3.5.1. Estimaciones completamente computables

A continuacién presentaremos un analisis de error a posteriori, el cual permite construir estimadores
de error completamente computables. Estos tienen la caracteristica de no utilizar ningtin tipo de inter-
polador, dentro del andlisis de error. Primero se realizara un anélisis de confiabilidad, y posteriormente

un analisis de eficiencia local.
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3.5.1.1. Analisis de Confiabilidad

Introduciremos dos conceptos que ayudarén al andlisis del error. El primero es el conjunto de funciones
{g,y_’K € [[Pl(fy)]d Ke P, vye EK}, denominadas flujos equilibrados (ver Capitulo 6 del texto [I]), las

cuales supondremos que satisfacen las siguientes condiciones:

e Consistencia:

g%K—i-g%K,ZO, Sl’yegKﬁgK/(K#K/) (314)

e Balance de primer orden:

(£,0)L2(k) — B (Yhspn),0) + Z (8+,5,0)L2(k) — Tk (Yn, P, £;0) =0, (3.15)
YEEK

para todo 8 € [P1(K)]* y para todo K € 2, donde
%K((yh,ph), 0) = V(Vyh, V@)éz(K) — (ph, V- 0)L2(K)- (3.16)

Notemos que en el caso en que el esquema utilizado sea inf - sup estable, el término

Sk (Yh, P, £;0) es 0.

A su vez denotamos por Rg v R, g los denominados términos residuales or osck los términos
Y )

oscilatorios en K, descritos por:

oscg =f — Ik (f), en K,
RK - ]-_-[Kl(f) + VAYh - vth €n K7 (317)

Ryk=8,x— VVYh|Kn5 +Ph\KH»IY<= en cada vy € €k,

Con esto podemos reescribir la ecuacion del error, descrita en [B13), como
aley,v)+b(v,ep) = Z (Ri,V)L2(x) + Z (R, K, V)L2(y) + (08CKr, V) 20k | - (3.18)
KeZ vyEEK

El segundo concepto a introducir es la siguiente funcién: supondremos que existe una solucién, lo

suficientemente suave, para el siguiente problema del tipo Neumann:

—dzngK = Ry, en K, (3.19)
gKnﬁ( = R, k, encada~ye€ k. '

Este problema, bajo las condiciones de consistencia y balance de primer orden para los flujos, admite
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una solucién explicita en términos de las funciones lineales \,, y su construccién, para este problema,
se encuentra detallada en la Seccién 6.5 del trabajo [2].

A través del uso de integracién por partes se observa que

(@, VV)L2 i) = (—div g, V)p2(x) + > (axnf V)L
YEEK

= (Rva)LQ(K) + Z (R%va)L?('y)'
YEEK

Usando esto tltimo en ([B.I8]) vemos que la ecuacién del error se reescribe como

aley,v)+b(v,ep) = Z ((gK, VV)QQ(K) + (osck, v —VK)Lz(K)) , (3.20)
KeZ

donde usamos la propiedad de la proyeccién ortogonal:

(oscr, V) p2(k) = (0SCK,V — Vi) L2 (K)-
Para poder obtener una estimacién de e, haremos uso de una descomposiciéon ortogonal de su gradiente,

descrita en el siguiente resultado (ver [12] [15]).

Teorema 3.5.1 Para ey =y — yp, introducido al comienzo de la seccion, existe una descomposicion
de su gradiente, dada por:

Ve, = Ve, + e,,, (3.21)

donde e. € X corresponde al error conforme, el cual satisface:
(Vec, VVC)QQ(Q) = (Vey, ch)gz (Q), V Ve S X

. . . . 2
A su vez e, constituye el error no conforme perteneciente al siguiente subespacio de L=(€2):

C

Y = {vgn € L*(Q) : (W, VVe)L2() =0, Vvee X} :

y se escribe como:

Snc:—ql+sz,

para alguna funcion q € LE(Q) ys € H'(Q), donde I denota la matriz identidad de tamario d x d.

Otra propiedad importante de esta descomposicion viene dada por el siguiente teorema:
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Teorema 3.5.2 Para e,, €Y, dado en el teorema anterior, existe una funcion w € LE(Q), tal que
(Snca VV)£12(Q) = (’LU, V- V)L2(Q)7 Vve H(l)(Q)v (322)

i.e.. div e, ., = Vw. Dicha funcion w satisface a su vez:

1
lellzz@) < Fllenclzz ), (3.23)

donde B corresponde a la constante inf - sup del Teorema 3211

Tomando v = e, dado por el error conforme del Teorema B.51] en la ecuacién (B20) se obtiene

2
l/HVecHig(Q) = lleclly o = Z ((gK, Vec)p2 (k) + (0sck, ec — (ec)K)Lz(K)> .
~ Ke -

Usando (29) y las desigualdades de Holder y de Cauchy - Schwarz se tiene

2 hk
|||ec|||V1Q < Z (|gK|£2(K)+7||OSCK|L2(K) HVecHy(K)
Kez
N o\ 1/2 1/2
K
< (Z (|gK|£2(K)+7|OSCK|L2(K)) ) (Z ||Vec|22(K)>
i Ke® -
: . o 1/2
K
= <Z > <|gK|£,2(K)+7|OSCK|L2(K)) > |||eC|||V,Q'
Kew -

En base a lo anterior se puede establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.5.3 Sea e. el error conforme en la descomposicion ortogonal B2I) de la velocidad. En-

tonces

2
lecllv o <2 = > nix (3.24)
KeZ

donde 1., que lo llamaremos estimador conforme, puede ser escrito en términos de los indicadores

conformes como

1 hx
e = lgwllze ) + 7||OSCKHL2(K) ;
siendo @ ¢ solucion de (EI19).

Con respecto a la estimacién del error no conforme, usando el hecho de que y € X y que existe w € L2
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tal que satisface (3.22) y ([B.23), y aplicando la desigualdad de Holder, se tiene que

||Snc”22(ﬂ) = (Snm gnc)£2(ﬂ) = (vey — Ve, 9nc)£/2(ﬂ)

= (Vy = Vyp, e,z = —(Vyp, gnc)y(sz)

—(w,Vyun)r2@) < w2 @)V - yrllezg) < ||Snc”£42(ﬂ)”v “Yillz2)-

s

Con esto podemos dar con el siguiente resultado.

el error no conforme en la descomposicion ortogonal B2I) de la velocidad.

Teorema 3.5.4 Sea e,

Entonces

2 2 2
||Snc”£,2(ﬂ) < e = Z e, K> (325)
- Kew
donde Nye, que lo llamaremos estimador no conforme, puede ser escrito en términos de los indicadores

no conformes como

1
Mne,K = EHV Yrllzzx).- (3.26)

Finalmente, por identidad pitagérica se concluye que:
2 2 1/2
|||ey|||v,gz = |||90|||V,Q + ’/HgncHQy(Q) < "75:7 donde 17y := ("73 + ’/7772w) .

— (2 2 1/2 2 _ 2
En este caso denotamos por ny i = (ncyK + mync’K) , con lo cual 7y = E Ny K -
KeZ
Nos resta obtener un estimador de error para la presion.

Dada una funciéon v € H (1)(9), consideremos su descomposicién ortogonal, Vv = Vv, + v,., donde

v e X y vy €Y. Notemos que:
V-v=tr(Vv) =tr (ch + ym) =V v.+tr (ym) ,

donde tr(-) denota la traza de una matriz. A partir de esto Ultimo, junto con la condicién inf - sup
sobre la forma b, se deduce que para toda funcién q € L3(Q):

(4. V- V)20 (4, tr(yne))L2(0)

Bllallz2) < sup == = sup
& veri@ IVVvlrea) vEHé(Q)(

1/2°
19Vl 0 + |gm|2y(m)
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con lo cual se sigue que
(qv tr(gnc))LQ (©2)

1
lgllr20) < 3 sup (3.27)

Vnc€Y ||¥n0||£2(sz)
Por otro lado, recordemos la ecuacion del error (3:20)), la cual establece que
V(Vey, VV)£2(Q) — (ep, V- V)L2(Q) = Z (gK, Vv)gz(K) + (OSCK, V)L2(K)'
Ke®

Utilizando la descomposicién ortogonal se sigue que:

—(ep, tr(Vne))r2() = —v(Vee, ch)y(gz) - V(Sncu¥nc)£2(ﬂ)

3.28

+ Z (gK,VVc+¥nc)£,2(K)+(OSCK,V)L2(K). (3.28)
Kew

A su vez notemos que el error conforme satisface

V(Vec,ch)y(Q) = Z (gK,ch)éz(K) + (oscK,vc)Lz(K).
KeZ

Reemplazando en la ecuacién ([B:28)) y usando las propiedades de la descomposicién ortogonal y de la
proyeccion ortogonal sobre constantes (Z9)), y la definicién de los estimadores (3224) y (325, se sigue

que

_(epvtr(gnc))L2(Q) = _V(gnmgnc)é?(ﬂ) + Z (gK;gnc)éﬂ(K) + (OSCK7V — Ve — (V - VC)K)L2(K)
Kez

< (UNne +ne) ||,L’nc||£,2(ﬂ)-

Usando la desigualdad (327)) y la desigualdad de Young concluimos que

V2
llepllzi) < (WPl )2

B

En virtud de los resultados anteriores se puede formular, a modo de resumen, el siguiente resultado.

Teorema 3.5.5 Sea (y,p) € H(Q) x L3(Q) solucion del problema débil (33) y (yn,pn) € Vi(P) x
Qs(2) solucion del (37) o (38) de elementos finitos . A su vez sean {gx : K € &P,y € Ek} los
flujos equilibrados que satisfacen las condiciones B14) y BIH) y {g x}rxeo las funciones matriciales

que resuelven el problema (B19). Entonces:

2
ey, ep)llg <,
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donde el estimador de error n viene dado por:

207 207
P = (1 + B—@) e+ (1 + Z;) Vi, (3.29)

A su vez ne Y Nne vienen dados por B24) y B28) respectivamente.

3.5.1.2. Analisis de Eficiencia Local

Una vez obtenido el estimador de error, lo usual es determinar una cota superior, que dependa del
error local, para el indicador de error asocidado. Dado que el estimador computable depende de los
estimadores conforme y no conforme, se procedera a establecer una cota superior para cada uno de
estos.

Para acotar el indicador 7, x basta ver que si y € H(f) es solucién del problema mixto ([B3), por

Teorema [B.3.1] pertenece al espacio X . Luego

1 d 9 d 9
7772u:,K = @Hv : (y - yh)”iﬂ([{) < %“l%f”lv,K < %|||(ey=€p)|||;<- (3'30)

Para estimar el término ||o || 2 (k) del indicador conforme se hard uso de un resultado que se obtiene
luego de encontrar una solucién en particular del problema de Neumann ([BI9]), en términos de las
funciones lineales A,. Dicho resultado se encuentra detallado en la Seccién 5 del trabajo [2], en el cual

se establece que:

1/2
loxlzro <@ [ hclRallzeg + 3 W2IR laecy | - (3.31)
YEEK

A continuacién introduciremos los siguientes términos

Ik = vVyu g0l — pprnlf, (3.32)
La —J, k), siyelxnNéx (K #K'),
3, = 5 (Jyk .K7) . v Kk NER (K # K') (3.33)
J%K, 817€8Kﬂ5p,
La +J, k), sivexNEx(K #K'),
[J]'y _ 3 ( v, K v, K ) . Y K K ( # ) (3.34)
0, siye &g Nér.

Notemos que J x = (J)5 +[J], vy Ry x = 81,k — J4 k. Con esto la desigualdad (B.31]) queda descrita
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de la siguiente manera
1/2
lexllzx) <€ | bl RillL2x) + > hil (|| F], 22y + gy, — <J>7||L2('y)> : (3.35)
YEEK

Los términos residuales Ry y los términos [J] , se pueden estimar mediante el uso de las funciones

burbuja, introducidas en la Seccién 24 tal como se lleva a cabo en el siguiente resultado.

Lema 3.5.6 Para todo elemento K € &2, los términos residuales R, introducidos en [BI), cumplen

con la siguiente estimacion:
2
Wl R 3y < € (CRll(ey.ep) % + iclloser 3 ) (3.36)
A su vez, para cada v € OK, los términos [J] . descritos en ([B.34), satisfacen

hacll B, B2y <% Y- (Chllteysen)llf + Hlloserllyaqr) ) (3.37)
TeqQ,

donde Cr = méx {\/ﬂ, ﬁ}
p

Dem: Recordemos la ecuacién del error (3I3), la cual puede reescribirse como

a(eY7 V) + b(V, 610) - Z (RK, V)L2(K) - Z ([J]y 7V)L2(v) + (OSCKv V)Lz(K)
KeZ yeOK

Sea Sk la funcién burbuja descrita en (2.I1)). Tomando v = xR en esta expresion se llega a que

(Ri, BkRK) L2 (k) = Hﬂ}(ﬂRK”i?(K) = v(Vey, V(BxRK))L2(x) = (€5, V - (BrRK)) 120

—(oscr, BrRK) L2 (k)

Usando la propiedad de la proyeccién ortogonal (2.8)) y la desigualdad de Holder se llega a que

Vd hx
7|||€p|||Q,K + —llosek |2y | IV(BxRK)| L2 ()

™

1/2
18K Roc |32 sc) < (ﬁllleylllv,K +

y por desigualdades (212)) y 2I3]) y desigualdad de Young se concluye la primera desigualdad.
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De manera similar, tomando ahora v = (3, [J] , en la ecuacion del error, se obtiene

1832 I, 72y = v(Vey, V(B U )) ez, = (€0 V- (B 1)) 22 (2,)

—(osck, 3, [J]V)L2(Q.Y)

Vd hr
> (\/5|||ey|||v,cp +—llepllg.r + —lloserllzcry | IV(By )22y,

TeQ, P

IN

y por desigualdades (2.I4) y 2.I3]) y desigualdad de Young se concluye la segunda desigualdad.
O

Por 1iltimo, el término faltante ||g, x — (J)||z2(y) se puede acotar haciendo usando los mismos argu-

mentos descritos en la Seccién 6.5 del texto [I], con lo cual se deduce que:
d .
Wi g = Ol €Y D0 D> 1AxAD)P, (3.38)
i=1 neV, TeQ,
donde
AxAD) = T (ynpn EEAY) — | R, A )2y = D (131, A7) 220 | -
’Yegngn

paracada j =1,...,d.

Con esto es posible obtener el siguiente resultado sobre el indicador conforme.

Teorema 3.5.7 Bajo el Supuesto[34.1] existe una constante € tal que para todo elemento K € &

e <C Y (l(ey,ep)lly + hrlloser|rz(r)) - (3.39)
TEQK
Dem: Usando desigualdad de Holder sobre cada término AK()\nj)), con j =1,...,d, se obtiene
AP <E | hklRillZ200+ D A& B, 1220 + Fx nopn AP | (3.40)
yeEEKNER

En base a la condicién [BI2), establecida en el Supuesto B4l y usando el hecho de que

IV - yullr2k) < dHVey||£z(K) vemos que:

Frenon EADE <7 Corah§? (03 (IRal2r, + loserl3e )
TeEQ,

+ 3 hell B, B3a + dliCeys )3 ).

YEET
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Usando esta estimacién y las desigualdades (B836) y (33T) sobre la estimaciéon (340) y el resultado
[B38) se obtiene

hiclgre = @al3ey < €D 3 (0+Com) (BRI + D hrll 191, 22y )
neVy TEQ, vE€ET
+Cr (Wlloserll3ar, + dll ey, e)ll))
< Y Y ((1+Crr) (Crlleyep)ll + b loser |3z,
neV, TeQ,
2
+ 3 Y (Comlitey enll, + b loser I3z )
yEET T'EQ,
+Cr ey, enler)) )
< e Y 3 Y (Carlitey.enlir
nev, TeQ, ye&r T'€Qy
+h2/(1 + C.S/’,T’)HOSCT’H%P(T/))
< |

¢ > (Carlieyep)llf +n3(1+ Coz)
TEQK

|OSCT||i2(T))

La desigualdad ([B39) se obtiene usando esta ultima estimacion, junto con las desigualdades (3.36)),

B31), sobre la desigualdad ([B35) y sobreestimando en términos de los elementos en Q.

3.5.2. Estimaciones no computables

Es posible obtener un estimador de error distinto al anterior a partir de los mismos pasos realizados
para obtener el estimador computable. El desarrollo para esta parte se llevara a cabo en base a un
esquema de elementos finitos del tipo estabilizado. En el caso en que se utilice un esquema inf - sup

estable, basta considerar los términos estabilizantes iguales a 0.

3.5.2.1. Analisis de Confiabilidad

Tal como se planted en pasos anteriores, la ecuacién del error [BI3) puede ser reescrita en funcién de

los términos de J, x de la siguiente manera:
aley,v) +b(viep) = Y [ (R, V)peey — D (I, V)2 + (0sek, V)2 | 5 (3.41)
Kez YEOK

siendo R el término residual descrito en B.I7) y [J], el salto entre dos elementos vecinos K y K’

definidos en (B34]).
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Usando la descomposicién ortogonal del error ey y tomando v = e. en ([B.41) se obtiene

|||ec|||%/,g = Z (Rk,ec)p2 (k) — Z ([J]V s€c)L2(y) T (0SCK, €c) L2 (k)
Kez YEOK

Para estimar el lado derecho de esta ultima expresiéon, haremos uso del interpolador de Clément
descrito por Ij, : H(Q) — V(2) (ver [H]), el cual, para cada funcién v € H'(2), satisface las

siguientes estimaciones:

Iv = )20y < Crigcl| YV g0, (3.42)
v = a(¥)l £2(ox) < Crhil2IVVI| 2o (3.43)
1Ta 2 x0) < CrlIVVIlg2(a), (3.44)

donde C no depende de hx ni los pardametros v y .
A su vez, notemos que la ecuacion del error satisface la siguiente propiedad, denominada ortogonalidad
de Galerkin:

aley,vy) +blep, vi) — L (Yn,on,f;vn) =0, Vv, € Vi(Z). (3.45)

Con esto se observa que el error conforme satisface la siguiente relacién

2
lleclly o v(Vey, Vec)y(sz) —(ep, V- ec)r2(0)

= v(Vey, V(e = In(ec)))r2(o) = (ep, V - (€c = In(ec))) 2 () + -7 (Yh, prs £5 In(ec))

> ((Ricec—In(e)rzi = 3 (31,60 = Tn(ee)) oy

KeZ yeOK

+(0serc,ec = In(ec) 2 ) + 7 (¥ ons £ Tn(ee).

Usando las desigualdades de Holder y Cauchy - Schwarz, y las estimaciones (3:42) y (8:43) se obtiene:

hE)

hk
=[R2 llecllv a,c + > — 3L ez lleclly o,

yeOK

2
lleclly o <

A
Q
=
N
&‘

K
2 Joscr 2o llecly o, ) + 17 nopnFieo)

IN

hi hi
Cr | Y [ IRkl + D A/ =131, lz2
KeZ \/; YEOK v !

, o\ 1/2 1/2

K

+WHOSCK|L2(K)) ) (Z |||ec|||%/,QK> + | (Yh, pn, £ In(ec))|.
Ke



CaPiTULO 3 30

Dada una cantidad definida de elementos en un conjunto 2x es posible verificar que

IvVlly o, < mllvily - A suvez el término estabilizante se puede estimar de la siguiente manera

(Y, o £ I (V)] < (1[4 MVIly 5 (3.46)
donde:
f: I
|« == sup |7 (yn: Py €5 1n(8))] (3.47)
€cH1 (Q)\ {0} lI€lly o

Usando estas estimaciones, y la desigualdad de Young se concluye que
2 hik 2 2 hi 2 2
leclr o <% | S0 | " (IRx Moy + loserc o) + 30 101, gy | + 1717 |
KeZ yEOK
En base a esta estimacién se puede dar con el siguiente resultado.

Teorema 3.5.8 Sea e, el error conforme en la descomposicion ortogonal B2I)). Entonces
1/2
lleclly o <€ (nz +11712) ",

donde

1/2
MR = (Z n?w> : (3.48)

Kez
corresponde al estimador residual, el cual puede describirse en términos de sus indicadores residuales

Nr,x definidos como

1/2
2

h hk
NR.K = TK (HRK”i?(K) + HOSCK”%,?(K)) + Z 7” ], 1220 : (3.49)
yeOK

A su vez el término |||« viene dado por la definicion (BAT).

Para estimar el error no conforme, basta con realizar el mismo procedimiento efectuado en la Seccién

B35l con lo cual se tiene que
1
Hgncﬂy(sz) < BHV “Yrllz2@) = Mne
Luego, por férmula pitagérica:

1/2
leyll <% (n% + v, + |.712) "% . (3.50)



CaPiTULO 3 31

Nos resta estimar el error en presiéon. Dado v € H (1)((2), usando su descomposicién ortogonal y despe-

jando el término e, de (B.4I]) se obtiene

_(epu tr(ch))LQ(Q) = —I/(Vec, vvc)£2(ﬂ) - V(Snca ch)LQ(Q)

+ Z (RK,V)Lz(K) - Z ([J]V ,V)Lz(,y) + (OSCK,V)LQ(K)
Kez YEOK

Notemos que el error conforme, a través de la ecuacion del error [B41)), satisface la siguiente relacién:

V(Ve«:vvvc)y(sz) = Z (RK7VC>L2(K) - Z ([J]V aVC)L2('y) + (OSCK7VC)L2(K)
B Ke® YEOK

Usando lo anterior, y la ortogonalidad de Galerkin ([B.45]) se tiene que

—(ep, tr(;’nC))H(Q) = _V(Snm L’nc)£2(ﬂ) + L (Ynoon, £ In(v — ve))

+ Z ((RK +osci, v —ve— (v —ve))L2k)
KeZ

- Z ([J]V7V—VC _Ih(V—VC))L2(7)).

yeOK

Aplicando las desigualdades 342) y B43), y la estimacién ([B.44]), se deduce que
(ep: tr(¥Yne))z2(@) < (Wine + € + [17114) [¥nell g2 ()
y por la condicién inf - sup sobre b, y usando desigualdad de Young, se concluye finalmente que
Bllepll i) <€ (g +vme + [717)

Por tltimo es posible hacer uso del supuesto sobre v, mencionado al inicio de la Seccién Bl donde se

establece que ¥ < 1, de modo que
Blleplliaiq) < € (g +vnne + [717) (3.51)

En base a las estimaciones [B50) y (321)) se establece el siguiente resultado.

Teorema 3.5.9 Sea (y,p) € H(Q) x L3(Q) solucién del problema débil (33) y (yn,pn) € Vi(P) x
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Qs(2) solucion del esquema [37) o (3.3). Entonces:

2

a1

2 ,
ey, ep)ll3, < € méx {1, 2

1/2
donde 1 = ( Z ﬁ%) . En este caso los indicadores N se definen como
KeZ

_ 1/2
NK = (7712%,1( + V7772w,1<) / ) (3.52)

siendo np kel indicador residual definido en BA9) y Nne,x €l indicador no conforme definido en

(E2).

Observacion 3.5.10 Notemos que el estimador no computable depende explicitamente de la eleccion
del esquema de elementos finitos, a diferencia del estimador estimador computable [B29), donde la
dependencia queda implicita en el término en el término k- Mads aun, la dependencia se genera
dnicamente por el término estabilizante .. En este sentido se dice que la expresion ||.7 ||« constituye
lo que se denomina error de consistencia, el cual afecta la estimacion obtenida y con ello confiabilidad
de ésta. Lo anterior no ocurre cuando el esquema utilizado es del tipo inf - sup estable, o bien cuando

=0 (como en el esquema LPS).

Supuesto 3.5.11 En base a la observacion realizada es que debemos recalcar que este estudio ird
orientado al uso de esquemas estabilizados tales que el término . pueda ser acotado por una parte
del estimador de error 1, y que sus contribuciones locales Sk queden acodatas por una parte de los

indicadores TN . FEsto nos permite garantizar la confiabilidad de la estimacion realizada.

Existe una amplia gama de esquemas estabilizados que satisfacen este supuesto (ver [27]). En particular,
notemos que el esquema LPS cumple trivialmente este supuesto. Lo mismo ocurre con el esquema RELP
en base a lo establecido en el Supuesto [B.4.3l En efecto, notemos que el término .¥ se puede reescribir

de la siguiente manera:

‘Sﬂ(yhaphaf;vh): Z Z T’Y([J]'y’[[Vvvh|Kn’Y)]])L2(’y)'
KeZ vyeoK

Usando desigualdad de Hélder se concluye que [|.7||. < €nr.

3.5.2.2. Anadlisis de eficiencia local

Notemos que el estimador no computable 77 depende del estimador no conforme y de los términos Ry,

[J] ., v el término estabilizante .#”. En base al andlisis de eficiencia local realizado en la Seccion B.5.1.2
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es posible obtener un estudio similar para el indicador ([B:52]).

Recordemos la estimacién obtenida en ([B30) para el estimador no conforme, la cual establece que

d 2
Mo < %|||(ey=€p)|||;<-

A su vez recordemos que las cotas superiores de los términos R, [J] , Vienen dadas por las estimaciones

realizadas en el Lema [3.5.0] donde se establece que
MRk 2200y < % (CRl ey ep)ll + hkllosex 2

2
Bl ), I3y <@ 37 (CRllteys el + 13 lloser s )
TE,

En base a estas dos desigualdades se obtiene la siguiente estimaciéon para el indicador residual ng x

definido en (B49)

2
i <€ Y (Chlitey, el + hilloserl3zzr))
TeEQ K

Por tltimo, bajo el SupuestoB.5.11] y usando los mismos argumentos empleados para acotar el término

II-<7 ||, es posible obtener que en cada elemento K se cumple que

I s S]]

< CNrK
€cHL(Q)\{0} 1€l 1y 5

Observacion 3.5.12 Otro aspecto que se puede apreciar es la incidencia del término estabilizante
sobre el andlisis a posteriori.

Para la estimacion computable vemos que las propiedades de .7 afectan el andlisis de eficiencia local
realizado sobre el estimador, lo que no ocurre en el andlisis de confiabilidad de éste. Por el contrario,
para la estimacion no computable, el uso de un esquemas estabilizados genera una dependencia explicita

del término . sobre el andlisis de confiabilidad, pero no sobre andlisis de eficiencia local (bajo el

Supuesto [35.11).

3.6. Ejemplos numéricos

Para cerrar este capitulo se exhibird la resolucién de algunos ejemplos representativos del problema
de Stokes para el caso bidimensional (d = 2). El dominio a considerar en cada ejemplo corresponde a
Q=10,1] x [0,1].

En este trabajo el interés es estudiar el desempeno del estimador de error no computable, descrito en el
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Figura 3.1: Malla inicial &2;. En este caso: dim(Qo (<)) = 128 y dim(V1(Z)) = 81.

Teorema B.5.9] utilizando los esquemas de discretizacién RELP y LPS, considerando V1 (22) y Qo(2)
como espacios de discretizacién. Esto conlleva a una simplificacién de los términos estabilizantes . y
. En este caso se considera as = 11—2 para el esquema RELP.

La resoluciéon numérica de cada problema se llevé a cabo mediante la implementacion de un cédi-
go computacional en C++. El cédlculo de integrales se realiz6 mediante una regla de 73 puntos de
cuadratura. Para resolver los sistemas lineales resultantes se utilizé6 una herramienta computacional
denominada MUMPS (multifrontal massively parallel sparse direct solver), descrita en los trabajos [3]
y M.

En cada ejemplo se exhibira el error exacto, obtenido mediante la norma de la energia, y el es-
timador de error no computable, ambos en funcién del ntimero de grados de libertad dado por
Ndofs = 2dim(V'1(2)) +dim(Qo(#?)) + 1. En este caso la norma de la energia se calcula considerando

p =, con lo cual:

(W, wlIg = vIVWIIZ2 () + B2 llwlFzq)

Existen numerosos trabajos dedicados al estudio de la constante inf - sup. Para muchos dominios sélo
existe una estimacion del valor real de dicha constante, esto es, una cota inferior y una cota superior.
En este caso se hizo uso de un valor cercano a la cota inferior obtenida en el trabajo [26], en la Seccién
2.2. En base a esto se consideré 8 = 0,38.

En una primera instancia se exhibird el desempeno del estimador en la medida en que el mallado inicial
Py del dominio 2 (descrito en la Figura B es refinado de manera uniforme, lo que corresponde a
subdividir todos y cada uno de los elementos K. Posteriormente se hard uso de un algoritmo de
adaptividad que permita refinar aquellos elementos de la malla que satisfacen un criterio a definir.
Dicho algoritmo consiste en una secuencia ciclica compuesta por 4 pasos principales: resolver, estimar,
marcar y refinar. La descripcién completa se encuentra en el Cuadro 3]

Para describir cada ejemplo se indicara el valor del parametro v y la solucién resultante, con lo cual
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Algoritmo de refinamiento adaptativo

1: Introducir f € L*(Q) y v > 0. Fijar i = 0 y construir la malla 2.

2: Parala malla &;, obtener el esquema de elementos finitos (inf - sup estable o estabilizado)
y obtener la solucién discreta (yn, pr).

3: Para cada elemento K € &;:
- Calcular |R k|| L2(k), donde R viene dado en (3.17),
- Calcular ||osck||f2(k), donde oscy viene dado en (3.17),
- Para cada lado v € &k N &7, calcular || [J]. ||L2(,), donde [J]. viene dado en (3.34),
- Calcular 7x usando el resultado del Teorema 3.5.9

1
4: Marcar el elemento K si nx > = max 7.
2Te?;
Del paso 4 obtener la nueva malla, refinando los elementos marcados.

6: Fijar i «<— i+ 1 y volver al paso 2.

Tabla 3.1: Descripcion del algoritmo de refinamiento adaptativo basado en el estimador 7

se puede determinar f.
Ejemplo 1: Fijando v = 1 y tomando como solucién:
22z9(z1 — 1)% (g — 1)(222 — 1)

1
y(zy,z2) = i op(ey,w2) = xpwo(l —x)(1 — 22) — 36
—mx3(ry — 1) (g — 1)2(221 — 1)

Ejemplo 2: Fijando v = 1 y tomando como solucién:

2 cos(2mas) sin? (272, ) sin(27a) ) .
y(z1,22) = i pa1,w2) = sin(2mxy ) sin(2722)
—2cos(2mxy ) sin(2mzy ) sin’ (27ay)

Ejemplo 3: Fijando v = 0,01 y tomando como solucién:

x] 1 2
(xl +ev —xiev — 1)
2$2($2 — 1)(2%2 — 1)

1 2
)
y(21,72) = ;

xq—1 =1 xq—1
e v — e v e v

a7 (20 S5 ) (105
v — vliewv —

1

P, 22) = wrza(l = 21)(1 - 23) — -

En los resultados obtenidos se aprecia que en los ejemplos 1 y 2, el decaimiento del error y del estimador

es similar para ambos tipos de refinamiento (Figuras[3.2y B4). Esto no ocurre en el ejemplo 3. En este
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caso se estd en presencia de un problema de capa limite en el cual se tiene un mal comportamiento
en una parte del dominio (lado derecho del cuadrado) cuando se trabaja con refinamiento uniforme
(Figura [3.6).

Por otro lado, en cada ejemplo se aprecia que hay un mayor ntimero de elementos refinados, para el
esquema adaptativo, hacia donde se presentan mayores cambios en el comportamiento de la solucién
(Figuras B3] - B7), lo cual es més notorio en en el ejemplo 2, y con mayor claridad en el ejemplo 3.
Es posible inferir que los problemas donde se generan cambios abruptos en la solucién no son apropiados
para ser resueltos mediante el uso del método de elementos finitos usuales. Para estos casos es plausible
utilizar esquemas adaptativos.

En cuanto al desempeno de los esquemas RELP y LPS, se observa que ambos entregan un error y una

estimacién similar en cada ejemplo.
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B-l(ey ep)llq B-i(ey ep)ll

; 7 %7
- - -Ndof /2 - - -Ndof /2

107 F

Ndofs Ndofs

(a) (b)

10° 10°

- li(ey, el

U
- - -Ndof !/

10'1 L

(c)

Figura 3.2: Ejemplo 1: Convergencia en ||.|[, y del estimador 7 para los esquemas (a) LPS con mallado
uniforme, (b) LPS con mallado adaptativo, (¢) RELP con mallado uniforme y (d) RELP con mallado
adaptativo.

(a) (b)

Figura 3.3: Mallado obtenido, en el ejemplo 1, con el algoritmo adaptativo luego de (a) 10 iteraciones
con el esquema LPS y (b) 10 iteraciones con el esquema RELP.
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Mallado obtenido, en el ejemplo 2, con el algoritmo adaptativo luego de (a) 10 iteraciones

con el esquema LPS y (b) 10 iteraciones con el esquema RELP.

Figura 3.5
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Figura 3.6: Ejemplo 3: Convergencia en ||.|[, y del estimador 7 para los esquemas (a) LPS con mallado
uniforme, (b) LPS con mallado adaptativo, (¢) RELP con mallado uniforme y (d) RELP con mallado

adaptativo.

(a)

(b)

Figura 3.7: Mallado obtenido, en el ejemplo 3, con el algoritmo adaptativo luego de (a) 30 iteraciones
con el esquema LPS y (b) 30 iteraciones con el esquema RELP.
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Capitulo 4

Problema de control 6ptimo

A continuacion presentaremos el problema de control éptimo, junto con sus componentes y carac-
teristicas principales. Posteriormente daremos a conocer algunos resultados concernientes al problema,
tales como existencia y unicidad de soluciones y condiciones de optimalidad. A partir de esto tltimo se
obtendra un sistema de optimalidad que permita hallar soluciones. Dicho sistema sera implementado
numéricamente, mediante el uso de elementos finitos. Sobre este esquema se hard un anélisis de error
a posteriori, tal como se realiz6 en la Seccién [3.0] para el problema de Stokes. Por tiltimo se mostrardn
algunos resultados numéricos, implementando un algoritmo que incorpore un método de busqueda de

soluciones y una componente de adaptividad basada en el andlisis a posteriori.

4.1. Presentacion del problema

Sea Q un dominio abierto y acotado de R? con frontera 99 Lipschitz. Dada las funciones yq,, f € L2(Q
y un coeficiente a > 0 se plantea el siguiente problema de optimizacién: Hallar ((y,p),u) € H (l)(Q) X

L2(9) x L*(Q) que resuelve:

, 1 «
min J(y,u) = 5lly — yalzz) + 5”“”2;:2(0) (4.1)
sujeto al problema débil de Stokes
a(yu V) + b(Vup) = (f+ u, V)Lz(Q)u Vve H(lJ(Q) (4 2)
bly.q) = 0 vV q € L§(9),
y a la restriccién de caja
ue Uy (4.3)

41
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En este problema el estado estd constituido por el par (y,p), mientras que u corresponde al control.
El sistema (2] constituye la ecuacién de estado, la cual relaciona cada variable. Por tltimo, U,q es

el conjunto de controles admisibles, o simplemente conjunto admisible, descrito por:
Uy ={uecL*Q):u, <u<u, ctp.enQ}, (4.4)

donde u,, u, son vectores en R? tales que u, < uy (las desigualdades son componente a componente).
El problema en cuestién consistente en minimizar un funcional de costo, definido por J, que depende
de la velocidad (y) de un fluido y de una fuerza externa (f + u) ejercida sobre éste. El objetivo es
conseguir que la velocidad resultante se acerque lo mas posible a un estado deseado yq por medio
del control, el cual generalmente se encuentra limitado (mediante la condicién ([@3])) debido a ciertas
condiciones fisicas. Dado que este tltimo tiene un costo asociado « se requiere restringir su uso, razén

por la cual es preferible que forme parte del funcional.

4.1.1. Existencia de soluciones 6ptimas

Tal como se hizo en la Seccién B.21] comenzaremos por estudiar el problema en un contexto més
general.

Sean {H, |||z}, {U,|.lu} dos espacios de Hilbert. Sea Uy,q C U un conjunto cerrado, acotado,
convexo y no vacio, y yo € H, o > 0 elementos dados. Consideremos S : U — H un operador lineal

continuo y F' : U — R un funcional dado por:
1 2 @ 2
Flu) = 30— yol} + Slul?. (45)

Con estas consideraciones es posible obtener el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 Bajo las hipdtesis descritas para este contexto, existe al menos una solucion U que
satisface:

F(@)= min F(u),

uelU,q

donde F corresponde al funcional definido en (LH). Mds ain, si « > 0, 0 si S es inyectivo, entonces

la solucion queda determinada unicamente.
Dem: Ver Capitulo 2, Seccién 2.5.1, Teorema 2.14 del texto [2§].
O

A continuacién veremos que se verifican las mismas condiciones del Teorema . T.T]en nuestro problema
de control éptimo. Para esto se comenzara por efectuar una reformulacién de éste, de modo tal que se

obtenga dependencia tinicamente del control u.
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Consideremos el siguiente problema: Hallar (y,u) € X x L*(Q) que resuelve:

min  J(y,u)
(4.6)
. aly,v) = (f+u,v)pq), YveX,
s.t.
uc Uadv

donde X es el subespacio cerrado de H (1)(9) definido en la Seccién Notemos que el problema
anterior es equivalente al problema (1) - (3] debido a la equivalencia entre la formulacién mixta y
la formulacion restringida.

Dadas f,@ € L*(Q), denotemos por ¥ la solucién del problema restringido (Z6) con lado derecho
(f +1u,v)r2(q) (la cual estd bien definida, dado que el problema restringido estd bien puesto). Por
superposicién de soluciones es posible establecer que dicha solucién es de la forma y = y¢ + yg, donde
yr corresponde a la solucién del problema débil (B6]) con @ = 0, mientras que yg se obtiene al establecer

que f = 0. Con esto, el funcional de costo J, evaluado en (¥,1), se escribe de la siguiente manera:
S| - a,
J(¥,0) = §HYH - YQHL2(Q) + §||uHL2(Q)7

donde yo = ya — yr.

En base a lo anterior se define el operador G : L?(Q) — X como:
G(u) = ylh

donde y, corresponde a la solucién del problema restringido ([B.6l), con lado derecho (u,v) L2(Q)-

El operador G se denomina operador control a estado. Dada la linealidad y continuidad de la forma a
se deduce que G es lineal y continuo.

Es claro que la estimacién [lylzz(q) < [|¥[lgt () se cumple para toda funcién y € H'(Q). Por lo
tanto el espacio H' () se encuentra indexado lineal y continuamente en el espacio L*(Q2). Lo anterior
también es valido para toda funcién en H (1J (Q) y X, puesto que ambos corresponden a subespacios
cerrados de H'(Q).

Lo anterior nos indica que G puede ser visto como un operador cuyo recorrido es L? (©). Una manera de
formalizar esta situacién es la siguiente: consideremos el operador inyeccién definido por Ex : X —
L?(9), es decir, un mapeo lineal tal que asigna a cada y, € X la misma funcién en L*(Q) (dada
la estimacién mencionada anteriormente se deduce que Ex es continuo). Asi, el operador S := ExG
queda definido como:

S:ue L*(Q) — Su=y, € L*(Q),
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donde Su representa la parte del estado y que actiia sobre el funcional J. Dicho estado corresponde
a la funcién y = yr + yu que resuelve el problema restringido ([B.]), con lado derecho (f + u,v) L2(Q)-
Existen otros trabajos donde, por ejemplo, el control se aplica sobre las condiciones de borde, con lo
cual el operador S entrega un estado y|aq (ver [13]).

En base a esto vemos que el problema de control 6ptimo (6] se reduce al siguiente problema de
optimizacién en L*():

. 1 - «
i F(u):= 5[|Su~ yalzz) + §||u||2L2(sz)=

donde F' : U,q — R se define como el funcional reducido asociado al problema (@1 - (£3).

De este modo obtenemos un caso particular del problema asociado al Teorema En efecto, para
esta ocasion se tiene que H = U = LQ(Q) son espacios de Hilbert reales y a > 0. A su vez, el conjunto
U .4 resulta ser convexo, cerrado y no vacio y yq es un elemento de LQ(Q). De este modo se concluye

que el problema (@) - (3] admite una tinica solucién.

4.2. Condiciones de optimalidad de primer orden

La idea de esta seccién es estudiar las condiciones de optimalidad que permitan caracterizar a una

solucién del problema (1) - (£3) siguiendo la metodologia de optimizar y después discretizar.

4.2.1. Uso de lagrangianos y sistema de optimalidad

Una primera condicién necesaria y suficiente se obtiene a partir del uso de métodos lagrangianos, en

el contexto de dimensién infinita. Los fundamentos de esto se encuentran detallados en el Capitulo 8

de [21].
Denotemos por Y = H{(Q) x L2(2), cuyo espacio dual corresponde a Y/ = (H§(Q) x L3(Q))".
Dada una tupla ((y,p),u, (z,7)) € Y x L*(Q) x Y, se define el funcional lagrangiano como

L(y,p,u,z,7) = J(y,u) —v(Vy, Vz)y(sz) + @ V-z)r2) + E+w,2)20) — (1, V- ¥) 120

donde el par (z,r) constituyen los multiplicadores de Lagrange.

De este modo se tiene que la tupla ((y,p), u) es solucién de [@I) - (@3] si y solo si la tupla
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((y,p),u, (z,7)) resuelve el siguiente sistema
a(y,V) +b(V,p) = (f+u7 V)Lz(Q)a Vve H(l)(Q)
b(y, = 0, YV qe L
(v, q) q € L5(Q?) (47)
<6(y,p)£(y7p7 uuzur)u(gun)>Y’,Y = 07 v (571/]) ey
(6ul(y,p,u,z,7),W —W)r2(q) L20) = O, VweUgq

(Ver Capitulo 2, Secciéon 2.10 de [28] y el Capitulo 3, Seccién 3.3 de [14]).

A continuacién desarrollaremos cada una de las expresiones anteriores, usando la definicién de primera

variacién, descrita en (2.6]).

e Sea (£,v) € Y fijo y arbitrario. Entonces:

<6(y,p)£(y7p7 u7z7T)7(£7w)>Y’,Y =

1
}g% ? (ﬁ(y + t£7p+ ti/JaU-aZaT) - E(yupv u,z,r))

<2t(y —Ya, &) + (6,620
2t

tv(VE, Vz)y(n) —t(,V-2z)r20) + (1, V- &) 12

t

(Y =¥ &)z — v(VE, Vz)y(sz) + (¥, V- 2)12(q)
—(r, V&) 2

Luego, la primera condicién del sistema (1) es equivalente a que

U(vz7v£)£2(0) + (V-8 =y —ya,&r2a). V&€ HQ),

(4.8)

(Y, V-2)r20) =0, V€ L3(Q).

El sistema obtenido corresponde a la ecuacién adjunta asociada al problema ([@.2]), cuya solucién

(z,7) constituye el par estado adjunto, siendo z la velocidad adjunta y r la presién adjunta.

e Sea w € U,y fijo y arbitrario. Entonces:

(0uLl(y,p,u,2z,7),w — U—>L2(Q),L2(Q)

o1
}g% ? (E(yvpu u+ t(W - u)7Z7 ’f‘) - E(yapu U.,Z,T))

t—0 t
B —t(z, w — u)L2(Q))
t

(cu+2z,w —u)r2(q).
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Luego, la segunda condicién del sistema (7)) es equivalente a que
(z+ou,w—u)p2q) >0, VweEUgu. (4.9)

Dicha condicién se conoce comtinmente como desigualdad variacional.

Notemos que el operador lagrangeano es un funcional lineal y continuo sobre Y x U,4 X Y, por lo que
su primera variacién coincide con la derivada Gateaux.

Con esto, juntando los resultados obtenidos en (@8] - (L) y la ecuacién de estado [@2), se tiene que
una solucién ((y,p),u, (z,7)) del problema (@I - (@3] corresponde a la solucién tnica del siguiente

sistema de optimalidad:

(y,v) +b(v,p) =(f+u,v)r2q), VveHNQ),
by.q) =0, Vg € L§(9),
a(z,&) —b(&,r) =(y—ya.&r2a). V&€ HQ), (4.10)
b(z,¢) =0, Ve L(Q),
(z+aou,w—u)peq) >0, VweU,g.

4.2.2. Condiciones de optimalidad puntuales

A través de un andlisis sobre la desigualdad variacional es posible obtener una expresién que permite
caracterizar al control éptimo U del sistema (EI0) en casi todo punto de €.

Se puede probar que dicha desigualdad puede ser expresada de manera puntual, para casi todo punto
x € €, lo cual se intuye del hecho de estar planteada en L2. Dicha desigualdad permite dar con una
féormula del 6ptimo en términos de sus restricciones de caja y el estado adjunto z asociado. Esta consiste

en una férmula de proyeccion, la cual viene dada por:
— 1_
u(x) = Iy, ] _EZ(X) . (4.11)
donde II},, u,) corresponde a una proyeccién sobre la restriccién de caja, la cual viene dada por:
H[ua)ub]{v} := min{uy, mix{u,, v}}.

En este caso el minimo se aplica sobre las componentes de un vector.
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Otra propiedad que satisface U es la siguiente formulacién por tramos:

U, si Z(x) + au(x) > 0
W(x) = —éi(x) §i 7(2) + aT(x) = 0
up, si z(z) + ati(x) < 0

Los detalles sobre esto se encuentra en la Seccién 2.8 del texto [28].

Veremos en secciones posteriores que cada una de estas propiedades sobre el control 6ptimo permiten
comprender el uso de ciertos métodos de resoluciéon para el problema de control éptimo, como lo son
los métodos de descenso del gradiente o la estrategia primal dual de conjunto activo.

No es dificil ver que para dos funciones vy, vy € LQ(Q) se tiene que la siguiente condicién de Lipschitz:

||H[ua7ub]{v1} - H[ua,ub]{"2}”L2(Q) <vi— V2||L2(Q)' (4.12)

4.3. Discretizacién por elementos finitos

Consideremos una particion & del dominio €, descrita al inicio de la Seccién [2.4] y los subespacios
de discretizaciéon V() y Qs(Z) definidos en la Seccién B4l Denotamos por Y 4(Z) := V(£?) x
Qs(Z) C Y el subespacio de discretizacién para el estado y el estado adjunto. A su vez definimos por
Uwit(P) C U,gq la discretizacion del conjunto admisible, introducido en (), cuya descripcion es la

siguiente

cC(Q): cP(K)N' VK e PYNUuy, t>0,
Ui P) = {ve @) :vix € [Pu(K)] ’ } U (4.13)
{v:Q= R :vig € [Po(K)* VK € 2} NUu, t=0.

En base a lo anterior introducimos la siguiente discretizacion del problema de control 6ptimo: Hallar

((yn,pn),un, (2n,711)) €Y1 (D) X Ugai(P) x Y s(P) tal que:

= (E+un, Vi), YV ve€V(2),
= 0, Y an € Qs(2),
(Yo —¥a,€n)L2 ), V&, € ViI(P),

a(yn,vi) + b(vi, pr) + 75 (yp. ph. £+ ap; vi)
b(yn, an) + A% (yp, pr, -+ un; qn)

a(zn, &) — b(&, ) + -2 zn, rh, y0 — ya; €)
b(zn, ¥n) + A2 (2h, Ty yh — yoi Un) : Y by € Qs(2),

0
(Zh + auyp, wp — uh)L2(Q) > 0, Y wy, € Uad,t(g)-
(4.14)

El sistema anterior se plantea en términos de los elementos estabilizantes .75t 775t .72d y jpad ey
caso de estar trabajando con esquemas estabilizados (de lo contrario se tiene que dichos términos
son nulos). Los dos primeros corresponden a los términos estabilizantes asociados al estado, mientras

que los dos 1ltimos van asociados al estado adjunto. Para este trabajo se asume que dichos términos
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satisfacen las condiciones descritas en los Supuestos B4y B.5.T1T)).

4.4. Estimaciones de error a posteriori

A continuacion se confeccionard un andlisis de error a posteriori para el problema discreto de control
6ptimo. Para esto se trabajard con el sistema de optimalidad ([£I0), con el cudl se obtendrdn estima-
dores de error sobre cada una de las variables involucradas, tal como se realizé en la Seccién para
el problema de Stokes.

Denotemos por ((y,p),u,(z,7)) €Y x Uyq X Y la solucion del sistema ([EI0Q), y por

((Ynspn)sun, (zn,7h)) € Yi5(P) X Uaa,i(P) x Y () la tupla solucién del problema discreto (F.14))
(de momento se asume esta tltima existe). Para dar con los estimadores de error asociados a las
variables de estado y a las variables de estado adjunto, respectivamente, introduciremos las siguientes

variables auxiliares:

e (y,p) €Y tal que:

a(y,v) +b(V,ﬁ) - (f+ﬁ7V)L2(Q)7 Vve H(lJ(Q)a (4 15)
b(y,q) =0, Vg€ L§(Q)
donde 0 = Iy, y,] {—lzh}, siendo Iy, u,) la proyeccién en Uyq definida en ({LIT]).
o
e (z,7) €Y tal que:
a(z,€) = b, 7) =T - ya.&r ), V&€ Hy(Q), (416)
bz ¢) =0, vy e L§(Q)
e (y,p) €Y tal que:
(l(y,V)-Fb(V,ﬁ) = (f+uh7V)L2(Q)7 Vv EH(lJ(Q)v (4 17)
o (2,7) €Y tal que:
a(2,€) = b(&,7) = (yn —ya.E)r2), V&€ Hy(Q), (418)

b(z,¢) =0, V¢ € L§(Q)
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Recordemos que los pares (yp,pn) y (zn, ) satisfacen

a(yn: Vi) + b(vh,pn) + 75 (ypo prs £+ wpivi) = (£ + up, vi) 2 (a), Vv, € Vi(2),
b(yn. qn) + % (yp. pn. £+ unsqn) =0, Vqn € Qs(2),
y
a(zn, &) — b(&p,n) + yad(zhﬁh,}’h —ya:&,) = (yn — yslaéh)L2(Q)v V&, € Vi),
b(zn, ¥n) + A2z, T Yh — Yaitn) =0, YV n € Qs(2),

respectivamente. Lo anterior indica dichos pares pueden ser vistos como una discretizacion de los
respectivos pares (y,p) y (z,7). Con esto en mente es posible llevar a cabo los procedimientos realizados
en la Seccién para construir estimadores de error para el problema ([T - (£3).

Denotemos por

los errores auxiliares asociados al par estado. A partir de la ecuacién de estado del sistema ([I0) y el

sistema (I3)) es posible obtener la siguiente relacién

a(éy,v)+b(v,é,) = Z ((f— M1 (f), v) L2 k) + (M1 (f) +un + vAy, — Vi, V)2 (k)
Kez (4.19)

- Z ([vVy,n, —phnvﬂvV)L2(7))'
YEEK

De manera similar, denotando por

€, =72—2p Yy E.:=7F—r1p

los errores auxiliares asociados al par estado adjunto, y usando la ecuaciéon del estado adjunto del

sistema ([I0) y el sistema ([@I0]) se obtiene

a(éz,v) —b(v,é,) = Z ((HK,l(YQ) —Ya:V)ek) + Mk 1(yq) +yu +vAzy + Vrn, v)p2 k)
Ke®

~ > (WVzun, + Thn,yﬂ,v)lg(,y)).
YEEK
(4.20)
En base a estas identidades es posible obtener un estimador de error del tipo computable y otro no

computable.
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4.4.1. Estimaciones computables

Comenzaremos por elaborar un estimador de error cuyas constantes involucradas son todas explicitas

y que no requiera del uso de interpoladores.

4.4.1.1. Analisis de confiabilidad

Primero introduciremos los siguientes términos residuales y oscilatorios

RSt = HK,l(f)‘i‘uh‘i‘VAYh—Vphv €n Ka
RS = g3t — I3, en cada v € &k, (4.21)
oscst = f — Il (f), en K,

Rad = y), — g, (ya) + vAz, + Vry, en K,

R:?K = g:fiK - J:?Kv en cada v € &, (4.22)
oscid :=TIx1(ya) — yo, en K,
donde
Jff,K = ’/VyManf _ph|Kn57 Ji:fiK = l/Vzh|Kn5 + rh‘anf. (4.23)

A su vez, para cada T = st, ad, los términos {g,"y' i} corresponden a los flujos equilibrados, los cuales

se construyen de tal modo que se cumpla

e Consistencia:

gk +8l =0, siyelxnNéx (K#K').

e Balance de primer orden:

(f+ uhue)LQ(K) - ‘%%((yhuph)ae) + Z (gfsyt7K70)L2(K) - yls(t(yhuphuf—’— uh70) =0,

YEEK
(yn — Y2, 0)r2(x) — 25 (20, 71),0) + > (83%. 0)r2(x0) — S 2% (20,7, Yoo — y13 0) =0,
YEEK

para todo 8 € [P1(K)]* y para todo K € 2, donde B3 ((ynspn), 0) = Br((yn,pn),0) y
B2 ((zn, 1), 0) == B ((zn, —11),0), siendo B¢ el término descrito en ([B.I0).

Con esto es posible reescribir las ecuaciones ([Z19) y ([@20), de modo que

a(€y,v) +b(v,ép) = Z ((g??, VV)r2 k) + (osc, V)L2(K))- (4.24)
Kez
a(éz,v) — b(V7 é'r) = Z ((g%i,VV)L2(K) =+ (OSC?(d,V)L2(K)). (425)

Ke>
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En este caso, para cada elemento K € &, las funciones matriciales g7, corresponden a una solucion
del problema de Neumann:
—div o} =Ry, en K,

(4.26)
o-}'(nff =RT ., encaday €k,

ara cada T = st,ad, donde R7%.,RT ;- vienen descritos en - .
P 5 5 K> *Vy, K
En base a las ecuaciones [@24)) y ([@23]), usando los mismos pasos realizados en la Seccién B.51] es

posible obtener las siguientes estimaciones de error computables

|||éy|||v)Q < 7y, (4.27)
) V2p

levllg < Y200, (429
|||éZ|||V,Q < Mg, (4.29)
) V2p

lerllgo < 5 (4.30)

Cada uno de los estimadores viene dado de la siguiente manera:

1/2
1/2
P
e s » (4.31)
Ny = ( Z ’)’]ZJ{) donde Nz, K ‘= (77261}( + VT]ch,K) ’
KeZ
1/2 1/2
P
= e » (4.32)
KeZ
A su vez, los respectivos indicadores de error vienen dados por:
1 hk !
Nyer = N (Hg?ﬂy(x) + ?HOSC?HL?(K)) v Nyne,x = BHV “yullez o), (4.33)
1 hk L
Nao s = ﬁ (”g?(d”y(}{) + 7||Oscall<d||L2(K)) v Mapex = E”v 2012 (k) (4.34)

donde los términos g7 y oscy vienen descritos en (£26) y (.2I) - (£.22), respectivamente.
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Por dltimo, el estimador de error asociado al control 6ptimo se define como:

1/2
Net 1= ( Z n§t7K> , donde  7et k= |0 — up| L2 (k) (4.35)
KeZ

En base a lo anterior presentaremos el andlisis a través del cual se obtiene una cota para el error de
discretizacién a posteriori sobre el problema de control 6ptimo. En lo que sigue denotamos los errores

de cada variable por
ey ‘=Y —Yh } €=2Z—2Zp ; eu:=U-Uy ; €=p—Pp ; € =T—Th
A su vez denotamos por F el error total definido por

E = ((ey,ep), eu, (e, €)). (4.36)

Teorema 4.4.1 Sean ((y,p),u,(z,7)) €Y x Uy X Y solucion de {-I0) y ((yn,pn), un, (Zn,71)) €
Y XU xY s la solucion del sistema ([{.17)). Entonces el error total E, definido en [@30), satisface

la siguiente estimacion computable

1/2
IENlg == (Ill(ey,ep)lllfz + [l(ez, en)ll, + Heu||2L2(Q>) <Tc, (4.37)

donde el término Y denota el estimador total computable (TCE), el cual puede expresarse, en térmi-

nos de sus indicadores de error Tc g, del siguiente modo

1/2 1/2

4 2

TC = < Z T2C,K> Yy TC,K = (Ostn)%J{ + Oadng)K + Octngt)K + B_p2 (7712))[( + TI?,K)) s
Kez

(4.38)
donde Ny i, Nz, i Mp, i » e ic €stan dados por [E31) - [@34), mientras que nu ik se define en (L35]).

A su vez las constantes involucradas vienen dadas por

8C¢ 2 (Ch L ACE | 8CE
CSt =2 a?y3 +4(1 e CS) ? T a2t a6 ]’
4C3 8 Cc4 208
Caa = 2+ 52+ —(140Cs) <_§ +—49) ’
oV « 174 14

2’
I

o2t

8C8 C3 205 4Ck  8CH
2+ Q+4(1+p205)<—9+ 2 2 4 297>,
14 174 a“v oV
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4v
donde Cq corresponde a la constante de Poincaré, mencionada en el Teorema[Z7.2y Cs = @
Dem: A continuacién describiremos el procedimiento en 5 pasos principales.
El objetivo de este paso es controlar el error u — uy,.
A partir de la desigualdad triangular se tiene que
2 =12 ~ 2
= w0y <2 (Jlu = @30 + 18— will3eq ) (4.39)

El segundo término del lado derecho corresponde a n2, (por [@35)), por lo que ahora nos centraremos
en el primer término. Dado que u se describe en términos de una proyeccién se tiene que satisface la

siguiente desigualdad variacional
(zn + o, w — )20 20, VwEeEUg. (4.40)
Tomando w = 11 en la desigualdad variacional (4.9) y tomando w = u en ([£40) se obtiene

(z+ouw,0—u)p2) >0 y (zn+al,u—1)gzg) >0

- 3

con lo cual se sigue que

oflu— l~1||2L2(Q) <(z—znu-— u)L?(Q)-

A continuacién haremos uso de las variables auxiliares z y z, definidas en ([@I0) y (ZI8]) respectiva-

mente, de la siguiente forma
aflu— l~1||2L2(Q) <(z—2,0—u)p2q) + (2 —2,0—U)p2(q) + (2 — 2, 0 — U)L2(q).

Usando las desigualdades de Holder y de Young se obtiene
allu—alZe ) < (22,8 —w)p2(g) + |12 — 2] L2 8 — ullL2 () + 12 — 20 L2010 — ull 20

~ ~ N N (07
(z—2z,10— u)L2(Q) + EHZ - Z”iﬁ(sz) + E”Z - ZhH%P(Q) + 5”“ - u”iﬁ(g)a

IN

con lo cual resulta
12 2 o 2. L 2. 9
[u— uHL2(Q) < E(Z —z,u—-u)r2q) + @HZ - ZHL2(Q) + g”z - ZhHL2(Q) (4.41)
CQ
Usando desigualdad de Poincaré y ([29) se tiene que ||z — ZhH2L2(Q) < 2
v

Ahora procederemos a acotar el primer término mediante las variables auxiliares y y z definidas en
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(I3 - [@.I6). Puesto quey —y,z—Z € X se tiene que a(y —y,z —2) = (1 — w0,z — Z)2(q) (usando
el sistema (ZI0) y las ecuaciones en @I3) y a(z — 2,y —y) = (y —¥,Y — ¥)2(q) (usando el sistema
(@I0) y las ecuaciones en [@I6)). Con esto se deduce que

(@—u,z —i)m(sz) =a(y-y,z-2)=a(z-2,y-y)=(y ¥,y —Y)L2(Q) = —||y—5’||2L2(Q) <0

De este modo la desigualdad ([LA41]) equivale a

2 202
~ 12 5 5112 Q. 2
la—allz:q) < 512 = 2l720) + —5 (4.42)

Nos resta acotar el término ||z — z||12(q). Dado que z — z € X se tiene que a(z — 2,z — 2) = (¥ —

Yh,Z — 2)p2(q) (usando ({ALI6) y (@.IF)). Luego
~ A2 ~ ~ A
Iz =2l o = (¥ = yr, 2 — 2)12(0)

Usando las desigualdades de Holder y de Poincaré se sigue que

a2 Cé ~ 2 20?2 -~ a2 - 2
Iz —2llvo < —3Iy = yrllv,e < =5 (Illy —Yllvao+ly-— YhIIIV,Q) (4.43)

Por ([A217) se tiene que ||y — yh|||%,yQ < . Para estimar el término ||y — Vlly o basta con usar las
ecuaciones (LI3) y (AIT), de manera similar como se trabajé con el término ||z — z|y, g, con lo cual

se tiene
2 2
2 Co i~ 2 €5
lly — Y|”V7Q < W [a— uh||L2(Q) = 7 et

Usando esto tltimo en la desigualdad ([€43) se obtiene
C3. .. ..o 208 (C3
a0 < 208 (D). (4.44)

Usando desigualdad de Poincaré en (42) y el resultado obtenido en ([@44)) se determina que

4C§ 202 4C8
~ 112 Q.2 Q.2 Q.2
||11— u||L2(Q) < a2V377y + a2y4nct7

oy
y por ([{39) se concluye que

8CS ,  4C2 8CS
= w0y < 555y + o+ (24 5o ) e (4.45)
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El objetivo de este paso es controlar el error y — y;,. En este caso se tiene

2 ~ 2 ~ 2
ly =yl <2 (Ily = 90+ 15 = yall3.0) (4.46)

El segundo término de la desigualdad se estima mediante [@27]), con lo cual nos resta estimar el primer
término.

Puesto que y — y € X, usando ([LI7) y las dos primeras ecuaciones de ([{I0) se tiene que

aly —y)=(u—upy— 5’)L2(Q),
y por desigualdad de Holder y de Poincaré se tiene

a

» lu = un|F20)- (4.47)

~ 12
ly =9llv.o<

Usando esta desigualdad y la estimaciéon (45) en ([46), se concluye que

16C 8CS 4C3  16CE
2 Q 2 Q2 Q Q 2
|||y - Yh)|||v,Q < (2 + a2l > Ny + 22 Ny + <T + a2ub ) Net - (448)

El objetivo de este paso es estimar el error z — zj,.

En este caso se tiene

2 ~ 12 ~ 2
Iz = 21l < 2 (2 = 203 + 12— 21l ) (4.49)

El segundo término de la desigualdad se estima mediante ([29)), por lo que nos resta estimar el primer
término.

Puesto que z — z € X, usando ([@I8)) y las dos dltimas ecuaciones de [I0) se tiene que
a(z—2)=(y —ynz— Z)Lz(ﬂ)a

y por desigualdad de Holder y de Poincaré se tiene
Iz 2l < Sy - yully o (450

Usando esta desigualdad y la estimacién (£4])) en (@49) se concluye que

408 32042 16C8 8CE 3204
2 Q Q 2 Q 2 Q Q 2
o - anllt o< (S04 0 )i (24 58 )+ (B2 B0 )2 sy

El objetivo de este paso es estimar |[p — pp| 2@ ¥ |7 — 7nllz2(). En esta oportunidad solo
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mostraremos los pasos para estimar la primera cantidad, ya que la segunda se estima de manera similar.

Usando la definicién de p en ([IT) y la desigualdad triangular se tiene que:

Ip = pali3 2y < 2 (o = 81320 + 16— palifaqey) - (452)

El segundo término se estima mediante ([@L28)).

A partir de las dos primeras ecuaciones del sistema (LI0) y las ecuaciones ([LI7) se obtiene
=0,V -V)rza=v(V(y -y), VV)y(sz) —(u—up,v)L2(q),
y mediante la condicion inf - sup sobre b, usando desigualdad de Holder y de Poincaré, se llega a que
. 1 .
Ip=Pllzz@ < 5 (V7lly = $lly,o + Collu—willz2e)
Usando la estimacién obtenida en (#47]) obtenemos que
A2 4 o 2
1P = BllZ20) < @CQHU —Wllz20);

Finalmente, usando esta desigualdad y la estimacién obtenida en ([@45), de (£52]) se concluye que

64C8 32C4 16C3  64CY° 4

2 Q 2 Q 2 Q Q 2 2

||p _ph||L2(Q) S Oézﬁ2y3 ny agﬁgynz + ( ﬁ2 + m) Tlet + @T]p (453)
Como se mencioné anteriormente, el procedimiento para estimar ||r — rh||2L2(Q) es bastante similar,
utilizando las mismas desigualdades y las estimaciones (30) (£50). En este caso se llega al siguiente

resultado

16C4 1280322> ,  64C% (3203 128C4

4
2 2 2
||7“ - Th”L?(Q) = ( B2u a?B25 Y a2p203 "z 5212 aQﬂQVG) Net + Ty (4'54)

ﬂ2

El resultado (£31) - [@38)) se obtiene a partir de las estimaciones (£45), ([£4]), (@51, 53]
y @.34).

4.4.1.2. Analisis de eficiencia local

En esta seccién se obtendrd una cota superior para el TCE descrito en el Teorema .4l En este caso
vemos que éste depende de cada uno de los estimadores construidos, los cuales, a su vez, dependen de

los estimadores conformes y de los no conformes, definidos en (£33) y (@34]).
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Notemos que es posible obtener la misma estimacién obtenida en ([.30), para los estimadores no

conformes. En este caso se tiene que
Tyore < 7 lIey )l
Yne, Kk — /B2V Yo =p K>
d 2
A [CA] 2

Por otro lado, para acotar los estimadores conformes haremos uso nuevamente del resultado detallado

en la Seccién 5 del texto [2], con lo cual, para cada T = st, ad, la solucién del problema de Neumann

([@20) satisface

loklp o <€ | huclRElzeae + D2 b (1007 Il + 850 = D7 leen) | -

YEEK
donde

Lar  +37 ), sive&xNExi(K #K'),

a]7 = 3 (e +37c) 7€ Ex NEx (K 7 K (4.55)
0, siye&xNE&r,
LJr . —J7 ), siyelxnNéx (K #K'),

<J>; — 2( ’y,K ’Y,K) /y K K( # ) (456)
J;,Kv sivye&xNér,

siendo J7 ;- los términos definidos en [23) y R los términos residuales definidos en (£21)) -([@.22)
(para cada T = st, ad).
A continuacién estimaremos los términos residuales R7., para cada 7 = st,ad. En el caso del estado

notemos que, de ([2), el error ey satisface la siguiente ecuacién de error:

aley,v) +0(v,ep) = (f+u,v)p2) = v(Vyn, VV)L2(0) = (Pr: V- V)L2(0)

= 3 ((kca(B) + wn + vAY, = Von, vz + (£ = Tica (), V) 2 )
KeZ

- Z ([vVy,n, _phn'Yﬂvv)L2('y)) + (euaV)L2(Q)-
v€€K

st

> v osci, de modo que:

Dicha ecuacién se puede reescribir en funcién de los términos R5E, [J]

ST ®EVIL2a0 — Y ([ V)20 | = aley, v)+b(v, ep)—(eu, V)2~ 3 (05€3, V)25
KeZ yEOK Ke>
(4.57)
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Del mismo modo que en el Lema B5.6 tomando v = SRS y usando desigualdad de Hélder y las
desigualdades [212) y (ZI3) se llega a que

PRS2 ) < % (Chley. en) I + 3 loscitlB ey + Wiclleul3ec ) (458)

d
donde Cr = méx {\/5, i}
p
Por otro lado, tomando v = 3, [J ]St en ([@5T), y usando desigualdad de Holder y las desigualdades

I4) y 2I5), se obtiene

B ey <% 3 (CRleysenlly + Hhlosci e + Wllealiacry). - (439
€N,

. 7 . . St .7 .
Nos resta estimar el término residual RS',. En base a la construccién descrita en (@L53) y (£56) se

tiene que J3%; = (J)3* + [J] y R = g% — I3, con lo cual

IR el () < S Mz gy + 183° = (D3F N2 )

Para estimar la parte [|g3* — (J)3*(| (. utilizamos los mismos pasos empleados en la demostracién del

Teorema [3.5.7 Con esto se llega a que
s s — 2 s
63— 3y < he Y (Carllley. ep)lla+ W1+ Cor s)loseit [ zacr) )
TEQK

Para el estado adjunto se obtiene la siguiente ecuacién del error

a(ez,v) +b(v,e,) = Z ((HK,l(yQ) +yn +vAZL + Vrp, v)pe k) — (Yo — i 1(ye), v) L2 (k)
Ke

_ Z ([vVzpn, + rpn,], V)Lz(,y)) + (ey, V) L2 ()
YEEK

Realizando el mismo procedimiento para el estado adjunto, usando (@), [@22) y (£353) - (56), se

llega a que los términos R‘}}d v [J ]f‘yd satisfacen las siguientes estimaciones

W IR T2 k)

IN

% (Chlleas el + Ficllosei 3, + iclleyl3ey) s (4:60)

Bl P 2y < € 30 (CRlCen, )3+ Wi llosedlzs + B ley |y ) - (461)
TeN,

A
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A su vez, usando estas dos tltimas desigualdades, se llega a que

IN

ad
IR %[l 2 ) 5 L2 + 183 = (1512 (),

g2 = D292y < Y (Carlllen enll + W1+ Coro)llosei e )
TeEQ K

A

Finalmente, para el estimador del error asociado al control, basta con sumar y restar la solucién u y
usar desigualdad triangular y la propiedad de continuidad de Lipschitz del operador proyeccion Iy, u,)

(mencionada en ([@I2))), con lo cual se llega a que

1
< lleullL2 (k) + aHeZ”LQ(K)

1 1
M < [leullp2(r) + Hﬂ[ua,ubJ {—EZ} Il w) {—gzh}‘ L2(K)

En base a estas estimaciones es posible probar el siguiente resultado.

Teorema 4.4.2 Sea K € & un elemento de la particion se tiene que los indicadores de error compu-

tables T i satisfacen la siguiente desigualdad

2
Tox < €( D (IBIG + i (leal 3o + leyli3ac + losei e, + loscil3ar)))
TGQK

el + llewlZ2 i)

4.4.2. Estimaciones no computables

A continuacién se llevard a cabo la construccién de otro estimador, del tipo no computable, para el
problema (1)) - (3]).

4.4.2.1. Analisis de confiabilidad

En este caso reescribiremos las ecuaciones ([L19) y ([@20) en funcién de los términos residuales R

(descritos en (21)) - @22)) y [J]7 (descritos en ([@.5H)), para T = st, ad, con lo cual se obtiene

aley, V) +b(v,ep) = D ((REEV)zago + (0seiV)nzao— > (I Vieey)s (462)
KeZ vyEEK
a(ég,v) —b(v,é,) = Y (( 8 V)L + (08e58, V)2 — Y ([J]:dvv)Lz('y))' (4.63)

KeZ vyEEK
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A través del mismo procedimiento expuesto en la Seccién 2.5.2, mediante las ecuaciones (L.62)) y (£.63)

se obtienen las siguientes estimaciones no computables para y, p, z, r:

leylly o < % (2 + 117°1%) (4.64)
Bllell.e < € 2+ I17°12) (4.65)
lelly o < € (n2a+ 1722 (4.66)
Bl < € m2a+1722), (4.67)
donde
st f[
”yStH* _ sup |y (thphv ) h(€|K))|, (468)
€€H (Q)\{0} 1€l lly
ad f:7
”yad”* _ sup | (Zhvrhv ) h(£|K))| (4.69)
£EHL(Q)\ {0} 1€l 5l 5

Para 7 = st,ad, los estimadores 7, se definen, en términos de sus indicadores de error 7, g de la

siguiente manera

1/2

1/2

= ( > 773,1<> donde 1, g = (nim + Vnim() : (4.70)
KeZ

En este caso los indicadores de error residuales (1)r, ) y no conformes (n,, ) se definen como

1/2

h2
s = f@hmwwszZ—wH%>, (4.71)
yeOK

. o l HV'yh”Lz(K), si T = st, (4.72)
e ﬁ HV . Zh”L?(K); si 7 = ad.

A partir de esta construccién, junto con el estimador de control 7., es posible dar con el siguiente

resultado.

Teorema 4.4.3 Bajo las hipdtesis del Teorema [{.].1] existe una constante Cyp > 0, que depende de

los parametros v, B, p, o, tal que se tiene la siguiente estimacion no computable del error total E:
IEllq < Cup (Tve + 17| + 1729

donde el término T o denota el estimador total no computable (TNCE), el cual puede expresarse, en
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términos de sus indicadores de error Y nc K, del siguiente modo

1/2
1/2
Tne = ( Z T?vcx) y Ynex = (N3 x + aax + ee i) / ) (4.73)

con Ny i descrito en [@T0) - 1), para cada T = st,ad. A su vez los términos |75, y |72\«
vienen dados por [A6Y) y @B, respectivamente.

Dem: La demostracion se lleva a cabo mediante los mismos pasos descritos en el Teorema L2l usando
las estimaciones ([@.64]) - (£67) en vez de (27 - (£30), considerando que nst cumple el mismo rol que
Ny ¥ que 7, al igual que 7aq frente a n, y 7,. Al final del paso 5 se debe sobreestimar para obtener la

constante Cip,.

4.4.2.2. Andlisis de eficiencia local

Al igual que el estimador no computable obtenido en la Seccién B.5.2.2] el TNCE depende de los
estimadores no conformes, definidos en ([L72), como también de los términos residuales R% y [J]7, los
cuales vienen dados por (£21)) - (£22) y (£53), para cada 7 = st, ad. A su vez también estd presente el
estimador del control 7et. Notemos que en la Secciéon [£.4.1.2 se obtuvo una cota superior, en términos
de los errores de discretizacion, para todos y cada uno de estos términos.

Del mismo modo que en secciones anteriores, para los estimadores no conformes, del tipo no compu-

table, es posible obtener

2
Mt s < 72 1oy en)llic

2
nfldm,K < %“Kez’er)l”l(-

Por otro lado, notemos que en la Seccién AL4.1.2] obtuvimos una cota para cada término residual

mediante el uso de funciones burbuja. En el caso de las variables de estado, en ([IA8) y (53] obtuvimos

PR < % (CRll(eyep)lli + Hiclloseitl3e ) + hklleall3e ) )
hi| [J]itlliz < ¢ > (Crll(es )7 + h7[loscst ||L2+hT||eu||L2 :
()
TeQ,

A su vez, para las variables de estado adjunto, en ([E60) y (LGI) vimos que

Wi RGN T2 ey < CK(OR”KeZ’eT)MK_'—h losei |72 i hilleylli2(K)),

d
hacll 90 ||L2<7 < ¢ Y (Chlltea el + b losci ||Lz+h leyl3zr))
TeQ,
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De este modo se tiene que los estimadores 7)., ,, definidos en ([LT1]), para cada T = st, ad, satisfacen

la siguiente estimaciéon

2
Fenw <€ 3 (Chllteys eIl + H3llosct3acr, + M lleullzer))
TeQK

2
Ban € Y (CRll(es el + Wlloses2ar) + B lley 2
TeEQK

Dado que en este caso 17y = ¢t se verifica entonces que

1
< lleullz2 k) + a”ezHH(K)

1 1

Por tltimo, bajo supuesto mencionado al final de la Seccién 3] sobre los términos estabilizantes, se

tiene que
st f: 1
sup | (yhvphv ) h(€|K))| S(fnstRyK,
¢eHL()\ {0} 1€l xlllv %
2 (g ry oyl
sup 72 (zn, T, yoi In(€k))| < Criad -
£cHL (Q)\{0} 1€l 5l 5

Con esto podemos establecer el siguiente resultado de eficiencia local.

Teorema 4.4.4 Para cada K € &2, el indicador T yc i satisface la siguiente estimacion

2 S a
Thox < € S (IBI + 13 (leyllzar) + leullacr + losetllzacr) + losedlzacr)
TeQK

+||eu||2L2(T) + Hey||2L2(T))'
4.5. Simulaciones numéricas

A partir del estudio sobre el problema de control éptimo se procederd a exhibir algunos resultados
correspondientes a ejemplos de solucién del problema. Nuestra intencién en este caso es llevar a cabo
los mismos procedimientos utilizados en la resoluciéon de ejemplos concretos del problema de Stokes,
en la Seccién

A continuacién se procederd a detallar algunos aspectos a implementar en la obtencién de resultados,
estos son: los esquemas de elementos finitos a implementar, un método de busqueda de soluciones
factibles, un algoritmo adaptativo de resolucién y, por ultimo, algunos aspectos generales para la

presentacién de los resultados.
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4.5.1. Implementacion de esquemas de elementos finitos

Para esta ocasién se usardn los esquemas RELP y LPS para resolver el sistema ({I4]), empleando
Vi(2) y Qo(£) como subespacios de discretizacion, para una particiéon &2 del dominio  dada. Los

términos estabilizantes que resultan de esta eleccién son los siguientes:

e En el esquema LPS, los términos estabilizantes para la ecuacién de estado son:

Sy, pn, £+ up;vy) =0

Ay pns £+ s an) === > 7 [pany ], [anns ]2y
vEET

Para la ecuacion de estado adjunto, en cambio, los términos vienen dados por:

2z, T,y — Yhy V) =0

AN zn, Yo +ynian) = Y Ty [rany ], [aan ey
v€€r

e En el esquema RELP, los términos estabilizantes para la ecuaciéon de estado son:

ySt(Yh,ph, f + Uh;Vh) = Z T’Y ([[VVYh : n'y _phn’y]]v [[VvVh : n'Y]])LZ('y)
vEET

Ao £+ unian) == > 7 (WVyn -0y — pans ] [anns]) s ) -
YEET

Para la ecuacién de estado adjunto, en cambio, los términos vienen dados por:

Yad(zh, Th,YQ — Yh;Vh) i= Z 7y ([vVzh -0y +rpn, ], [vVvy, - ny]])L2(7)
ye&r

AN an, rnyo = yrian) = Y T (V20 -0y +ren ] [gnms]) o)
YEET

En el caso del conjunto admisible se hara uso del subespacio U 4,0, esto es, con ¢t = 0 en la férmula

EI3).

Introduciremos algo de notacién adicional para la implementaciéon del método de elementos finitos
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sobre el sistema ([{I4). Denotemos la dimensién de los subespacios Qo(Z?) y V1(Z?) por

M :=dimQo(2) ; N:= édimVl(ﬁ),

respectivamente.
Consideremos las base de V1(2) y Qo(2) dadas por {AY) :n =1,....N ; j=1,....d}y
{1 : k = 1,..., M} respectivamente, siendo )\g) la funcién lineal, descrita en la Seccién 23] y [ la

funcién indicatriz que vale 1 si se evalua en el elemento Ky, y 0 en otro caso. Con esto, cada variable

queda discretizada de la siguiente manera:

N N M
y,(Lj) :Zy,(lj)/\n ; z,(lj) :er(zj))\n ; ugj) :Zu,(cj)]ln (con j=1,...,d);
n=1 n=1 k=1

M M
Ph = Zpk]lk ;o Th = Zmllk~
k=1 k=1

4.5.2. Algoritmo de Active Set

En esta subseccién se presentard un método que permite dar con una solucién éptima a partir de un
algoritmo de busqueda que utiliza dos funciones iniciales.

El algoritmo a describir se conoce por sus siglas PDAS (Primal - dual active set), no obstante lo
denominaremos simplemente algoritmo de Active Set. Esta estrategia consiste en una recursividad que,
en cada iteracion, va entregando soluciones factibles del problema (1) - (@3], con lo cual se obtiene
un control éptimo que satisface las restricciones de caja. Para ello se utilizan funciones indicadoras
que dan cuenta justamente de la factibilidad de la solucién.

El estudio del algoritmo de Active Set, en un contexto més amplio, puede hallarse en el trabajo [18]. Lo
anterior puede ser llevado a cabo tanto sobre el problema continuo (en espacios de dimensién infinita)
como en su versién discreta (en espacios de dimensién finita). En ambos casos es posible probar que
el algoritmo se detiene luego de realizar una cantidad finita de pasos (ver [19]). Por ultimo, se sugiere
revisar el Capitulo 2, Seccién 2.12.4 del texto [28] o el Capitulo 5, Seccién 5.4 del texto [12] para ver
una descripcién simple y genérica de los pasos a mencionar.

Para nuestro problema en particular, los pasos que describen la implementacion del algoritmo de Active

Set son los siguientes:
Paso 0 Inicializacién.

> Ingresar las funciones f,yq € LQ(Q) del lado derecho; los parametros v, « > 0 y los vectores

u, = (ugl), . ,ufld)) ,up = (ulgl), . ,ugd)) de la restriccién de caja.
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> Definir la funcién matricial

P, = (P;” | P;f”) € RM*4,
donde
Py = (P, PO)
para cada j = 1,...,d. Inicializar cada componente P;j ) con algun valor (por ejemplo
Orrx1)-
> Para cada j =1,...,d, definir las funciones caracteristicas

X = (o) = (e od)

e inicializar cada una por Opsx1.

> Definir e inicializar los contadores:
cont™ = ) cont® = 1.

Paso 1 Paracadaj=1,...,d:
Paracadak=1,..., M,
> Si —a’le(fk) < u,(lj), fijar XEIJ)ZC =1.

> Si —ofle(]k) > ul(jj), fijar Xg,)c =1.

)

Paso 2 Resolver el sistema

a(yn, Vi) +o(vi,pn) + 7% (yp, o0, E+unsve) = (F+un, vi)r2), ¥V ve € Vi(2),
b(ynsan) + A5 (yp, o, £ +unian) = 0, Y qn € Qo(2),

a(zn, &) — b(&p,n) + 2 2n, o,y — v €)= (Yo — ¥, €n)r2), V&, € Vi(P),
b(zn, Yn) + A2 zn, T, yn — yai;n) = 0, Y ¢n € Qo(2),

Paracada j=1,...,d
sujeto a: Paracada k=1,...,M
(1= o P ) =+ o
donde

—() 1 .
12 Jk ()

Z7
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Paso 3 Para cada componente j =1,...,d:

> Definir las funciones caracteristicas Yflj ),Yb

> Fijar los contadores cont”) en 0.

Paso 4 Paracadaj=1,...,d:

Paracadak=1,...,M

> Si __Pijl)c <uf’, fijar x

3

(J)

)

(9)

=1.

> Si ——P( & > Upj, fijar X(J) =1

> cont; = cont; + ( )

Xa,g
Paso 5 Si cont”) > 1, para todo j =1,...,

Sino, detener.

4.5.3.

""X ~ Xok |-

d, fijar xq

(4)

() — %) y ) = g

Algoritmo adaptativo de resolucion

€ RM e inicializar cada una en Opsx1.

y volver al Paso 2.

66

Al igual que en el capitulo de Stokes se desea estudiar el desempeno del estimador de error no compu-

table, obtenido en la Seccién [£4.2.7] En vista de esto es que se hard uso de un algoritmo de resolucién

del sistema discreto (£I4)), incorporando una componente de adaptatividad, basado en el estimador

Y ne, definido en ([E73).

En el Cuadro 1] se resume el procedimiento iterativo que permite calcular el estimador, junto con

generar un refinamiento adaptativo de cada particion & de Q).

4.5.4. Ejemplos numéricos

Al igual que en la Seccién 3.8 para describir cada ejemplo se presentardn la solucién exacta, junto

con el parametrov y los vectores reales u, y u, de la restriccién de caja, lo cual permite obtener las

funciones f y yqo. En esta parte se tomara el parametro a con un valor fijo de 1.

Ejemplo 1: Fijando v = 1 y tomando como solucién:

y(r1,22) = z2(21,22) =
=r(z,22) =

p(iCl ) ‘TQ)

Los vectores u, y u; vienen dados por

u, = (-0,2;

_073) 5

22z9(z1 — 1)% (g — 1)(222 — 1)
—x123(x; — 1) (22 — 1)2(227 — 1)

1
xlxg(l — ,Tl)(l — ,TQ) — %

u, = (0,3;0,2)
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Algoritmo adaptativo de resolucién

1: Ingresar las funciones f,yq € L? (Q), los pardametros positivos «, v > 0 y los vectores
u,, u, € R? de la restriccién de caja. Fijar i = 0 y construir la malla 2.

2: Para la malla &;, construir el esquema ({14) y obtener la tupla ((yn,pn), un, (zn, 7))
mediante Active Set.

3: Para cada elemento K € &7;,
- Calenlar R34z v RS 2 ) vsando (ZI) - @22,
- Calcular [loscit| 2 (k) ¥ [loscid| L2 (k) usando @2I) - E22),
¢ d
- Para cada lado v € &k N &, calcular || [J]i 2y ¥ | [J]: | 2(y) usando (A53),

- Calcular ns¢, k' Y 7ad, i, usando [@T0), v net, xk usando ([@3H). Finalmente calcular T ye, x
usando el resultado del Teorema

1
4: Marcar el elemento K si Y nyo g > = max Y yor.
’ 2Tc; ’

k3

Del paso 4 obtener la nueva malla.

6: Fijar i <— i+ 1 y volver al paso 2.

Tabla 4.1: Descripcién del algoritmo de refinamiento adaptativo basado en el estimador T y¢

Ejemplo 2: Fijando v = 0,01 y tomando como solucién:

22x9(my — 1)% (29 — 1)(212 — 1)

y(z1,22) =
—r123 (21 — 1) (22 — 1)%(221 — 1)

plr1,2) =r(z1,02) = @122(1 —21)(1 - 22) —

%;

@1 1 2
r1+ev —xiev —1

2x9(xy — 1)(229 — 1)
z(x1,x2) = (e? - 1)2

x1—1 =1 x1—1
€
—2w3(x2 — 1) (331 + ﬁ) 1+ ﬁ
Vo= view —

Los vectores u, y u; vienen dados por
u, = (—0,005; —0,01) ; u, = (0,005;0,005)

El cédigo a utilizar corresponde a una extension de aquel utilizado en la misma seccion numérica de
Stokes, bajo las mismas consideraciones para su implementacién (en cuanto a la aproximacion de las
integrales y la resolucién de sistemas lineales)

Para mostrar los resultados se presentaran los graficos de convergencia de los errores asociados a cada

variable (estado, estado adjunto y control), junto con la convergencia de sus respectivos estimadores.
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Para las variables de estado y adjuntas se usara la norma de la energia (tomando p = 8y 8 = 0,38)
para medir el error, mientras que para el control se usaré la norma en L? vectorial. También se exhibird
la convergencia del error total, mediante la norma descrita en ([@37), junto con la convergencia del
TNCE. Cada convergencia se medird en funcién del nimero de grados de libertad, que en este caso
vendra dado por Ndof = 2(2dim(V1(£)) + dim(Qo(Z)) + 1) + 2dim(Qo(2)).

Para mostrar los resultados se presentardn los graficos de convergencia del error, en norma de la energia
(tomando p = By 8 = 0,38), para las variables de estado y adjuntas, junto con la convergencia de sus
respectivos estimadores 75t y 7aq- Para la variable de control se mostrard la convergencia de la norma
en L? del error y de su estimador 7 asociado. Por tltimo se mostrara la convergencia del error total
E, mediante la norma descrita en (£37), junto con la convergencia del TNCE.

Para el ejemplo 1 se observa que la convergencia de cada error posee un orden cercano a 0,5 (Figura
A1), y que el mallado adaptativo se asemeja a un refinamiento uniforme (Figura [1.2)).

Para el ejemplo 2, en cambio, se observa que las variables de estado y la variable de control no poseen
un decaimiento notorio en norma y estimador, sino después de los 10* grados de libertad (Ver Figura
[A3]), donde comienzan a converger con orden cercano a 0,5. Lo anterior es mas complicado de ver para
el caso de la variable de control. En ambos casos se observa que el mayor peso en el error total y el
estimador viene dado por las variables de estado adjunto, donde se presenta el fenémeno de capa limite.
Por ultimo se observa que el refinamiento adaptativo es acorde con lo modelado por dicho fenémeno,
dado que sélo se refina hacia un lado del cuadrado (Ver Figura[£4]). Todo lo anterior permite concluir
que el algorito adaptativo de resolucién posee un desempeno aceptable para este tipo de situaciones.
Un ultimo aspecto a mencionar es respecto al desempeno de cada esquema estabilizado. Se aprecia
que el esquema RELP entrega, significativamente, menos error para las variables de estado y adjunta
en el ejemplo 2, tanto para el estado como para el estado adjunto. Lo anterior permite inferir que este

esquema, para este caso particular, posee un mejor desempeno que el esquema LPS.
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Figura 4.1: Convergencia del ejemplo “burbuja - burbuja”, con el esquema LPS, de (a) el estado, (b)
el estado adjunto, (c) el control y (g) la tupla completa, y con el esquema RELP de (d) el estado, (e)
el estado adjunto, (f) el control y (h) la tupla completa.

(a) (b)

Figura 4.2: Malla obtenida después de (a) 10 iteraciones con el esquema LPS y (b) 10 iteraciones con
el esquema RELP
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Figura 4.3: Convergencia del ejemplo “burbuja - burbuja”, con el esquema LPS, de (a) el estado, (b)
el estado adjunto, (c) el control y (g) la tupla completa, y con el esquema RELP de (d) el estado, (e)
el estado adjunto, (f) el control y (h) la tupla completa.

(a) (b)

Figura 4.4: Malla obtenida después de (a) 30 iteraciones con el esquema LPS y (b) 30 iteraciones con
el esquema RELP
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Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se obtuvieron dos tipos de estimador de error, uno caracter totalmente explicito y
otro conformado por constantes desconocidas, para el problema de Stokes. En base al andlisis de cada
estimador fue posible llevar a cabo, posteriormente, nuestro objetivo principal consistente en obtener
estimadores de las mismas caracteristicas para el problema de control 6ptimo. En la construccion
resulté ser de gran importancia realizar primeramente el estudio del problema de Stokes, junto con
sus dos formulaciones débiles y el andlisis de error a posteriori, ya que con esto fue posible replicar, de
manera paralela, los resultados obtenidos. Un aspecto destacable es el estudio realizado sobre dos tipos
de esquemas: inf - sup estables y estabilizados. Aun cuando el segundo requieren supuestos adicionales,
para este trabajo resulto ser un elemento crucial en la implementacion numérica, esto en vista del gran
tamano que posee el sistema de optimalidad obtenido.

También es importante destacar que, tanto en Stokes como en control éptimo, el algoritmo adaptativo
posee un buen desempeno en la resolucion numérica. Mas atin, resulta ser muy practico en la medicién
del error de discretizaciéon cuando no se dispone de informacion alguna acerca de la solucion real del
problema.

Dentro de una gran variedad de elementos a desarrollar en estudios posteriores, y que vayan en linea

con lo desarrollado en esta memoria, podemos mencionar:

e Si bien el aspecto numérico en los dos problemas fue realizado mediante los estimadores no
computables, en vista de los resultados obtenidos es posible inferir que el desempeno que este
realizaria podria llegar a ser bastante similar. En este caso se esperaria que la similitud entre
el estimador computable y el error de discretizaciéon sean mas parecidos en cuanto a la tasa de
convergencia, y que también posean un mayor grado de proximidad que aquel obtenido con el

estimador no computable.

No obstante no deja de ser un punto imporatante a desarrollar en un trabajo futuro. La razén

71
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principal es que el estimador computable del control 6ptimo posee dependencia del parametro «,
lo que permitiria a su vez analizar el caso en que dicho parametro es considerablemente pequeno,
lo cual es de interés en multiples ramas de la matematica, como lo son la teoria de control y

problemas inversos.

e Como se mencioné en el capitulo de introduccién, en la literatura existe una gran variedad
de esquemas estabilizados. En este estudio en particular se consideraron tan solo 2 esquemas
con distinto grado de complejidad. Més alla de llevar a cabo el andlisis sobre otro esquema
de elementos finitos (inf - sup estable o estabilizado) seria més interesante ain mencionar que

ventajas posee cada uno de estos y bajo que contexto seria factible implementarlos.
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