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Alejandro Allendes

Enrique Otárola
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Resumen

En este trabajo se construyen estimadores de error a posteriori para un problema de control óptimo

con restricciones en EDP. Parte de la restricción corresponde al problema de Stokes, por lo que se

comienza por estudiar dicha temática y algunos resultados principales, como lo son su formulación

mixta y restringida, existencia y unicidad, los esquemas de discretización por elementos finitos (inf

- sup estables y estabilizados) y el correspondiente análisis de error a posteriori. De esto último se

derivan 2 tipos de estimadores de error: computables y no computables.

Posteriormente se estudia el problema de control óptimo y, siguiendo los mismos pasos para abordar

el problema de Stokes, se elaboran estimadores de error a posteriori, también del tipo computables y

no computables, sobre la discretización del sistema de optimalidad obtenido.

Para cada problema se evalúa el desempeño del estimador no computable y se compara con el error de

discretización, mediante una cierta norma. A su vez se elabora un algoritmo adaptativo de resolución

que permite refinar el mallado del dominio bajo un criterio basado en el estimador de error.

v
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4.1. Presentación del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Caṕıtulo 1

Introducción

El propósito de este trabajo es construir y analizar estimadores de error a posteriori para un problema

de control óptimo con restricciones, el cual involucra el problema de Stokes como ecuación de estado.

Para precisar, dado Ω ⊂ R

d, con d ∈ {2, 3}, un dominio abierto y acotado, cuya frontera ∂Ω es Lipschitz

con forma poligonal, y dadas f ,yΩ ∈
[

L2(Ω)
]d

y un parámetro de regularización α > 0, se define el

funcional J por

J(y,u) :=
1

2

ˆ

Ω

‖y − yΩ‖2
R

d dx+
α

2

ˆ

Ω

‖u‖2
R

d dx,

donde ‖.‖
R

d corresponde a la norma euclideana en R

d.

El problema de optimización con restricciones en EDP corresponde a: Hallar la tupla ((y, p),u) tal

que resuelve

mı́n J(y,u) (1.1)

sujeto a la ecuación de Stokes



















−ν∆y+∇p = f + u, en Ω,

∇ · y = 0, en Ω,

y = 0, en ∂Ω,

(1.2)

y a la restricción de caja

ua ≤ u ≤ ub c.t.p. en Ω. (1.3)

La restricción (1.3) corresponde a una desigualdad vectorial, la cual se entiende que aplica componente

a componente. A su vez el parámetro ν es una constante positiva.

En este contexto, una alternativa usual para aproximar la solución del problema (1.1) - (1.3) se basa

en la estrategia de optimizar y luego discretizar. Esta técnica discretiza un sistema de optimalidad

1
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asociado al problema, el cual se encuentra conformado por: la ecuación de estado, la ecuación adjunta

y la desigualdad variacional que caracteriza el control óptimo u. Algunos métodos de resolución se

encuentran en el Cap̀ıtulo 4 y 5 del texto [13] y en [18].

Ahora bien, los esquema de discretización del problema (1.1) - (1.3) pueden obtenerse en forma sencilla

haciendo uso del método de discretización por diferencias finitas. Una descripción clara de este proce-

dimiento se detalla, para el problema de Poisson, en la Sección 2.12.3 del texto [28]. Otra opción es

hacer uso del método de elementos finitos, en base a la formulación débil de cada ecuación, definiendo

una partición P del dominio Ω conformada por elementos K, tal como se lleva a cabo en el trabajo

[24], donde además se obtienen algunas estimaciones a priori sobre la aproximación mediante estos

esquemas.

Sin embargo, para esta última alternativa, existen 2 problemáticas provenientes del sistema (1.2):

1) La condición inf - sup sobre la formulación mixta del problema [16, 17], lo que restringe la elección

del esquema de elementos finitos.

2) Los problemas de capa ĺımite que se obtienen cuando el parámetro ν es considerablemente pe-

queño, lo cual genera la presencia de oscilaciones y singularidades geometricas en la solución

numérica, tanto en los bordes del dominio como en su interior.

Una primera alternativa es la implementación de esquemas de elementos finitos estabilizados, los cuales,

a diferencia de un esquema estándar, permiten prescindir de la condición inf - sup y a su vez poseen la

ventaja de permitir el trabajo con subespacios de discretización de bajos ordenes. Esto conlleva a una

disminución considerable de los costos computacionales. En [23] se encuentra una extensa revisión de

éstos.

No obstante, esto no basta para solventar la problemática descrita en el punto 2). Es por esto que se

propone incorporar, adicionalmente, una estrategia que permita solventar las discrepancias generadas

en determinados elementos K del mallado. Lo anterior motiva el uso de lo que denominaremos como

métodos de elementos finitos adaptativos (AFEMs por sus siglas en inglés).

Un AFEM es un método iterativo que mejora la calidad de la solución obtenida mediante un esquema de

elementos finitos. El principal ingrediente es lo que se denomina estimador de error a posteriori, el cual

se construye en base al análisis de error a posteriori. Esta técnica posee sólidos fundamentos en la teoŕıa

de elementos finitos estándar sobre problemas eĺıpticos [1, 29] y ha sido aplicada exitosamente sobre el

mismo problema de Stokes [2]. Sin embargo no existe aún una teoŕıa unificada para problemas de control

óptimo con restricciones en EDP. La principal dificultad radica en las no linealidades generadas por las

restricciones sobre el control. Un intento por unificar los resultados disponibles ha sido desarrollado en

el trabajo [20], donde el autor deriva una relación importante entre el error del control optimal y los



Caṕıtulo 1 3

estimadores, bajo ciertos supuestos, para problemas asociados con la ecuación de estado y la ecuación

adjunta.

En este trabajo se desarrollará el análisis que permitirá construir 2 tipos de estimadores de error,

computables y no computables, tanto para el problema de Stokes como para el problema de control

óptimo. A lo largo del trabajo se establecerán los supuestos necesarios para obtener estimadores global-

mente confiables, esto es, se probará que forman parte de una cota inferior para el error como también

de una cota superior. Esto permite, entre otras cosas, comparar las propiedades de convergencia entre

el error de aproximación con la del estimador. Por último, en base al estimador se obtendrá un método

iterativo de adaptatividad, el cual permitirá determinar en cuales elementos K de la partición P se

concentra mayormente el error. En base a esto último es posible generar una nueva partición donde

sólo se refinan aquellos elementos que satisfagan un cierto criterio basado en el estimador.

La metodoloǵıa de estudio es la siguiente: en el Caṕıtulo 2 se introducirá la notación a utilizar (espacios

de funciones y de elementos finitos), junto con algunos resultados de la teoŕıa de EDP y de optimización.

En el Caṕıtulo 3 se presentará el modelo de Stokes y se estudiarán algunos resultados de existencia y

unicidad y su discretización por elementos finitos, dejando de lado los detalles de las demostraciones,

para luego ahondar en el análisis de error a posteriori. Ésto último conformará el pilar fundamental

para llevar a cabo, en el Caṕıtulo 4, el mismo análisis que nos permitirá obtener estimadores de error

a posteriori sobre el problema de control óptimo, luego de entregar algunos resultados teóricos como

existencia y unicidad y condiciones de optimalidad. Tanto el Caṕıtulo 3 como el Caṕıtulo 4 concluyen

con una sección de simulaciones numéricas, donde se evalúa el desempeño de los estimadores de error

no computables frente a la convergencia del error de aproximación. Finalmente, en el Caṕıtulo 5 se

darán las conclusiones del trabajo realizado, donde a su vez se entregarán algunos trabajos futuros que

pueden desarrollarse en ĺınea con el estudio realizado.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo es presentar elementos básicos empleados en la teoŕıa de optimización

y ecuaciones diferenciales parciales, tales como espacio de funciones y diferenciabilidad. A su vez

se introducirá gran parte de la notación que se utilizará a lo largo de este trabajo. Por último se

presentarán algunos resultados preliminares que serán usados a lo largo de este trabajo.

2.1. Espacios de funciones

Sea U un dominio abierto y acotado de Rd (d = 2, 3), con frontera ∂U y clausura U . Se denota por

L2(U) el espacio de Lebesgue usual constituido por funciones que son cuadrado - integrables en U .

L2
0(U) representa el subespacio de L2(U) en el cual las funciones poseen valor medio nulo en U . H1(U)

corresponde al espacio de Sobolev usual y H1
0 (U) a su subespacio en el cual las funciones poseen traza

nula en ∂U . H−1(U) representa el espacio dual de H1
0 (U). Para entender más en detalle estos tópicos

se sugiere revisar los textos [10] y [25].

Los espacios de funciones a valores vectoriales, y vectores en general, se encuentran resaltados en

negrita, y para denotar espacios de funciones a valores matriciales, y matrices en general, se incluye

además un doble tilde debajo. En particular los espacios
[

L2(Ω)
]d

y
[

L2(Ω)
]d×d

se denotan por L2(Ω) y

L
≈

2(Ω), respectivamente. De manera similar se introduce la notación H1(Ω) para el espacio de Sobolev

usual conformado por funciones vectoriales.

Para cualquier par de funciones escalares u y v, se definen los operadores gradiente y laplaciano,

respecto a la variable x = (x1, . . . , xd), como

∇v =

(

∂v

∂x1
, . . . ,

∂v

∂xd

)

y ∆v =
∂2v

∂x21
+ · · ·+ ∂2v

∂x2d
,

5
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respectivamente.

Se definen el producto interno y norma en L2(U) como

(u, v)L2(U) :=

ˆ

U

uv dx y ‖v‖L2(U) :=
(

(u, u)L2(U)

)1/2

, (2.1)

respectivamente. De la misma forma se definen el producto interno y la norma en L2(∂U) como

(u, v)L2(U) :=

ˆ

∂U

uv ds y ‖v‖L2(∂U) :=
(

(u, u)L2(∂U)

)1/2

, (2.2)

respectivamente.

Para funciones con valores vectoriales u = (u1, . . . , ud) y v = (v1, . . . , vd) se definen su divergencia y

gradiente como

div u = ∇ · u =
∂u1
∂x1

+ · · ·+ ∂ud
∂xd

y ∇u =













∂u1
∂x1

· · · ∂u1
∂xd

...
. . .

...
∂ud
∂x1

· · · ∂ud
∂xd













,

respectivamente.

En este caso el producto interno y norma en L2(U) se definen como

(u,v)L2(U) :=

ˆ

U

u · v dx y ‖u‖L2(U) :=
(

(u,u)L2(U)

)1/2
, (2.3)

respectivamente. De manera similar se define lo anterior en L2(∂U).

Por último, para funciones matriciales u
≈

= (uij) y v
≈

= (vij), se define su divergencia como

div
≈

u
≈

=













∂u11
∂x1

+ · · ·+ ∂u1d
∂xd

...
∂ud1
∂x1

+ · · ·+ ∂udd
∂xd













y su producto interno y norma en L
≈

2(U) como

(u
≈

,v
≈

)L
≈

2(U) =

d
∑

i,j=1

ˆ

U

uijvij dx y ‖u
≈

‖L
≈

2(U) :=

(

(u
≈

,u
≈

)L
≈

2(U)

)1/2

, (2.4)

respectivamente. De manera similar se definen el producto interno y la norma matricial en L
≈

2(∂U).

En este estudio se trabajará con una norma de tipo enerǵıa, denotada por |||(., .)|||2U . Dicha norma,
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dadas dos funciones w ∈H1(U) y w ∈ L2(U), se calcula como:

|||(w, w)|||2U := |||w|||2V ,U + |||w|||2Q,U , (2.5)

siendo |||w|||V ,U :=
√
ν‖∇w‖L

≈

2(U) y |||w|||Q,U := ρ‖w‖L2(U), donde ν y ρ son constantes positivas a

definir.

2.2. Diferenciabilidad

Dados dos espacios de Banach {X, ‖.‖X} , {Y, ‖.‖Y } y un mapeo F : O ⊂ X → Y , con O abierto, se

denota por δF (u)h la derivada direccional de F en el elemento u y en la dirección h, definida por la

expresión:

δF (u)h := ĺım
t→0+

F (u+ th)− F (u)
t

. (2.6)

Si el ĺımite existe para toda h ∈ O, entonces el mapeo h 7→ δF (u)h se denomina la primera variación

de F en u. Si además existe un operador lineal continuo A : X → Y tal que δF (u)h = A(h), entonces

dicho operador se define como la derivada de Gâteaux de F en u, denotada por A := DF (u).

Cuando el operador A es tal que se cumple la relación:

ĺım
‖h‖X→0

‖F (u+ h)− F (u)−A(h)‖Y
‖h‖X

= 0, (2.7)

entonces se denomina la derivada Fréchet de F en u. Si dicha derivada existe, entonces A coincide con

la derivada Gâteaux. Sin embargo, no siempre hay igualdad en el otro sentido. Una condición suficiente

para que la derivada Gâteaux coincida con la derivada Fréchet es que el ĺımite en la relación (2.7) sea

uniforme respecto a h, con ‖h‖X = 1, o que A sea continuo en X (Ver Caṕıtulo 4 del texto [7]).

2.3. Nomenclatura de elementos finitos

A continuación se entregará la notación a utilizar en aquellas secciones que involucren el uso de ele-

mentos finitos.

En adelante Ω ⊂ R

d corresponde a un politopo, con frontera ∂Ω, y P a una partición regular de Ω

conformada por elementos K, correspondientes a triángulos (2D)/tetrahedros (3D) con lado (2D)/cara

(3D) γ, en el sentido clásico de Ciarlet (ver Caṕıtulo 2 del texto [11]).

Dada una partición P, se denota por:

• E : conjunto de todos los lados/caras;

• EI ⊂ E : conjunto de lados/caras presentes en el interior de Ω;
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• EΓ ⊂ E : conjunto de lados/caras presentes en la frontera de Ω;

• V : ı́ndice del conjunto {xn}n∈V de todos los vértices de cada elemento;

• Ωn = {K ∈ P : xn ∈ K, con n ∈ V fijo} : patch constituido por elementos K cuyo vértice en

común es xn;

• En = {γ ∈ E : xn ∈ γ, con n ∈ V fijo}: patch constituido por lados/caras cuyo vértice en común

es xn;

• λn: función lineal definida en P y que es nula en todo vértice excepto en xn, i.e.:

λn(xm) = δn,m, n,m ∈ V ,

donde δn,m denota la función Delta de Kronecker.

Se definen a su vez las funciones vectoriales λ(1)
n y λ

(2)
n en R

2, como:

λ
(1)
n = (λn, 0) ; λ

(2)
n = (0, λn) ,

De manera similar es posible dar con una definición de λ
(j)
n en R

3, para cada j = 1, 2, 3.

Para un elemento K ∈P denotamos por:

• Pl(K) : espacio de polinomios, definidos en K, de grado a lo sumo l;

• EK ⊂ E : conjunto de lados/caras individuales del elemento K;

• VK : ı́ndices del conjunto {xn}n∈VK de vértices terminales del elemento K;

• ΩK = {K ′ ∈P : EK ∩ EK′ 6= ∅};

• Ω̂K = {K ′ ∈P : K ∩K ′ 6= ∅};

• Ω̃K = {K ′ ∈P : EK′ ∩ EK′′ 6= ∅, con K ′′ ∈ Ω̂K};

• |K| : área/volumen del elemento K;

• hK : diámetro del elemento K;

• nK
γ : vector normal unitario exterior al lado/cara γ ∈ EK ;

• v|K : restricción de la función v sobre el elemento K;
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• vK : valor medio de la función v sobre K, i.e.:

vK =
1

|K|

ˆ

K

v dx.

Para una función vectorial denotamos por vK = (v1K , . . . , vdK ).

Para un lado/cara γ ∈ E sea:

• Pl(γ) : espacio de polinomios, definidos en γ, de grado a lo sumo l;

• Vγ : ı́ndices del conjunto {xn}n∈Vγ de vértices terminales pertenecientes a γ;

• Ωγ = {K ∈P : γ ∈ EK};

• |γ| : longitud/área del elemento γ;

• v|γ : restricción de la función v sobre γ;

• vγ : valor medio de la función v sobre γ, i.e.:

vγ =
1

|γ|

ˆ

γ

v ds.

Para una función vectorial denotamos vγ =
(

v1γ , . . . , vdγ

)

.

En este trabajo se hará uso de una cierta constante C para establecer cotas superiores. Cada vez que se

haga uso de ésta se aludirá al hecho de que la estimación correspondiente no depende de los parámetros

caracteŕısticos de cada elemento K o de sus lados, tales como el área |K| o el diámetro hK , ni de los

parámetros f́ısicos del problema en cuestión, tales como ν y ρ.

2.4. Resultados preliminares

Para cerrar este caṕıtulo se presentarán algunos resultados que serán usados recurrentemente.

Se define ΠK,l : L
2(K)→ Pl(K) el operador proyección caracterizado por:

(φ−ΠK,l(φ), p)L2(K) = 0, ∀ p ∈ Pl(K). (2.8)

Se denota por ΠK,l a su contraparte vectorial.

Teorema 2.4.1 (Constante de Poincaré óptima. Ver [9, 22]): Sea K ∈P. Entonces:

‖v − vK‖L2(K) ≤
hK
π
‖∇v‖L

≈

2(K), ∀ v ∈H1(K). (2.9)
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Teorema 2.4.2 (Desigualdad de Poincaré. Ver Caṕıtulo 7, Teorema 7.5 de [25]): Sea Ω ⊂ R

d un

dominio abierto y acotado. Entonces existe una constante CΩ > 0 tal que, para cada función v ∈
H1

0(Ω):

‖v‖L2(Ω) ≤ CΩ‖∇v‖L
≈

2(Ω). (2.10)

Otro elemento a utilizar para el estudio de estimadores de error son las denominadas funciones burbuja,

definidas por

βK =
∏

n∈VK

λn ; βγ =
∏

n∈Vγ

λn. (2.11)

Dichas funciones se caracterizan por preservar la norma de ciertas funciones, tal como se menciona en

los siguientes resultados.

Teorema 2.4.3 Para toda función p ∈ Pl(K), con l ≥ 0, existe una constante C, independiente de p

y hK , tal que:

‖βKp‖L2(K) ≤ ‖p‖L2(K) ≤ C‖β1/2
K p‖L2(K) (2.12)

y

‖∇(βKp)‖L2(K) ≤ Ch−1
K ‖p‖L2(K). (2.13)

Teorema 2.4.4 Para toda función p ∈ Pl(γ), con l ≥ 0, existe una constante C, independiente de p

y hK , tal que:

‖βγp‖L2(γ) ≤ ‖p‖L2(γ) ≤ C‖β1/2
γ p‖L2(γ) (2.14)

y

h
−1/2
K ‖βγp‖L2(K) + h

1/2
K ‖∇(βγp)‖L2(K) ≤ Ch−1

K ‖p‖L2(γ). (2.15)

Los resultados anteriores aplican del mismo modo para funciones vectoriales. Los detalles de éstos

pueden revisarse en el Caṕıtulo 2, Sección 2.3.1 del texto [1], y en el Caṕıtulo 10, Sección 10.1.1 del

texto [16].
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Ecuación de Stokes

En este caṕıtulo se presentará la ecuación de Stokes y su correspondiente formulación variacional. Pos-

teriormente mencionaremos algunos resultados de existencia y unicidad de soluciones para el problema

débil obtenido, omitiendo los detalles de las demostraciones. Por último se presentará otra formulación

variacional y algunos resultados relevantes. Ésta última nos será de gran importancia para dar con la

existencia de soluciones del problema de control óptimo (Sección 4.1.1).

3.1. Modelo

Dada una función vectorial f = (f1, . . . , fd) ∈ L2(Ω) y una constante ν ∈]0, 1], la ecuación de Stokes

se escribe, en forma vectorial, como sigue:



















−ν∆y+∇p = f, ∀ x ∈ Ω,

∇ · y = 0, ∀ x ∈ Ω,

y = 0, ∀ x ∈ ∂Ω.
(3.1)

La primera ecuación se denomina la ecuación de momentum, mientras que la segunda corresponde a

la ecuación de conservación de masa. En este caso se hace uso de un abuso de notación para denotar

el laplaciano de la función vectorial y, de modo que: ∆y = (∆y1, . . . ,∆yd).

El sistema permite modelar el comportamiento de un fluido incomprensible, a bajas velocidades, a lo

largo de un dominio Ω. El objetivo del problema es hallar un campo de velocidad y del fluido, junto con

la presión escalar asociada p, cuando en él interactúa una fuerza externa f y existen ciertas condiciones

de frontera.

11
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3.2. Problema débil: formulación mixta

Consideremos las formas bilineales continuas a : H1
0(Ω) ×H1

0(Ω) → R y b : H1
0(Ω) × L2(Ω) → R

definidas de la siguiente manera:

a : (y,v) 7→ a(y,v) = ν(∇y,∇v)L
≈

2(Ω),

b : (v, p) 7→ b(v, p) = −(p,∇ · v)L2(Ω).

La formulación variacional o problema débil del sistema (3.1) consiste en:



















Hallar (y, p) ∈H1
0(Ω)× L2(Ω) tal que :

a(y,v) + b(v, p) = (f,v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω),

b(y, q) = 0, ∀ q ∈ L2(Ω).

(3.2)

La deducción del sistema se puede ver en el Caṕıtulo 4, Sección 4.1.2 del texto [16].

Notemos que si (y, p) ∈H1
0(Ω)×L2(Ω) fuese solución del problema (3.2), entonces, para una constante

c ∈ R arbitraria se tendŕıa que (y, p+ c) seŕıa otra solución. Esto indica que el problema no garantiza

unicidad de soluciones para dicha elección de espacios. Lo anterior sugiere restringir el espacio asociado

a la presión. Una elección natural resulta ser el espacio cuociente L2(Ω)/R compuesto por clases de

equivalencia v̂ de funciones en L2(Ω), cuyos elementos son de la forma v + c, con c ∈ R. La norma en

este espacio, denotada por ‖.‖L2(Ω)/R, viene dada por:

‖v̂‖L2(Ω)/R = ı́nf
c∈R
‖v + c‖L2(Ω).

Se puede probar que dicho espacio es isomorfo al espacio L2
0(Ω), con la norma usual de L2, mencionado

en la sección de preliminares (Ver Caṕıtulo 2, Sección 2.2 del texto [17]).

Aśı, la formulación débil de Stokes a estudiar es la siguiente:



















Hallar (y, p) ∈H1
0(Ω)× L2

0(Ω) tal que :

a(y,v) + b(v, p) = (f,v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω),

b(y, q) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω).

(3.3)

La formulación de este problema se suele denominar formulación mixta del problema de Stokes.
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3.2.1. Existencia y unicidad de soluciones

A continuación daremos a conocer condiciones necesarias y suficientes para probar que el sistema (3.3)

constituye un problema bien puesto en el sentido de Hadamard. Esto es: existe una, y solo una solución

y ésta depende continuamente de los datos del problema . Para esto se analizá el problema débil en

un contexto más abstracto.

Sean X y M espacios de Banach reflexivos y f ∈ X ′. Consideremos a : X ×X → R y b : X ×M → R

dos formas bilineales continuas. El problema a investigar consiste en:



















Hallar y ∈ X y p ∈M tales que :

a(y, v) + b(v, p) = f(v), ∀ v ∈ X,
b(y, q) = 0, ∀ q ∈M.

(3.4)

O bien, en términos de operadores:



















Hallar y ∈ X y p ∈M tales que :

Ay +B∗p = f,

By = 0,

(3.5)

donde A y B son tales que: A : X → X ′ y B : X →M ′, los cuales se describen mediante la relación:

〈Ay, v〉X′,X = a(y, v) ; 〈Bv, p〉M ′,M = b(v, q).

A su vez B∗ :M =M ′′ → X corresponde al operador adjunto, es decir, aquel que satisface la relación:

∀ v ∈ X, ∀ w′ ∈M ′, 〈w′, Bv〉M,M ′ = 〈B∗w′, v〉M ′,M .

El sistema (3.5) se denomina problema de punto silla. Corresponde a una condición de optimalidad

de un problema de optimización con restricciones de igualdad, la cual se obtiene a partir del uso de

lagrangianos.

Denotemos por Ker(B) = {v ∈ X : ∀ q ∈ M, b(v, q) = 0}. El siguiente resultado entrega condiciones

necesarias y suficientes para la existencia de soluciones.

Teorema 3.2.1 Bajo las hipótesis descritas en el marco de referencia, el problema (3.4) está bien

puesto si y solo si se satisfacen las 3 condiciones siguientes:

1) Existe α > 0 tal que: ı́nf
y∈Ker(B)

sup
v∈Ker(B)

a(y, v)

‖y‖X‖v‖X
≥ α.

2) Para cada v ∈ Ker(B), si a(y, v) = 0, para todo y ∈ Ker(B), entonces v = 0.
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3) Existe β > 0 tal que: ı́nf
q∈M

sup
v∈X

b(v, q)

‖v‖X‖q‖M
≥ β.

Más aún, existen c1, c2 constantes positivas tales que:

‖y‖X ≤ c1‖f‖X′ ; ‖p‖M ≤ c2‖f‖X′ .

La demostración del resultado anterior se encuentra en el Caṕıtulo 2, Sección 2.4.1, Teorema 2.34 del

texto [16].

�

La condición 3) del teorema suele denominarse condición inf - sup, siendo β la constante inf - sup

asociada.

El problema débil de Stokes constituye justamente un caso particular del problema (3.4). Más aún, es

posible verificar que se cumplen las hipótesis del Teorema 3.2.1 en la formulación mixta (Ver Caṕıtulo

4, Sección 4.12, Teorema 4.3 del texto [16]).

3.3. Problema débil: formulación restringida

Una formulación alternativa del problema débil consiste en incluir la restricción sobre la divergencia

de y en el espacio de soluciones.

SeaX =
{

v ∈H1
0(Ω) : ∇ · v = 0

}

. El espacio en cuestión constituye el núcleo del operador divergencia,

i.e. X = Ker(∇·), por lo cual es un subespacio cerrado de H1
0(Ω).

Luego la formulación restringida del problema débil consiste en:







Hallar y ∈ X tal que:

a(y,v) = (f,v)L2(Ω), ∀ v ∈X .
(3.6)

Este problema, a diferencia del anterior, no entrega directamente, como solución, una presión p, debido

a que la forma b se anula en cada elemento de este espacio.

La existencia y unicidad de soluciones para el problema (3.6) viene garantizada gracias a las hipótesis

del teorema de Lax - Milgram. Más aún, es posible establecer un nexo entre la formulación mixta y la

formulación restringida mediante el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 Sea y ∈H1
0(Ω). Son equivalentes:

1) Existe p ∈ L2
0(Ω) tal que el par (y, p) resuelve (3.3).

2) y resuelve (3.6).
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El resultado anterior es consecuencia del Teorema de Rham (Apéndices, Sección B, Teorema B.73 del

texto [16]).

La formulación restringida es de mayor interés en el aspecto teórico del problema. Sin embargo los

esquemas de elementos finitos derivados de dicha formulación resultan ser más complicados de imple-

mentar computacionalmente, puesto que para ello se requiere incorporar la restricción de divergencia

nula sobre los subespacios discretos a utilizar.

3.4. Aproximación mediante el método de elementos finitos

Sea P una partición del dominio Ω, descrita al comienzo de la Sección 2.3. Dados l, s ∈ N ∪ {0},
detonamos por V l(P) y Qs(P) dos subespacios cerrados, de dimensión finita, de H1

0(Ω) y L2
0(Ω),

respectivamente. Dichos subespacios se encuentran conformados por funciones del tipo polinomial sobre

cada elemento K ∈P.

Para el problema de Stokes existen dos tipos de esquemas de elementos finitos de mayor interés:

esquemas inf - sup estables y esquemas estabilizados. A continuación se describirán cada uno de estos.

3.4.1. Esquemas de elementos finitos inf - sup estables

La estructura de este problema es la siguiente



















Hallar (yh, ph) ∈ V l(P)×Qs(P) tal que :

a(yh,vh) + b(vh, ph) = (f ,vh)L2(Ω), ∀ vh ∈ V l(P),

b(yh, qh) = 0, ∀ qh ∈ Qs(P).

(3.7)

La principal caracteŕıstica de un esquema inf - sup estable es que se satisfacen las mismas condiciones

del Teorema 3.2.1, con lo cual el sistema (3.7) constituye un problema bien puesto.

Un ejemplo de éste es el denominado esquema de Taylor - Hood (Caṕıtulo 4, Sección 4.2.5 del texto

[16]), en el cual los espacios discretos vienen dados por:

V 2(P) := {v ∈ C(Ω) : v|K ∈ [P2(K)]
d
, ∀ K ∈P} ∩H1

0(Ω),

Q1(P) := {q ∈ C(Ω) : q|K ∈ P1(K), ∀ K ∈P} ∩ L2
0(Ω).
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3.4.2. Esquemas de elementos finitos estabilizados

En este caso el esquema discreto se formula de la siguiente manera:



















Hallar (yh, ph) ∈ V l(P)×Qs(P) tal que :

a(yh,vh) + b(vh, ph) + S (yh, ph, f;vh) = (f ,vh)L2(Ω), ∀ vh ∈ V l(P),

b(yh, qh) + H (yh, ph, f, qh) = 0, ∀ qh ∈ Qs(P),

(3.8)

donde S y H corresponden a los términos estabilizantes asociados a la ecuación de conservación de

momentum y a la ecuación de conservación de masa, respectivamente.

La idea básica de los esquemas estabilizados es dejar a un lado el requerimiento inf-sup, el cual impone

restricciones en la elección de espacios, y aśı poder trabajar con espacios de bajo orden polinomial. A

diferencia del esquema anterior, si ambos términos son cero se tiene un problema mal puesto, debido

que no se satisfacen todas las condiciones del Teorema 3.2.1 (por lo general la tercera). Dentro de las

principales razones se encuentran: la constante inf - sup es 0; el subespacio asociado a la presión es más

grande que aquel asociado a la velocidad; la constante inf - sup no es homogénea respecto al mallado

P, entre otras. Situaciones como estas se encuentran explicadas en el Caṕıtulo 4, Sección 4.2.3 del

texto [16].

Supuesto 3.4.1 Para este trabajo, los esquemas estabilizados a considerar deben satisfacer tres con-

diciones sobre el término estabilzante S :

1) Para cada K ∈ P, existe una contribución local SK(yh, ph, f ;vh) de modo que S se puede

escribir como

S (yh, ph, f ;vh) =
∑

K∈P

SK(yh, ph, f ;vh), (3.9)

para toda función vh ∈ V l(P). Si vh corresponde a una función lineal λ(j)
n (j = 1, . . . , d),

descrita en la Sección (2.3), entonces S se escribe como

S (yh, ph, f ;λ
(j)
n ) =

∑

K∈Ωn

SK(yh, ph, f ;λ
(j)
n ), ∀j = 1, . . . , d. (3.10)

2) Para cada K ∈P y para todo n ∈ VK , la contribución local SK satisface:

SK(yh, ph, f ; c) = 0, ∀ c ∈ Rd (3.11)
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3) Para cada K ∈P, la contribución local SK satisface:

|SK(yh, ph, f ;λ
(j)
n )|2 ≤

∑

T∈Ωn

CS ,Th
d−2
T

(

ν‖∇ · yh‖L2(T ) + h2T ‖ΠT,1(f)− f‖L2(T )

+h2T‖ΠT,1(f) + ν∆yh −∇ph‖2L2(T )

+
∑

γ∈ET∩EI

hT ‖Jν∇yhnγ − phnγK‖L2(γ)

)

,

(3.12)

con j = 1, . . . , d, donde

J∇yhnγ − phnγK := ∇yh|KnK
γ − ph|KnK

γ +∇yh|K′nK′

γ − ph|K′nK′

γ

para cada lado γ ∈ EK ∩ EK′ (K 6= K ′). Dicho término corresponde al salto generado entre un

elemento K y su elemento vecino K ′. A su vez la constante CS ,T depende de los parámetros de

estabilización y de las caracteŕısticas f́ısicas del problema.

Nuestro interés se centra en el uso de 2 esquemas estabilizados en particular:

1) RELP (Residual Local Projection. Ver [6])

En este caso la expresión de cada termino estabilizante corresponde a:

S (yh, ph, f ;vh) =
∑

K∈P

τK(f − ν∆yh +∇ph, ν∆yh)L2(K)

+
∑

γ∈EI

τγ (Jν∇yhnγ − phnγK, Jν∇vhnγK)
L2(γ)

y

H (yh, ph, f ; qh) =
∑

K∈P

τK(f −∆yh +∇ph,∇qh)L2(K)

+
∑

γ∈EI

τγ (Jν∇yhnγ − phnγK, JqhnγK)
L2(γ) .

Los parámetros de estabilización están dados por

τK = a1
h2K
ν

y τγ = a2
|γ|
ν
,

siendo a1, a2 constantes positivas.
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2) LPS (Local Projection Stabilization. Ver [8] y el Caṕıtulo 3, Sección 3.1 del texto [23])

Los términos estabilizantes para este esquema corresponden a:

S (yh, ph, f;vh) = 0

y

H (yh, ph, f; qh) =
∑

K∈P

δK(f − ν∆yh +∇ph,∇qh)L2(K) +
∑

γ∈EI

τγ (JphnγK, JqhnγK)
L2(γ) ,

donde τγ = |γ|, mientras que δK se escoge de tal modo satisfaga ciertas restricciones definidas

por el usuario. Una elección usual es δK = mı́n{hK , ν−1h2K}.

En ambos esquemas es posible considerar los siguientes espacios de discretización:

V 1(P) := {v ∈ C(Ω) : v|K ∈ [P1(K)]d , ∀ K ∈P} ∩H1
0(Ω),

Q0(P) := {q : Ω→ R : q|K ∈ P0(K), ∀ K ∈P} ∩ L2
0(Ω).

También es posible emplear el subespacio Q1(P) en vez de Q0(P).

Observación 3.4.2 Claramente el esquema LPS satisface las condiciones (3.9) - (3.12), tomando

SK ≡ 0, para cada K ∈P. En el caso del esquema RELP basta tomar la contribución SK dada por

SK(yh, ph, f ;vh) :=
∑

γ∈EK∩EI

τγ(Jν∇yhnγ − phnγK,∇vh|KnK
γ )L2(γ)

para cada K ∈P.

Supuesto 3.4.3 En lo que sigue, cada vez que se haga mención del uso del esquema RELP o del

esquema LPS supondremos que se estará utilizando los subespacios V 1(P) y Q0(P) como subespacios

de discretización.

3.5. Análisis del error a posteriori

Dado un esquema de elementos finitos (inf - sup estable o estabilizado) del problema de Stokes, la idea

es construir estimadores de error a posteriori, que dependan de la solución discreta y del tamaño de

cada elemento K, los cuales cumplan con: constituir una cota expĺıcita del error de discretización y

dar cuenta de la proximidad entre la solución discreta y la solución real.
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Dicho de otro modo, se desea obtener un estimador del error η, de tal modo que se satisfaga una

relación del estilo:

|||(y − yh, p− ph)|||Ω ≤ η(yh, ph, f ,P) =

(

∑

K∈P

η2K

)1/2

,

donde las funciones ηK son conocidas como indicadores del error.

Sean (y, p) ∈ H1
0(Ω) × L2

0(Ω) y (yh, ph) ∈ V l(P) × Qs(P) los pares solución del problema débil

mixto (3.3) y del esquema discreto (3.7) (o (3.8)), respectivamente. Definimos por (ey, ep) el error de

discretización de la siguiente manera:

ey := y− yh ; ep := p− ph.

A partir del problema débil y el problema discreto, tomando una función v ∈ H1
0(Ω) fija, y usando

integración por partes se obtiene

a(ey,v) + b(v, ep) = ν(∇ey,∇v)L
≈

2(Ω) − (ep,∇ · v)L2(Ω)

= (f ,v)L2(Ω) − ν(∇yh,∇v)L
≈

2(Ω) + (ph,∇ · v)L2(Ω)

=
∑

K∈P



(f+ ν∆yh −∇ph,v)L2(K) −
∑

γ∈EK∩EI

(Jν∇yhnγ − phnγK,v)L2(γ)



 .

Por último, haciendo uso de la proyección ortogonalΠK,1, mencionada en la Sección 2.4, se tiene como

resultado la siguiente ecuación del error:

a(ey,v) + b(v, ep) =
∑

K∈P

(

(f−ΠK,1(f),v)L2(K) + (ΠK,1(f) + ν∆yh −∇ph,v)L2(K)

−
∑

γ∈EK∩EI

(Jν∇yhnγ − phnγK,v)L2(γ)

)

.
(3.13)

En base a esta última expresión es posible obtener distintas estimaciones de error. En este trabajo

se presentarán dos tipos: una de carácter expĺıcita, implementable computacionalmente, y otra de

carácter impĺıcita, donde intervienen constantes desconocidas.

3.5.1. Estimaciones completamente computables

A continuación presentaremos un análisis de error a posteriori, el cual permite construir estimadores

de error completamente computables. Éstos tienen la caracteŕıstica de no utilizar ningún tipo de inter-

polador, dentro del análisis de error. Primero se realizará un análisis de confiabilidad, y posteriormente

un análisis de eficiencia local.
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3.5.1.1. Análisis de Confiabilidad

Introduciremos dos conceptos que ayudarán al análisis del error. El primero es el conjunto de funciones
{

gγ,K ∈ [P1(γ)]
d
: K ∈P, γ ∈ EK

}

, denominadas flujos equilibrados (ver Caṕıtulo 6 del texto [1]), las

cuales supondremos que satisfacen las siguientes condiciones:

• Consistencia:

gγ,K + gγ,K′ = 0, si γ ∈ EK ∩ EK′(K 6= K ′). (3.14)

• Balance de primer orden:

(f , θ)L2(K) −BK((yh, ph), θ) +
∑

γ∈EK

(gγ,K , θ)L2(K) −SK(yh, ph, f ; θ) = 0, (3.15)

para todo θ ∈ [P1(K)]
d
y para todo K ∈P, donde

BK((yh, ph), θ) = ν(∇yh,∇θ)L
≈

2(K) − (ph,∇ · θ)L2(K). (3.16)

Notemos que en el caso en que el esquema utilizado sea inf - sup estable, el término

SK(yh, ph, f ; θ) es 0.

A su vez denotamos por RK y Rγ,K los denominados términos residuales, y por oscK los términos

oscilatorios en K, descritos por:



















oscK = f −ΠK,1(f), en K,

RK = ΠK,1(f) + ν∆yh −∇ph, en K,

Rγ,K = gγ,K − ν∇yh|KnK
γ + ph|KnK

γ , en cada γ ∈ EK ,
(3.17)

Con esto podemos reescribir la ecuación del error, descrita en (3.13), como

a(ey,v) + b(v, ep) =
∑

K∈P



(RK ,v)L2(K) +
∑

γ∈EK

(Rγ,K ,v)L2(γ) + (oscK ,v)L2(K)



 . (3.18)

El segundo concepto a introducir es la siguiente función: supondremos que existe una solución, lo

suficientemente suave, para el siguiente problema del tipo Neumann:







−div
≈

σ
≈
K = RK , en K,

σ
≈
KnK

γ = Rγ,K , en cada γ ∈ EK .
(3.19)

Este problema, bajo las condiciones de consistencia y balance de primer orden para los flujos, admite
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una solución expĺıcita en términos de las funciones lineales λn, y su construcción, para este problema,

se encuentra detallada en la Sección 6.5 del trabajo [2].

A través del uso de integración por partes se observa que

(σ
≈
K ,∇v)L

≈

2(K) = (−div
≈

σ
≈
K ,v)L2(K) +

∑

γ∈EK

(σ
≈
KnK

γ ,v)L2(γ)

= (RK ,v)L2(K) +
∑

γ∈EK

(Rγ,K ,v)L2(γ).

Usando esto último en (3.18) vemos que la ecuación del error se reescribe como

a(ey,v) + b(v, ep) =
∑

K∈P

(

(σ
≈
K ,∇v)L

≈

2(K) + (oscK ,v− vK)L2(K)

)

, (3.20)

donde usamos la propiedad de la proyección ortogonal:

(oscK ,v)L2(K) = (oscK ,v− vK)L2(K).

Para poder obtener una estimación de ey haremos uso de una descomposición ortogonal de su gradiente,

descrita en el siguiente resultado (ver [12, 15]).

Teorema 3.5.1 Para eV = y− yh, introducido al comienzo de la sección, existe una descomposición

de su gradiente, dada por:

∇ey = ∇ec + e
≈
nc, (3.21)

donde ec ∈ X corresponde al error conforme, el cual satisface:

(∇ec,∇vc)L
≈

2(Ω) = (∇ey,∇vc)L
≈

2(Ω), ∀ vc ∈X .

A su vez e
≈
nc constituye el error no conforme perteneciente al siguiente subespacio de L

≈

2(Ω):

Y
≈

=

{

w
≈

nc ∈ L
≈

2(Ω) : (w
≈

nc,∇vc)L
≈

2(Ω) = 0, ∀ vc ∈X

}

,

y se escribe como:

e
≈
nc = −qI

≈

+∇× s,

para alguna función q ∈ L2
0(Ω) y s ∈H1(Ω), donde I

≈

denota la matriz identidad de tamaño d× d.

Otra propiedad importante de esta descomposición viene dada por el siguiente teorema:
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Teorema 3.5.2 Para e
≈
nc ∈ Y

≈

, dado en el teorema anterior, existe una función w ∈ L2
0(Ω), tal que

(e
≈
nc,∇v)L

≈

2(Ω) = (w,∇ · v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω), (3.22)

i.e.: div
≈

e
≈
nc = ∇w. Dicha función w satisface a su vez:

‖w‖L2(Ω) ≤
1

β
‖e

≈
nc‖L

≈

2(Ω), (3.23)

donde β corresponde a la constante inf - sup del Teorema 3.2.1.

Tomando v = ec, dado por el error conforme del Teorema 3.5.1, en la ecuación (3.20) se obtiene

ν‖∇ec‖2L
≈

2(Ω) = |||ec|||
2
V ,Ω =

∑

K∈P

(

(σ
≈
K ,∇ec)L

≈

2(K) + (oscK , ec − (ec)K)L2(K)

)

.

Usando (2.9) y las desigualdades de Hölder y de Cauchy - Schwarz se tiene

|||ec|||2V ,Ω ≤
∑

K∈P

(

‖σ
≈
K‖L

≈

2(K) +
hK
π
‖oscK‖L2(K)

)

‖∇ec‖L
≈

2(K)

≤
(

∑

K∈P

(

‖σ
≈
K‖L

≈

2(K) +
hK
π
‖oscK‖L2(K)

)2
)1/2(

∑

K∈P

‖∇ec‖2L
≈

2(K)

)1/2

=

(

∑

K∈P

1

ν

(

‖σ
≈
K‖L

≈

2(K) +
hK
π
‖oscK‖L2(K)

)2
)1/2

|||ec|||V ,Ω.

En base a lo anterior se puede establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.5.3 Sea ec el error conforme en la descomposición ortogonal (3.21) de la velocidad. En-

tonces

|||ec|||2V ,Ω ≤ η2c =
∑

K∈P

η2c,K , (3.24)

donde ηc, que lo llamaremos estimador conforme, puede ser escrito en términos de los indicadores

conformes como

ηc,K :=
1√
ν

(

‖σ
≈
K‖L

≈

2(K) +
hK
π
‖oscK‖L2(K)

)

,

siendo σ
≈
K solución de (3.19).

Con respecto a la estimación del error no conforme, usando el hecho de que y ∈X y que existe w ∈ L2
0
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tal que satisface (3.22) y (3.23), y aplicando la desigualdad de Hölder, se tiene que

‖e
≈
nc‖2L

≈

2(Ω) = (e
≈
nc, e

≈
nc)L

≈

2(Ω) = (∇ey −∇ec, e
≈
nc)L

≈

2(Ω)

= (∇y−∇yh, e
≈
nc)L

≈

2(Ω) = −(∇yh, e
≈
nc)L

≈

2(Ω)

= −(w,∇ · yh)L2(Ω) ≤ ‖w‖L2(Ω)‖∇ · yh‖L2(Ω) ≤
1

β
‖e

≈
nc‖L

≈

2(Ω)‖∇ · yh‖L2(Ω).

Con esto podemos dar con el siguiente resultado.

Teorema 3.5.4 Sea e
≈
nc el error no conforme en la descomposición ortogonal (3.21) de la velocidad.

Entonces

‖e
≈
nc‖2L

≈

2(Ω) ≤ η2nc =
∑

K∈P

η2nc,K , (3.25)

donde ηnc, que lo llamaremos estimador no conforme, puede ser escrito en términos de los indicadores

no conformes como

ηnc,K :=
1

β
‖∇ · yh‖L2(K). (3.26)

Finalmente, por identidad pitagórica se concluye que:

|||ey|||2V ,Ω = |||ec|||2V ,Ω + ν‖e
≈
nc‖2L

≈

2(Ω) ≤ η2y, donde ηy :=
(

η2c + νη2nc
)1/2

.

En este caso denotamos por ηy,K :=
(

η2c,K + νη2nc,K
)1/2

, con lo cual η2y =
∑

K∈P

η2y,K .

Nos resta obtener un estimador de error para la presión.

Dada una función v ∈ H1
0(Ω), consideremos su descomposición ortogonal, ∇v = ∇vc + v

≈
nc, donde

v ∈ X y v
≈
nc ∈ Y

≈

. Notemos que:

∇ · v = tr(∇v) = tr
(

∇vc + v
≈
nc

)

= ∇ · vc + tr
(

v
≈
nc

)

,

donde tr(·) denota la traza de una matriz. A partir de esto último, junto con la condición inf - sup

sobre la forma b, se deduce que para toda función q ∈ L2
0(Ω):

β‖q‖L2(Ω) ≤ sup
v∈H1

0(Ω)

(q,∇ · v)L2(Ω)

‖∇v‖L2(Ω)

= sup
v∈H1

0(Ω)

(q, tr(v
≈
nc))L2(Ω)

(

‖∇vc‖2L2(Ω)
+ ‖v

≈
nc‖2L

≈

2(Ω)

)1/2
,
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con lo cual se sigue que

‖q‖L2(Ω) ≤
1

β
sup

v
≈

nc∈Y
≈

(q, tr(v
≈
nc))L2(Ω)

‖v
≈
nc‖L

≈

2(Ω)
. (3.27)

Por otro lado, recordemos la ecuación del error (3.20), la cual establece que

ν(∇ey,∇v)L
≈

2(Ω) − (ep,∇ · v)L2(Ω) =
∑

K∈P

(σ
≈
K ,∇v)L

≈

2(K) + (oscK ,v)L2(K).

Utilizando la descomposición ortogonal se sigue que:

−(ep, tr(v
≈
nc))L2(Ω) = −ν(∇ec,∇vc)L

≈

2(Ω) − ν(e
≈
nc,v

≈
nc)L

≈

2(Ω)

+
∑

K∈P

(σ
≈
K ,∇vc + v

≈
nc)L

≈

2(K) + (oscK ,v)L2(K).
(3.28)

A su vez notemos que el error conforme satisface

ν(∇ec,∇vc)L
≈

2(Ω) =
∑

K∈P

(σ
≈
K ,∇vc)L

≈

2(K) + (oscK ,vc)L2(K).

Reemplazando en la ecuación (3.28) y usando las propiedades de la descomposición ortogonal y de la

proyección ortogonal sobre constantes (2.9), y la definición de los estimadores (3.24) y (3.25), se sigue

que

−(ep, tr(v
≈
nc))L2(Ω) = −ν(e

≈
nc,v

≈
nc)L

≈

2(Ω) +
∑

K∈P

(σ
≈
K ,v

≈
nc)L

≈

2(K) + (oscK ,v − vc − (v − vc)K)L2(K)

≤ (νηnc + ηc) ‖v
≈
nc‖L

≈

2(Ω).

Usando la desigualdad (3.27) y la desigualdad de Young concluimos que

‖ep‖L2(Ω) ≤
√
2

β
(ν2η2nc + η2c )

1/2.

En virtud de los resultados anteriores se puede formular, a modo de resumen, el siguiente resultado.

Teorema 3.5.5 Sea (y, p) ∈H1
0(Ω)× L2

0(Ω) solución del problema débil (3.3) y (yh, ph) ∈ V l(P)×
Qs(P) solución del (3.7) o (3.8) de elementos finitos . A su vez sean {gγ,K : K ∈ P, γ ∈ EK} los

flujos equilibrados que satisfacen las condiciones (3.14) y (3.15) y {σ
≈
K}K∈P las funciones matriciales

que resuelven el problema (3.19). Entonces:

|||(ey, ep)|||2Ω ≤ η2,
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donde el estimador de error η viene dado por:

η2 =

(

1 +
2ρ2

β2

)

η2c +

(

1 +
2ρ2ν

β2

)

νη2nc. (3.29)

A su vez ηc y ηnc vienen dados por (3.24) y (3.25) respectivamente.

3.5.1.2. Análisis de Eficiencia Local

Una vez obtenido el estimador de error, lo usual es determinar una cota superior, que dependa del

error local, para el indicador de error asocidado. Dado que el estimador computable depende de los

estimadores conforme y no conforme, se procederá a establecer una cota superior para cada uno de

estos.

Para acotar el indicador ηnc,K basta ver que si y ∈ H1
0(Ω) es solución del problema mixto (3.3), por

Teorema 3.3.1 pertenece al espacio X . Luego

η2nc,K =
1

β2
‖∇ · (y − yh)‖2L

≈

2(K) ≤
d

β2ν
|||ey|||2V ,K ≤

d

β2ν
|||(ey, ep)|||2K . (3.30)

Para estimar el término ‖σ
≈
K‖L

≈

2(K) del indicador conforme se hará uso de un resultado que se obtiene

luego de encontrar una solución en particular del problema de Neumann (3.19), en términos de las

funciones lineales λn. Dicho resultado se encuentra detallado en la Sección 5 del trabajo [2], en el cual

se establece que:

‖σ
≈
K‖L

≈

2(K) ≤ C



hK‖RK‖L2(K) +
∑

γ∈EK

h
1/2
K ‖Rγ,K‖L2(γ)



 . (3.31)

A continuación introduciremos los siguientes términos

Jγ,K = ν∇yh|KnK
γ − ph|KnK

γ , (3.32)

〈J〉γ =







1
2 (Jγ,K − Jγ,K′) , si γ ∈ EK ∩ EK′(K 6= K ′),

Jγ,K , si γ ∈ EK ∩ EΓ,
(3.33)

[J]γ =







1
2 (Jγ,K + Jγ,K′) , si γ ∈ EK ∩ EK′(K 6= K ′),

0, si γ ∈ EK ∩ EΓ.
(3.34)

Notemos que Jγ,K = 〈J〉γ + [J]γ y Rγ,K = gγ,K −Jγ,K . Con esto la desigualdad (3.31) queda descrita
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de la siguiente manera

‖σ
≈
K‖L

≈

2(K) ≤ C



hK‖RK‖L2(K) +
∑

γ∈EK

h
1/2
K

(

‖ [J]γ ‖L2(γ) + ‖gγ,K − 〈J〉γ‖L2(γ)

)



 . (3.35)

Los términos residuales RK y los términos [J]γ se pueden estimar mediante el uso de las funciones

burbuja, introducidas en la Sección 2.4, tal como se lleva a cabo en el siguiente resultado.

Lema 3.5.6 Para todo elemento K ∈P, los términos residuales RK , introducidos en (3.17), cumplen

con la siguiente estimación:

h2K‖RK‖2L2(K) ≤ C

(

C2
R|||(ey, ep)|||2K + h2K‖oscK‖2L2(K)

)

. (3.36)

A su vez, para cada γ ∈ ∂K, los términos [J]γ , descritos en (3.34), satisfacen

hK‖ [J]γ ‖2L2(γ) ≤ C

∑

T∈Ωγ

(

C2
R|||(ey, ep)|||2T + h2T ‖oscT ‖2L2(T )

)

, (3.37)

donde CR = máx

{

√
ν,

√
d

ρ

}

.

Dem: Recordemos la ecuación del error (3.13), la cual puede reescribirse como

a(ey,v) + b(v, ep) =
∑

K∈P



(RK ,v)L2(K) −
∑

γ∈∂K

([J]γ ,v)L2(γ) + (oscK ,v)L2(K)



 .

Sea βK la función burbuja descrita en (2.11). Tomando v = βKRK en esta expresión se llega a que

(RK , βKRK)L2(K) = ‖β1/2
K RK‖2L2(K) = ν(∇ey,∇(βKRK))L

≈

2(K) − (ep,∇ · (βKRK))L2(K)

−(oscK , βKRK)L2(K).

Usando la propiedad de la proyección ortogonal (2.8) y la desigualdad de Hölder se llega a que

‖β1/2
K RK‖2L2(K) ≤

(

√
ν|||ey|||V ,K +

√
d

ρ
|||ep|||Q,K +

hK
π
‖oscK‖L2(K)

)

‖∇(βKRK)‖L2(K),

y por desigualdades (2.12) y (2.13) y desigualdad de Young se concluye la primera desigualdad.
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De manera similar, tomando ahora v = βγ [J]γ en la ecuación del error, se obtiene

‖β1/2
γ [J]γ ‖2L2(γ) = ν(∇ey,∇(βγ [J]γ))L

≈

2(Ωγ ) − (ep,∇ · (βγ [J]γ))L2(Ωγ)

−(oscK , βγ [J]γ)L2(Ωγ)

≤
∑

T∈Ωγ

(

√
ν|||ey|||V ,T +

√
d

ρ
|||ep|||Q,T +

hT
π
‖oscT ‖L2(T )

)

‖∇(βγ [J]γ)‖L2(T ),

y por desigualdades (2.14) y (2.15) y desigualdad de Young se concluye la segunda desigualdad.

�

Por último, el término faltante ‖gγ,K − 〈J〉γ‖L2(γ) se puede acotar haciendo usando los mismos argu-

mentos descritos en la Sección 6.5 del texto [1], con lo cual se deduce que:

hd−1
K ‖gγ,K − 〈J〉γ‖L2(γ) ≤ C

d
∑

i=1

∑

n∈Vγ

∑

T∈Ωn

|∆K(λ(j)
n )|2, (3.38)

donde

∆K(λ(j)
n ) = SK(yh, ph, f ;λ

(j)
n )−



(RK ,λ
(j)
n )L2(K) −

∑

γ∈EK∩En

([J]γ ,λ
(j)
n )L2(γ)



 ,

para cada j = 1, . . . , d.

Con esto es posible obtener el siguiente resultado sobre el indicador conforme.

Teorema 3.5.7 Bajo el Supuesto 3.4.1 existe una constante C tal que para todo elemento K ∈P

ηc,K ≤ C

∑

T∈Ω̃K

(

|||(ey, ep)|||T + hT ‖oscT ‖L2(T )

)

. (3.39)

Dem: Usando desigualdad de Hölder sobre cada término ∆K(λ(j)
n ), con j = 1, . . . , d, se obtiene

|∆K(λ(j)
n )|2 ≤ C



hdK‖RK‖2L2(K) +
∑

γ∈EK∩En

hd−1
K ‖ [J]γ ‖2L2(γ) + |SK(yh, ph, f ;λ

(j)
n )|2



 . (3.40)

En base a la condición (3.12), establecida en el Supuesto 3.4.1, y usando el hecho de que

‖∇ · yh‖L2(K) ≤ d‖∇ey‖L
≈

2(K) vemos que:

|SK(yh, ph, f ;λ
(j)
n )|2 ≤

∑

T∈Ωn

CS ,Th
d−2
T

(

h2T

(

‖RT‖2L2(T ) + ‖oscT ‖2L2(T )

)

+
∑

γ∈ET

hT ‖ [J]γ ‖2L2(γ) + d|||(ey, ep)|||2T
)

.
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Usando esta estimación y las desigualdades (3.36) y (3.37) sobre la estimación (3.40) y el resultado

(3.38) se obtiene

hK‖gγ,K − 〈J〉γ‖2L2(γ) ≤ C

∑

n∈Vγ

∑

T∈Ωn

(

(1 + CS ,K)
(

h2T ‖RT ‖2L2(T ) +
∑

γ∈ET

hT ‖ [J]γ ‖L2(γ)

)

+CS ,T (h
2
T ‖oscT ‖2L2(T ) + d|||(ey, ep)|||T )

)

≤ C

∑

n∈Vγ

∑

T∈Ωn

(

(1 + CS ,T )
(

CR|||(ey, ep)|||2T + h2T ‖oscT ‖2L2(T )

+
∑

γ∈ET

∑

T ′∈Ωγ

(

CS ,T ′ |||(ey, ep)|||2T ′ + h2T ′‖oscT ′‖2L2(T ′)

)

+CS ,T |||(ey, ep)|||2L2(T )

))

≤ C

∑

n∈Vγ

∑

T∈Ωn

∑

γ∈ET

∑

T ′∈Ωγ

(

CR,T ′ |||(ey, ep)|||2T ′

+h2T ′(1 + CS ,T ′)‖oscT ′‖2L2(T ′)

)

≤ C

∑

T∈Ω̃K

(

CR,T |||(ey, ep)|||2T + h2T (1 + CS ,T )‖oscT ‖2L2(T )

)

La desigualdad (3.39) se obtiene usando esta última estimación, junto con las desigualdades (3.36),

(3.37), sobre la desigualdad (3.35) y sobreestimando en términos de los elementos en Ω̃K .

�

3.5.2. Estimaciones no computables

Es posible obtener un estimador de error distinto al anterior a partir de los mismos pasos realizados

para obtener el estimador computable. El desarrollo para esta parte se llevará a cabo en base a un

esquema de elementos finitos del tipo estabilizado. En el caso en que se utilice un esquema inf - sup

estable, basta considerar los términos estabilizantes iguales a 0.

3.5.2.1. Análisis de Confiabilidad

Tal como se planteó en pasos anteriores, la ecuación del error (3.13) puede ser reescrita en función de

los términos de Jγ,K de la siguiente manera:

a(ey,v) + b(v, ep) =
∑

K∈P



(RK ,v)L2(K) −
∑

γ∈∂K

([J]γ ,v)L2(γ) + (oscK ,v)L2(K)



 , (3.41)

siendo RK el término residual descrito en (3.17) y [J]γ el salto entre dos elementos vecinos K y K ′

definidos en (3.34).
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Usando la descomposición ortogonal del error ey y tomando v = ec en (3.41) se obtiene

|||ec|||2V ,Ω =
∑

K∈P



(RK , ec)L2(K) −
∑

γ∈∂K

([J]γ , ec)L2(γ) + (oscK , ec)L2(K)



 .

Para estimar el lado derecho de esta última expresión, haremos uso del interpolador de Clément

descrito por Ih : H1
0(Ω) → V l(P) (ver [5]), el cual, para cada función v ∈ H1(Ω), satisface las

siguientes estimaciones:

‖v − Ih(v)‖L2(K) ≤ CIhK‖∇v‖L
≈

2(ΩK), (3.42)

‖v − Ih(v)‖L2(∂K) ≤ CIh
1/2
K ‖∇v‖L

≈

2(Ωγ ), (3.43)

‖Ih(v)‖L2(K) ≤ CI‖∇v‖L
≈

2(ΩK), (3.44)

donde CI no depende de hK ni los parámetros ν y β.

A su vez, notemos que la ecuación del error satisface la siguiente propiedad, denominada ortogonalidad

de Galerkin:

a(ey,vh) + b(ep,vh)−S (yh, ph, f ;vh) = 0, ∀ vh ∈ Vl(P). (3.45)

Con esto se observa que el error conforme satisface la siguiente relación

|||ec|||2V ,Ω = ν(∇ey,∇ec)L
≈

2(Ω) − (ep,∇ · ec)L2(Ω)

= ν(∇ey,∇(ec − Ih(ec)))L
≈

2(Ω) − (ep,∇ · (ec − Ih(ec)))L2(Ω) + S (yh, ph, f ; Ih(ec))

=
∑

K∈P

(

(RK , ec − Ih(ec))L2(K) −
∑

γ∈∂K

([J]γ , ec − Ih(ec))L2(γ)

+(oscK , ec − Ih(ec))L2(K)

)

+ S (yh, ph, f ; Ih(ec)).

Usando las desigualdades de Hölder y Cauchy - Schwarz, y las estimaciones (3.42) y (3.43) se obtiene:

|||ec|||2V ,Ω ≤ CI

∑

K∈P





hK√
ν
‖RK‖L2(K)|||ec|||V ,ΩK

+
∑

γ∈∂K

√

hK
ν
‖ [J]γ ‖L2(γ)|||ec|||V ,Ωγ

+
hK√
ν
‖oscK‖L2(K)|||ec|||V ,ΩK

)

+ |S (yh, ph, f ; Ih(ec))|

≤ CI





∑

K∈P





hK√
ν
‖RK‖L2(K) +

∑

γ∈∂K

√

hK
ν
‖ [J]γ ‖L2(γ)

+
hK√
ν
‖oscK‖L2(K)

)2
)1/2(

∑

K∈P

|||ec|||2V ,ΩK

)1/2

+ |S (yh, ph, f ; Ih(ec))|.
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Dada una cantidad definida de elementos en un conjunto ΩK es posible verificar que

|||v|||V ,ΩK
≤ m|||v|||V ,K . A su vez el término estabilizante se puede estimar de la siguiente manera

|S (yh, ph, f ; Ih(v))| ≤ ‖S ‖∗|||v|||V ,Ω, (3.46)

donde:

‖S ‖∗ := sup
ξ∈H1

0(Ω)\{0}

|S (yh, ph, f ; Ih(ξ))|
|||ξ|||V ,Ω

. (3.47)

Usando estas estimaciones, y la desigualdad de Young se concluye que

|||ec|||2V ,Ω ≤ C





∑

K∈P





h2K
ν

(

‖RK‖2L2(K) + ‖oscK‖2L2(K)

)

+
∑

γ∈∂K

hK
ν
‖ [J]γ ‖2L2(γ)



+ ‖S ‖2∗



 ,

En base a esta estimación se puede dar con el siguiente resultado.

Teorema 3.5.8 Sea ec el error conforme en la descomposición ortogonal (3.21). Entonces

|||ec|||V ,Ω ≤ C
(

η2R + ‖S ‖2∗
)1/2

,

donde

ηR :=

(

∑

K∈P

η2R,K

)1/2

, (3.48)

corresponde al estimador residual, el cual puede describirse en términos de sus indicadores residuales

ηR,K definidos como

ηR,K :=





h2K
ν

(

‖RK‖2L2(K) + ‖oscK‖2L2(K)

)

+
∑

γ∈∂K

hK
ν
‖ [J]γ ‖2L2(γ)





1/2

. (3.49)

A su vez el término ‖S ‖∗ viene dado por la definición (3.47).

Para estimar el error no conforme, basta con realizar el mismo procedimiento efectuado en la Sección

3.5.1, con lo cual se tiene que

‖e
≈
nc‖L

≈

2(Ω) ≤
1

β
‖∇ · yh‖L2(Ω) = ηnc

Luego, por fórmula pitagórica:

|||ey||| ≤ C
(

η2R + νη2nc + ‖S ‖2∗
)1/2

. (3.50)
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Nos resta estimar el error en presión. Dado v ∈H1
0(Ω), usando su descomposición ortogonal y despe-

jando el término ep de (3.41) se obtiene

−(ep, tr(v
≈
nc))L2(Ω) = −ν(∇ec,∇vc)L

≈

2(Ω) − ν(e
≈
nc,v

≈
nc)L

≈

2(Ω)

+
∑

K∈P



(RK ,v)L2(K) −
∑

γ∈∂K

([J]γ ,v)L2(γ) + (oscK ,v)L2(K)



 .

Notemos que el error conforme, a través de la ecuación del error (3.41), satisface la siguiente relación:

ν(∇ec,∇vc)L
≈

2(Ω) =
∑

K∈P



(RK ,vc)L2(K) −
∑

γ∈∂K

([J]γ ,vc)L2(γ) + (oscK ,vc)L2(K)



 .

Usando lo anterior, y la ortogonalidad de Galerkin (3.45) se tiene que

−(ep, tr(v
≈
nc))L2(Ω) = −ν(e

≈
nc,v

≈
nc)L

≈

2(Ω) + S (yh, ph, f ; Ih(v − vc))

+
∑

K∈P

(

(RK + oscK ,v− vc − Ih(v − vc))L2(K)

−
∑

γ∈∂K

([J]γ ,v− vc − Ih(v − vc))L2(γ)

)

.

Aplicando las desigualdades (3.42) y (3.43), y la estimación (3.46), se deduce que

(ep, tr(v
≈
nc))L2(Ω) ≤ (νηnc + C ηR + ‖S ‖∗) ‖v

≈
nc‖L

≈

2(Ω),

y por la condición inf - sup sobre b, y usando desigualdad de Young, se concluye finalmente que

β2‖ep‖2L2(Ω) ≤ C
(

η2R + ν2η2nc + ‖S ‖2∗
)

Por último es posible hacer uso del supuesto sobre ν, mencionado al inicio de la Sección 3.1, donde se

establece que ν ≤ 1, de modo que

β2‖ep‖2L2(Ω) ≤ C
(

η2R + νη2nc + ‖S ‖2∗
)

(3.51)

En base a las estimaciones (3.50) y (3.51) se establece el siguiente resultado.

Teorema 3.5.9 Sea (y, p) ∈H1
0(Ω)× L2

0(Ω) solución del problema débil (3.3) y (yh, ph) ∈ V l(P)×
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Qs(P) solución del esquema (3.7) o (3.8). Entonces:

|||(ey, ep)|||2Ω ≤ C máx

{

1,
ρ2

β2

}

(

η̃2 + ‖S ‖2∗
)

donde η̃ :=

(

∑

K∈P

η̃2K

)1/2

. En este caso los indicadores η̃K se definen como

η̃K :=
(

η2R,K + νη2nc,K
)1/2

, (3.52)

siendo ηR,K el indicador residual definido en (3.49) y ηnc,K el indicador no conforme definido en

(3.26).

Observación 3.5.10 Notemos que el estimador no computable depende expĺıcitamente de la elección

del esquema de elementos finitos, a diferencia del estimador estimador computable (3.29), donde la

dependencia queda impĺıcita en el término en el término σ
≈
K . Más aún, la dependencia se genera

únicamente por el término estabilizante S . En este sentido se dice que la expresión ‖S ‖∗ constituye

lo que se denomina error de consistencia, el cual afecta la estimación obtenida y con ello confiabilidad

de ésta. Lo anterior no ocurre cuando el esquema utilizado es del tipo inf - sup estable, o bien cuando

S ≡ 0 (como en el esquema LPS).

Supuesto 3.5.11 En base a la observación realizada es que debemos recalcar que este estudio irá

orientado al uso de esquemas estabilizados tales que el término S pueda ser acotado por una parte

del estimador de error η̃, y que sus contribuciones locales SK queden acodatas por una parte de los

indicadores η̃K . Esto nos permite garantizar la confiabilidad de la estimación realizada.

Existe una amplia gama de esquemas estabilizados que satisfacen este supuesto (ver [27]). En particular,

notemos que el esquema LPS cumple trivialmente este supuesto. Lo mismo ocurre con el esquema RELP

en base a lo establecido en el Supuesto 3.4.3. En efecto, notemos que el término S se puede reescribir

de la siguiente manera:

S (yh, ph, f ;vh) =
∑

K∈P

∑

γ∈∂K

τγ([J]γ , Jν∇vh|Knγ)K)L2(γ).

Usando desigualdad de Hölder se concluye que ‖S ‖∗ ≤ C ηR.

3.5.2.2. Análisis de eficiencia local

Notemos que el estimador no computable η̃ depende del estimador no conforme y de los términos RK ,

[J]γ y el término estabilizante S . En base al análisis de eficiencia local realizado en la Sección 3.5.1.2
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es posible obtener un estudio similar para el indicador (3.52).

Recordemos la estimación obtenida en (3.30) para el estimador no conforme, la cual establece que

η2nc,K ≤
d

β2ν
|||(ey, ep)|||2K .

A su vez recordemos que las cotas superiores de los términosRK , [J]γ vienen dadas por las estimaciones

realizadas en el Lema 3.5.6, donde se establece que

h2K‖RK‖2L2(K) ≤ C

(

C2
R|||(ey, ep)|||2K + h2K‖oscK‖2L2(K)

)

,

hK‖ [J]γ ‖2L2(γ) ≤ C

∑

T∈Ωγ

(

C2
R|||(ey, ep)|||2T + h2T ‖oscT ‖2L2(T )

)

.

En base a estas dos desigualdades se obtiene la siguiente estimación para el indicador residual ηR,K

definido en (3.49)

ηR,K ≤ C

∑

T∈ΩK

(

C2
R|||(ey, ep)|||2T + h2T ‖oscT ‖2L2(T )

)

Por último, bajo el Supuesto 3.5.11, y usando los mismos argumentos empleados para acotar el término

‖S ‖∗, es posible obtener que en cada elemento K se cumple que

sup
ξ∈H1

0(Ω)\{0}

|S (yh, ph, f ; Ih(ξ|K))|
|||ξ|K |||V ,K

≤ C ηR,K

Observación 3.5.12 Otro aspecto que se puede apreciar es la incidencia del término estabilizante

sobre el análisis a posteriori.

Para la estimación computable vemos que las propiedades de S afectan el análisis de eficiencia local

realizado sobre el estimador, lo que no ocurre en el análisis de confiabilidad de éste. Por el contrario,

para la estimación no computable, el uso de un esquemas estabilizados genera una dependencia expĺıcita

del término S sobre el análisis de confiabilidad, pero no sobre análisis de eficiencia local (bajo el

Supuesto 3.5.11).

3.6. Ejemplos numéricos

Para cerrar este caṕıtulo se exhibirá la resolución de algunos ejemplos representativos del problema

de Stokes para el caso bidimensional (d = 2). El dominio a considerar en cada ejemplo corresponde a

Ω = [0, 1]× [0, 1].

En este trabajo el interés es estudiar el desempeño del estimador de error no computable, descrito en el
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Figura 3.1: Malla inicial P0. En este caso: dim(Q0(P)) = 128 y dim(V 1(P0)) = 81.

Teorema 3.5.9, utilizando los esquemas de discretización RELP y LPS, considerando V 1(P) y Q0(P)

como espacios de discretización. Esto conlleva a una simplificación de los términos estabilizantes S y

H . En este caso se considera a2 = 1
12 para el esquema RELP.

La resolución numérica de cada problema se llevó a cabo mediante la implementación de un códi-

go computacional en C++. El cálculo de integrales se realizó mediante una regla de 73 puntos de

cuadratura. Para resolver los sistemas lineales resultantes se utilizó una herramienta computacional

denominada MUMPS (multifrontal massively parallel sparse direct solver), descrita en los trabajos [3]

y [4].

En cada ejemplo se exhibirá el error exacto, obtenido mediante la norma de la enerǵıa, y el es-

timador de error no computable, ambos en función del número de grados de libertad dado por

Ndofs = 2 dim(V 1(P))+dim(Q0(P))+1. En este caso la norma de la enerǵıa se calcula considerando

ρ = β, con lo cual:

|||(w, w)|||2Ω = ν‖∇w‖2L
≈

2(Ω) + β2‖w‖2L2(Ω)

Existen numerosos trabajos dedicados al estudio de la constante inf - sup. Para muchos dominios sólo

existe una estimación del valor real de dicha constante, esto es, una cota inferior y una cota superior.

En este caso se hizo uso de un valor cercano a la cota inferior obtenida en el trabajo [26], en la Sección

2.2. En base a esto se consideró β = 0,38.

En una primera instancia se exhibirá el desempeño del estimador en la medida en que el mallado inicial

P0 del dominio Ω (descrito en la Figura 3.1) es refinado de manera uniforme, lo que corresponde a

subdividir todos y cada uno de los elementos K. Posteriormente se hará uso de un algoritmo de

adaptividad que permita refinar aquellos elementos de la malla que satisfacen un criterio a definir.

Dicho algoritmo consiste en una secuencia ćıclica compuesta por 4 pasos principales: resolver, estimar,

marcar y refinar. La descripción completa se encuentra en el Cuadro 3.1.

Para describir cada ejemplo se indicará el valor del parámetro ν y la solución resultante, con lo cual
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Algoritmo de refinamiento adaptativo

1: Introducir f ∈ L2(Ω) y ν > 0. Fijar i = 0 y construir la malla P0.

2: Para la malla Pi, obtener el esquema de elementos finitos (inf - sup estable o estabilizado)
y obtener la solución discreta (yh, ph).

3: Para cada elemento K ∈Pi:

- Calcular ‖RK‖L2(K), donde RK viene dado en (3.17),

- Calcular ‖oscK‖L2(K), donde oscK viene dado en (3.17),

- Para cada lado γ ∈ EK ∩ EI , calcular ‖ [J]γ ‖L2(γ), donde [J]γ viene dado en (3.34),

- Calcular η̃K usando el resultado del Teorema 3.5.9.

4: Marcar el elemento K si η̃K ≥
1

2
máx
T∈Pi

η̃T .

5: Del paso 4 obtener la nueva malla, refinando los elementos marcados.

6: Fijar i←− i+ 1 y volver al paso 2.

Tabla 3.1: Descripción del algoritmo de refinamiento adaptativo basado en el estimador η̃

se puede determinar f .

Ejemplo 1: Fijando ν = 1 y tomando como solución:

y(x1, x2) =





x21x2(x1 − 1)2(x2 − 1)(2x2 − 1)

−x1x22(x1 − 1)(x2 − 1)2(2x1 − 1)



 ; p(x1, x2) = x1x2(1 − x1)(1 − x2)−
1

36

Ejemplo 2: Fijando ν = 1 y tomando como solución:

y(x1, x2) =





2 cos(2πx2) sin
2(2πx1) sin(2πx2)

−2 cos(2πx1) sin(2πx1) sin2(2πx2)



 ; p(x1, x2) = sin(2πx1) sin(2πx2)

Ejemplo 3: Fijando ν = 0,01 y tomando como solución:

y(x1, x2) =



















2x2(x2 − 1)(2x2 − 1)

(

x1 + e
x1
ν − x1e

1
ν − 1

)2

(

e
1
ν − 1

)2

−2x22(x2 − 1)2

(

x1 +
e

x1−1
ν − e−1

ν

e
−1
ν − 1

)



1 +
e

x1−1
ν

ν
(

e
−1
ν − 1

)























;

p(x1, x2) = x1x2(1− x1)(1− x2)−
1

36

En los resultados obtenidos se aprecia que en los ejemplos 1 y 2, el decaimiento del error y del estimador

es similar para ambos tipos de refinamiento (Figuras 3.2 y 3.4). Esto no ocurre en el ejemplo 3. En este
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caso se está en presencia de un problema de capa ĺımite en el cual se tiene un mal comportamiento

en una parte del dominio (lado derecho del cuadrado) cuando se trabaja con refinamiento uniforme

(Figura 3.6).

Por otro lado, en cada ejemplo se aprecia que hay un mayor número de elementos refinados, para el

esquema adaptativo, hacia donde se presentan mayores cambios en el comportamiento de la solución

(Figuras 3.3 - 3.7), lo cual es más notorio en en el ejemplo 2, y con mayor claridad en el ejemplo 3.

Es posible inferir que los problemas donde se generan cambios abruptos en la solución no son apropiados

para ser resueltos mediante el uso del método de elementos finitos usuales. Para estos casos es plausible

utilizar esquemas adaptativos.

En cuanto al desempeño de los esquemas RELP y LPS, se observa que ambos entregan un error y una

estimación similar en cada ejemplo.
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Figura 3.2: Ejemplo 1: Convergencia en |||.|||Ω y del estimador η̃ para los esquemas (a) LPS con mallado
uniforme, (b) LPS con mallado adaptativo, (c) RELP con mallado uniforme y (d) RELP con mallado
adaptativo.

(a) (b)

Figura 3.3: Mallado obtenido, en el ejemplo 1, con el algoritmo adaptativo luego de (a) 10 iteraciones
con el esquema LPS y (b) 10 iteraciones con el esquema RELP.
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Figura 3.4: Ejemplo 2: Convergencia en |||.|||Ω y del estimador η̃ para los esquemas (a) LPS con mallado
uniforme, (b) LPS con mallado adaptativo, (c) RELP con mallado uniforme y (d) RELP con mallado
adaptativo.

(a) (b)

Figura 3.5: Mallado obtenido, en el ejemplo 2, con el algoritmo adaptativo luego de (a) 10 iteraciones
con el esquema LPS y (b) 10 iteraciones con el esquema RELP.
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Figura 3.6: Ejemplo 3: Convergencia en |||.|||Ω y del estimador η̃ para los esquemas (a) LPS con mallado
uniforme, (b) LPS con mallado adaptativo, (c) RELP con mallado uniforme y (d) RELP con mallado
adaptativo.

(a) (b)

Figura 3.7: Mallado obtenido, en el ejemplo 3, con el algoritmo adaptativo luego de (a) 30 iteraciones
con el esquema LPS y (b) 30 iteraciones con el esquema RELP.
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Problema de control óptimo

A continuación presentaremos el problema de control óptimo, junto con sus componentes y carac-

teŕısticas principales. Posteriormente daremos a conocer algunos resultados concernientes al problema,

tales como existencia y unicidad de soluciones y condiciones de optimalidad. A partir de esto último se

obtendrá un sistema de optimalidad que permita hallar soluciones. Dicho sistema será implementado

numéricamente, mediante el uso de elementos finitos. Sobre este esquema se hará un análisis de error

a posteriori, tal como se realizó en la Sección 3.5 para el problema de Stokes. Por último se mostrarán

algunos resultados numéricos, implementando un algoritmo que incorpore un método de búsqueda de

soluciones y una componente de adaptividad basada en el análisis a posteriori.

4.1. Presentación del problema

Sea Ω un dominio abierto y acotado de R2 con frontera ∂Ω Lipschitz. Dada las funciones yΩ, f ∈ L2(Ω)

y un coeficiente α > 0 se plantea el siguiente problema de optimización: Hallar ((y, p),u) ∈ H1
0(Ω) ×

L2
0(Ω)×L2(Ω) que resuelve:

mı́n J(y,u) :=
1

2
‖y − yΩ‖2L2(Ω) +

α

2
‖u‖2L2(Ω) (4.1)

sujeto al problema débil de Stokes







a(y,v) + b(v, p) = (f+ u,v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω)

b(y, q) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω),

(4.2)

y a la restricción de caja

u ∈ Uad. (4.3)

41
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En este problema el estado está constituido por el par (y, p), mientras que u corresponde al control.

El sistema (4.2) constituye la ecuación de estado, la cual relaciona cada variable. Por último, Uad es

el conjunto de controles admisibles, o simplemente conjunto admisible, descrito por:

Uad = {u ∈ L2(Ω) : ua ≤ u ≤ ub c.t.p. en Ω}, (4.4)

donde ua,ub son vectores en R

d tales que ua < ub (las desigualdades son componente a componente).

El problema en cuestión consistente en minimizar un funcional de costo, definido por J , que depende

de la velocidad (y) de un fluido y de una fuerza externa (f + u) ejercida sobre éste. El objetivo es

conseguir que la velocidad resultante se acerque lo más posible a un estado deseado yΩ por medio

del control, el cual generalmente se encuentra limitado (mediante la condición (4.3)) debido a ciertas

condiciones f́ısicas. Dado que este último tiene un costo asociado α se requiere restringir su uso, razón

por la cual es preferible que forme parte del funcional.

4.1.1. Existencia de soluciones óptimas

Tal como se hizo en la Sección 3.2.1, comenzaremos por estudiar el problema en un contexto más

general.

Sean {H, ‖.‖H}, {U , ‖.‖U} dos espacios de Hilbert. Sea Uad ⊂ U un conjunto cerrado, acotado,

convexo y no vaćıo, y yΩ ∈H, α ≥ 0 elementos dados. Consideremos S : U −→H un operador lineal

continuo y F : U −→ R un funcional dado por:

F (u) =
1

2
‖Su− yΩ‖2H +

α

2
‖u‖2U . (4.5)

Con estas consideraciones es posible obtener el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 Bajo las hipótesis descritas para este contexto, existe al menos una solución u que

satisface:

F (u) = mı́n
u∈Uad

F (u),

donde F corresponde al funcional definido en (4.5). Más aún, si α > 0, o si S es inyectivo, entonces

la solución queda determinada únicamente.

Dem: Ver Caṕıtulo 2, Sección 2.5.1, Teorema 2.14 del texto [28].

�

A continuación veremos que se verifican las mismas condiciones del Teorema 4.1.1 en nuestro problema

de control óptimo. Para esto se comenzará por efectuar una reformulación de éste, de modo tal que se

obtenga dependencia únicamente del control u.
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Consideremos el siguiente problema: Hallar (y,u) ∈X ×L2(Ω) que resuelve:

mı́n J(y,u)

s.t.







a(y,v) = (f+ u,v)L2(Ω), ∀ v ∈ X,

u ∈ Uad,

(4.6)

donde X es el subespacio cerrado de H1
0(Ω) definido en la Sección 3.3. Notemos que el problema

anterior es equivalente al problema (4.1) - (4.3) debido a la equivalencia entre la formulación mixta y

la formulación restringida.

Dadas f ,u ∈ L2(Ω), denotemos por y la solución del problema restringido (3.6) con lado derecho

(f + u,v)L2(Ω) (la cual está bien definida, dado que el problema restringido está bien puesto). Por

superposición de soluciones es posible establecer que dicha solución es de la forma y = yf +yu, donde

yf corresponde a la solución del problema débil (3.6) con u = 0, mientras que yu se obtiene al establecer

que f = 0. Con esto, el funcional de costo J , evaluado en (y,u), se escribe de la siguiente manera:

J(y,u) =
1

2
‖yu − ỹΩ‖L2(Ω) +

α

2
‖u‖L2(Ω),

donde ỹΩ = yΩ − yf .

En base a lo anterior se define el operador G : L2(Ω) −→X como:

G(u) = yu,

donde yu corresponde a la solución del problema restringido (3.6), con lado derecho (u,v)L2(Ω).

El operador G se denomina operador control a estado. Dada la linealidad y continuidad de la forma a

se deduce que G es lineal y continuo.

Es claro que la estimación ‖y‖L2(Ω) ≤ ‖y‖H1(Ω) se cumple para toda función y ∈ H1(Ω). Por lo

tanto el espacio H1(Ω) se encuentra indexado lineal y continuamente en el espacio L2(Ω). Lo anterior

también es válido para toda función en H1
0(Ω) y X, puesto que ambos corresponden a subespacios

cerrados de H1(Ω).

Lo anterior nos indica que G puede ser visto como un operador cuyo recorrido es L2(Ω). Una manera de

formalizar esta situación es la siguiente: consideremos el operador inyección definido por EX : X −→
L2(Ω), es decir, un mapeo lineal tal que asigna a cada yu ∈ X la misma función en L2(Ω) (dada

la estimación mencionada anteriormente se deduce que EX es continuo). Aśı, el operador S := EXG

queda definido como:

S : u ∈ L2(Ω) 7−→ Su = yu ∈ L2(Ω),
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donde Su representa la parte del estado y que actúa sobre el funcional J . Dicho estado corresponde

a la función y = yf + yu que resuelve el problema restringido (3.6), con lado derecho (f + u,v)L2(Ω).

Existen otros trabajos donde, por ejemplo, el control se aplica sobre las condiciones de borde, con lo

cual el operador S entrega un estado y|∂Ω (ver [13]).

En base a esto vemos que el problema de control óptimo (4.6) se reduce al siguiente problema de

optimización en L2(Ω):

mı́n
u∈Uad

F (u) :=
1

2
‖Su− ỹΩ‖2L2(Ω) +

α

2
‖u‖2L2(Ω),

donde F : Uad −→ R se define como el funcional reducido asociado al problema (4.1) - (4.3).

De este modo obtenemos un caso particular del problema asociado al Teorema 4.5. En efecto, para

esta ocasión se tiene que H = U = L2(Ω) son espacios de Hilbert reales y α ≥ 0. A su vez, el conjunto

Uad resulta ser convexo, cerrado y no vaćıo y ỹΩ es un elemento de L2(Ω). De este modo se concluye

que el problema (4.1) - (4.3) admite una única solución.

4.2. Condiciones de optimalidad de primer orden

La idea de esta sección es estudiar las condiciones de optimalidad que permitan caracterizar a una

solución del problema (4.1) - (4.3) siguiendo la metodoloǵıa de optimizar y después discretizar.

4.2.1. Uso de lagrangianos y sistema de optimalidad

Una primera condición necesaria y suficiente se obtiene a partir del uso de métodos lagrangianos, en

el contexto de dimensión infinita. Los fundamentos de esto se encuentran detallados en el Caṕıtulo 8

de [21].

Denotemos por Y = H1
0(Ω)× L2

0(Ω), cuyo espacio dual corresponde a Y ′ = (H1
0(Ω)× L2

0(Ω))
′.

Dada una tupla ((y, p),u, (z, r)) ∈ Y ×L2(Ω)× Y , se define el funcional lagrangiano como

L(y, p,u, z, r) := J(y,u) − ν(∇y,∇z)L
≈

2(Ω) + (p,∇ · z)L2(Ω) + (f + u, z)L2(Ω) − (r,∇ · y)L2(Ω),

donde el par (z, r) constituyen los multiplicadores de Lagrange.

De este modo se tiene que la tupla ((y, p),u) es solución de (4.1) - (4.3) si y solo si la tupla
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((y, p),u, (z, r)) resuelve el siguiente sistema































a(y,v) + b(v, p) = (f + u,v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω)

b(y, q) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω)

〈δ(y,p)L(y, p,u, z, r), (ξ, η)〉Y ′,Y = 0, ∀ (ξ, ψ) ∈ Y

〈δuL(y, p,u, z, r),w− u〉L2(Ω),L2(Ω) ≥ 0, ∀ w ∈ Uad

(4.7)

(Ver Caṕıtulo 2, Sección 2.10 de [28] y el Caṕıtulo 3, Sección 3.3 de [14]).

A continuación desarrollaremos cada una de las expresiones anteriores, usando la definición de primera

variación, descrita en (2.6).

• Sea (ξ, ψ) ∈ Y fijo y arbitrario. Entonces:

〈δ(y,p)L(y, p,u, z, r), (ξ, ψ)〉Y ′,Y = ĺım
t→0

1

t
(L(y+ tξ, p+ tψ,u, z, r) − L(y, p,u, z, r))

= ĺım
t→0

(

2t(y− yΩ, ξ)L2(Ω) + t2(ξ, ξ)L2(Ω)

2t

−
tν(∇ξ,∇z)L

≈

2(Ω) − t(ψ,∇ · z)L2(Ω) + t(r,∇ · ξ)L2(Ω)

t





= (y− yΩ, ξ)L2(Ω) − ν(∇ξ,∇z)L
≈

2(Ω) + (ψ,∇ · z)L2(Ω)

−(r,∇ · ξ)L2(Ω)

Luego, la primera condición del sistema (4.7) es equivalente a que







ν(∇z,∇ξ)L
≈

2(Ω) + (r,∇ · ξ)L2(Ω) = (y − yΩ, ξ)L2(Ω), ∀ ξ ∈H1
0(Ω),

(ψ,∇ · z)L2(Ω) = 0, ∀ ψ ∈ L2
0(Ω).

(4.8)

El sistema obtenido corresponde a la ecuación adjunta asociada al problema (4.2), cuya solución

(z, r) constituye el par estado adjunto, siendo z la velocidad adjunta y r la presión adjunta.

• Sea w ∈ Uad fijo y arbitrario. Entonces:

〈δuL(y, p,u, z, r),w− u〉L2(Ω),L2(Ω) = ĺım
t→0

1

t
(L(y, p,u+ t(w− u), z, r) − L(y, p,u, z, r))

= ĺım
t→0

(

J(y,u+ t(w− u))− J(y,u)
t

−
−t(z,w− u)L2(Ω)

t

)

= (αu+ z,w− u)L2(Ω).



Caṕıtulo 4 46

Luego, la segunda condición del sistema (4.7) es equivalente a que

(z + αu,w− u)L2(Ω) ≥ 0, ∀ w ∈ Uad. (4.9)

Dicha condición se conoce comúnmente como desigualdad variacional.

Notemos que el operador lagrangeano es un funcional lineal y continuo sobre Y ×Uad×Y , por lo que

su primera variación coincide con la derivada Gâteaux.

Con esto, juntando los resultados obtenidos en (4.8) - (4.9) y la ecuación de estado (4.2), se tiene que

una solución ((y, p),u, (z, r)) del problema (4.1) - (4.3) corresponde a la solución única del siguiente

sistema de optimalidad:











































a(y,v) + b(v, p) = (f + u,v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω),

b(y, q) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω),

a(z, ξ)− b(ξ, r) = (y − yΩ, ξ)L2(Ω), ∀ ξ ∈H1
0(Ω),

b(z, ψ) = 0, ∀ ψ ∈ L2
0(Ω),

(z+ αu,w − u)L2(Ω) ≥ 0, ∀ w ∈ Uad.

(4.10)

4.2.2. Condiciones de optimalidad puntuales

A través de un análisis sobre la desigualdad variacional es posible obtener una expresión que permite

caracterizar al control óptimo u del sistema (4.10) en casi todo punto de Ω.

Se puede probar que dicha desigualdad puede ser expresada de manera puntual, para casi todo punto

x ∈ Ω, lo cual se intuye del hecho de estar planteada en L2. Dicha desigualdad permite dar con una

fórmula del óptimo en términos de sus restricciones de caja y el estado adjunto z asociado. Ésta consiste

en una fórmula de proyección, la cual viene dada por:

u(x) = Π[ua,ub]

{

− 1

α
z(x)

}

. (4.11)

donde Π[ua,ub] corresponde a una proyección sobre la restricción de caja, la cual viene dada por:

Π[ua,ub]{v} := mı́n{ub,máx{ua,v}}.

En este caso el mı́nimo se aplica sobre las componentes de un vector.
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Otra propiedad que satisface u es la siguiente formulación por tramos:

u(x) =



















ua, si z(x) + αu(x) > 0

− 1

α
z(x) si z(x) + αu(x) = 0

ub, si z(x) + αu(x) < 0

Los detalles sobre esto se encuentra en la Sección 2.8 del texto [28].

Veremos en secciones posteriores que cada una de estas propiedades sobre el control óptimo permiten

comprender el uso de ciertos métodos de resolución para el problema de control óptimo, como lo son

los métodos de descenso del gradiente o la estrategia primal dual de conjunto activo.

No es dif́ıcil ver que para dos funciones v1,v2 ∈ L2(Ω) se tiene que la siguiente condición de Lipschitz:

‖Π[ua,ub]{v1} −Π[ua,ub]{v2}‖L2(Ω) ≤ ‖v1 − v2‖L2(Ω). (4.12)

4.3. Discretización por elementos finitos

Consideremos una partición P del dominio Ω, descrita al inicio de la Sección 2.4, y los subespacios

de discretización V l(P) y Qs(P) definidos en la Sección 3.4. Denotamos por Y l,s(P) := V l(P) ×
Qs(P) ⊂ Y el subespacio de discretización para el estado y el estado adjunto. A su vez definimos por

Uad,t(P) ⊂ Uad la discretización del conjunto admisible, introducido en (4.4), cuya descripción es la

siguiente

Uad,t(P) :=







{v ∈ C(Ω) : v|K ∈ [Pt(K)]
d
, ∀ K ∈P} ∩Uad, t > 0,

{v : Ω→ R

d : v|K ∈ [P0(K)]
d
, ∀ K ∈P} ∩Uad, t = 0.

(4.13)

En base a lo anterior introducimos la siguiente discretización del problema de control óptimo: Hallar

((yh, ph),uh, (zh, rh)) ∈ Y l,s(P)×Uad,t(P)× Y l,s(P) tal que:











































a(yh,vh) + b(vh, ph) + S st(yh, ph, f + uh;vh) = (f + uh,vh)L2(Ω), ∀ vh ∈ V l(P),

b(yh, qh) + H st(yh, ph, f + uh; qh) = 0, ∀ qh ∈ Qs(P),

a(zh, ξh)− b(ξh, rh) + S ad(zh, rh,yh − yΩ; ξh) = (yh − yΩ, ξh)L2(Ω), ∀ ξh ∈ V l(P),

b(zh, ψh) + H ad(zh, rh,yh − yΩ;ψh) = 0, ∀ ψh ∈ Qs(P),

(zh + αuh,wh − uh)L2(Ω) ≥ 0, ∀ wh ∈ Uad,t(P).

(4.14)

El sistema anterior se plantea en términos de los elementos estabilizantes S st,H st,S ad y H ad en

caso de estar trabajando con esquemas estabilizados (de lo contrario se tiene que dichos términos

son nulos). Los dos primeros corresponden a los términos estabilizantes asociados al estado, mientras

que los dos últimos van asociados al estado adjunto. Para este trabajo se asume que dichos términos
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satisfacen las condiciones descritas en los Supuestos 3.4.1 y 3.5.11).

4.4. Estimaciones de error a posteriori

A continuación se confeccionará un análisis de error a posteriori para el problema discreto de control

óptimo. Para esto se trabajará con el sistema de optimalidad (4.10), con el cuál se obtendrán estima-

dores de error sobre cada una de las variables involucradas, tal como se realizó en la Sección 3.5 para

el problema de Stokes.

Denotemos por ((y, p),u, (z, r)) ∈ Y ×Uad × Y la solución del sistema (4.10), y por

((yh, ph),uh, (zh, rh)) ∈ Y l,s(P)×Uad,t(P)×Y l,s(P) la tupla solución del problema discreto (4.14)

(de momento se asume esta última existe). Para dar con los estimadores de error asociados a las

variables de estado y a las variables de estado adjunto, respectivamente, introduciremos las siguientes

variables auxiliares:

• (ỹ, p̃) ∈ Y tal que:







a(ỹ,v) + b(v, p̃) = (f + ũ,v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω),

b(ỹ, q) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω)

(4.15)

donde ũ = Π[ua,ub]

{

− 1

α
zh

}

, siendo Π[ua,ub] la proyección en Uad definida en (4.11).

• (z̃, r̃) ∈ Y tal que:







a(z̃, ξ)− b(ξ, r̃) = (ỹ − yΩ, ξ)L2(Ω), ∀ ξ ∈H1
0(Ω),

b(z̃, ψ) = 0, ∀ ψ ∈ L2
0(Ω)

(4.16)

• (ŷ, p̂) ∈ Y tal que:







a(ŷ,v) + b(v, p̂) = (f + uh,v)L2(Ω), ∀ v ∈H1
0(Ω),

b(ŷ, q) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω).

(4.17)

• (ẑ, r̂) ∈ Y tal que:







a(ẑ, ξ)− b(ξ, r̂) = (yh − yΩ, ξ)L2(Ω), ∀ ξ ∈H1
0(Ω),

b(ẑ, ψ) = 0, ∀ ψ ∈ L2
0(Ω)

(4.18)
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Recordemos que los pares (yh, ph) y (zh, rh) satisfacen

a(yh,vh) + b(vh, ph) + S
st(yh, ph, f + uh;vh) = (f + uh,vh)L2(Ω), ∀ vh ∈ V l(P),

b(yh, qh) + H
st(yh, ph, f + uh; qh) = 0, ∀ qh ∈ Qs(P),

y

a(zh, ξh)− b(ξh, rh) + S
ad(zh, rh,yh − yΩ; ξh) = (yh − yΩ, ξh)L2(Ω), ∀ ξh ∈ V l(P),

b(zh, ψh) + H
ad(zh, rh,yh − yΩ;ψh) = 0, ∀ ψh ∈ Qs(P),

respectivamente. Lo anterior indica dichos pares pueden ser vistos como una discretización de los

respectivos pares (ŷ, p̂) y (ẑ, r̂). Con esto en mente es posible llevar a cabo los procedimientos realizados

en la Sección 3.5 para construir estimadores de error para el problema (4.1) - (4.3).

Denotemos por

êy := ŷ − yh y êp := p̂− ph

los errores auxiliares asociados al par estado. A partir de la ecuación de estado del sistema (4.10) y el

sistema (4.15) es posible obtener la siguiente relación

a(êy,v) + b(v, êp) =
∑

K∈P

(

(f−ΠK,1(f),v)L2(K) + (ΠK,1(f) + uh + ν∆yh −∇ph,v)L2(K)

−
∑

γ∈EK

(Jν∇yhnγ − phnγK,v)L2(γ)

)

.
(4.19)

De manera similar, denotando por

êz := ẑ− zh y êr := r̂ − rh

los errores auxiliares asociados al par estado adjunto, y usando la ecuación del estado adjunto del

sistema (4.10) y el sistema (4.16) se obtiene

a(êz,v)− b(v, êr) =
∑

K∈P

(

(ΠK,1(yΩ)− yΩ,v)L2(K) + (ΠK,1(yΩ) + yh + ν∆zh +∇rh,v)L2(K)

−
∑

γ∈EK

(Jν∇zhnγ + rhnγK,v)L2(γ)

)

.

(4.20)

En base a estas identidades es posible obtener un estimador de error del tipo computable y otro no

computable.
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4.4.1. Estimaciones computables

Comenzaremos por elaborar un estimador de error cuyas constantes involucradas son todas expĺıcitas

y que no requiera del uso de interpoladores.

4.4.1.1. Análisis de confiabilidad

Primero introduciremos los siguientes términos residuales y oscilatorios



















Rst
K := ΠK,1(f) + uh + ν∆yh −∇ph, en K,

Rst
γ,K := gst

γ,K − Jst
γ,K , en cada γ ∈ EK ,

oscstK := f −ΠK,1(f), en K,

(4.21)



















Rad
K := yh −ΠK,l(yΩ) + ν∆zh +∇rh, en K,

Rad
γ,K := gad

γ,K − Jad
γ,K , en cada γ ∈ EK ,

oscadK := ΠK,1(yΩ)− yΩ, en K,

(4.22)

donde

Jst
γ,K := ν∇yh|KnK

γ − ph|KnK
γ , Jad

γ,K := ν∇zh|KnK
γ + rh|KnK

γ . (4.23)

A su vez, para cada τ = st, ad, los términos {gτ
γ,K} corresponden a los flujos equilibrados, los cuales

se construyen de tal modo que se cumpla

• Consistencia:

gτ
γ,K + gτ

γ,K′ = 0, si γ ∈ EK ∩ EK′ (K 6= K ′).

• Balance de primer orden:

(f + uh, θ)L2(K) −B
st
K ((yh, ph), θ) +

∑

γ∈EK

(gst
γ,K , θ)L2(K) −S

st
K (yh, ph, f + uh; θ) = 0,

(yh − yΩ, θ)L2(K) −B
ad
K ((zh, rh), θ) +

∑

γ∈EK

(gad
γ,K , θ)L2(K) −S

ad
K (zh, rh,yΩ − yh; θ) = 0,

para todo θ ∈ [P1(K)]
d
y para todo K ∈P, donde Bst

K ((yh, ph), θ) := BK((yh, ph), θ) y

Bad
K ((zh, rh), θ) := BK((zh,−rh), θ), siendo BK el término descrito en (3.16).

Con esto es posible reescribir las ecuaciones (4.19) y (4.20), de modo que

a(êy,v) + b(v, êp) =
∑

K∈P

(

(σ
≈

st
K ,∇v)L2(K) + (oscstK ,v)L2(K)

)

. (4.24)

a(êz,v)− b(v, êr) =
∑

K∈P

(

(σ
≈

ad
K ,∇v)L2(K) + (oscadK ,v)L2(K)

)

. (4.25)
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En este caso, para cada elemento K ∈ P, las funciones matriciales σ
≈

τ
K corresponden a una solución

del problema de Neumann:







−div
≈

σ
≈

τ
K = Rτ

K , en K,

στ
KnK

γ = Rτ
γ,K , en cada γ ∈ EK ,

(4.26)

para cada τ = st, ad, donde Rτ
K ,R

τ
γ,K vienen descritos en (4.21) - (4.22).

En base a las ecuaciones (4.24) y (4.25), usando los mismos pasos realizados en la Sección 3.5.1.1 es

posible obtener las siguientes estimaciones de error computables

|||êy|||V ,Ω ≤ ηy, (4.27)

|||êp|||Q,Ω ≤
√
2ρ

β
ηp. (4.28)

|||êz|||V ,Ω ≤ ηz, (4.29)

|||êr|||Q,Ω ≤
√
2ρ

β
ηr. (4.30)

Cada uno de los estimadores viene dado de la siguiente manera:

ηy :=

(

∑

K∈P

η2y,K

)1/2

donde ηy,K :=
(

η2yc,K
+ νη2ync,K

)1/2

,

ηz :=

(

∑

K∈P

η2z,K

)1/2

donde ηz,K :=
(

η2zc,K + νη2znc,K

)1/2

,

(4.31)

ηp :=

(

∑

K∈P

η2p,K

)1/2

donde ηp,K :=
(

η2yc,K
+ ν2η2ync,K

)1/2

,

ηr :=

(

∑

K∈P

η2r,K

)1/2

donde ηr,K :=
(

η2zc,K + ν2η2znc,K

)1/2

.

(4.32)

A su vez, los respectivos indicadores de error vienen dados por:

ηyc,K :=
1√
ν

(

‖σ
≈

st
K‖L

≈

2(K) +
hK
π
‖oscstK‖L2(K)

)

, ηync,K =
1

β
‖∇ · yh‖L2(K), (4.33)

ηzc,K :=
1√
ν

(

‖σ
≈

ad
K ‖L

≈

2(K) +
hK
π
‖oscadK ‖L2(K)

)

, ηznc,K =
1

β
‖∇ · zh‖L2(K), (4.34)

donde los términos σ
≈

τ
K y oscτK vienen descritos en (4.26) y (4.21) - (4.22), respectivamente.
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Por último, el estimador de error asociado al control óptimo se define como:

ηct :=

(

∑

K∈P

η2ct,K

)1/2

, donde ηct,K := ‖ũ− uh‖L2(K). (4.35)

En base a lo anterior presentaremos el análisis a través del cual se obtiene una cota para el error de

discretización a posteriori sobre el problema de control óptimo. En lo que sigue denotamos los errores

de cada variable por

ey := y − yh ; ez := z− zh ; eu := u− uh ; ep = p− ph ; er = r − rh.

A su vez denotamos por E el error total definido por

E := ((ey, ep), eu, (ez, er)). (4.36)

Teorema 4.4.1 Sean ((y, p),u, (z, r)) ∈ Y × Uad × Y solución de (4.10) y ((yh, ph),uh, (zh, rh)) ∈
Y l,s×Uad,t×Y l,s la solución del sistema (4.14). Entonces el error total E, definido en (4.36), satisface

la siguiente estimación computable

|||E|||Ω :=
(

|||(ey, ep)|||2Ω + |||(ez, er)|||2Ω + ‖eu‖2L2(Ω)

)1/2

≤ ΥC , (4.37)

donde el término ΥC denota el estimador total computable (TCE), el cual puede expresarse, en térmi-

nos de sus indicadores de error ΥC,K , del siguiente modo

ΥC :=

(

∑

K∈P

Υ2
C,K

)1/2

y ΥC,K :=

(

Cstη
2
y,K + Cadη

2
z,K + Cctη

2
ct,K +

4ρ2

β2

(

η2p,K + η2r,K
)

)1/2

,

(4.38)

donde ηy,K, ηz,K , ηp,K , ηr,K están dados por (4.31) - (4.34), mientras que ηu,K se define en (4.35).

A su vez las constantes involucradas vienen dadas por

Cst := 2 +
8C6

Ω

α2ν3
+ 4(1 + ρ2CS)

(

C4
Ω

ν2
+

4C8
Ω

α2ν4
+

8C12
Ω

α2ν6

)

,

Cad := 2 +
4C2

Ω

α2ν
+

8

α2
(1 + ρ2CS)

(

C4
Ω

ν2
+

2C8
Ω

ν4

)

,

Cct := 2 +
8C8

Ω

α2ν4
+ 4(1 + ρ2CS)

(

C2
Ω

ν
+

2C6
Ω

ν3
+

4C10
Ω

α2ν5
+

8C14
Ω

α2ν7

)

,
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donde CΩ corresponde a la constante de Poincaré, mencionada en el Teorema 2.4.2 y CS =
4ν

β2
.

Dem: A continuación describiremos el procedimiento en 5 pasos principales.

Paso 1 El objetivo de este paso es controlar el error u− uh.

A partir de la desigualdad triangular se tiene que

‖u− uh‖2L2(Ω) ≤ 2
(

‖u− ũ‖2L2(Ω) + ‖ũ− uh‖2L2(Ω)

)

(4.39)

El segundo término del lado derecho corresponde a η2ct (por (4.35)), por lo que ahora nos centraremos

en el primer término. Dado que ũ se describe en términos de una proyección se tiene que satisface la

siguiente desigualdad variacional

(zh + αũ,w − ũ)L2(Ω) ≥ 0, ∀ w ∈ Uad. (4.40)

Tomando w = ũ en la desigualdad variacional (4.9) y tomando w = u en (4.40) se obtiene

(z+ αu, ũ− u)L2(Ω) ≥ 0 y (zh + αũ,u− ũ)L2(Ω) ≥ 0,

con lo cual se sigue que

α‖u− ũ‖2L2(Ω) ≤ (z− zh, ũ− u)L2(Ω).

A continuación haremos uso de las variables auxiliares z̃ y ẑ, definidas en (4.16) y (4.18) respectiva-

mente, de la siguiente forma

α‖u− ũ‖2L2(Ω) ≤ (z − z̃, ũ− u)L2(Ω) + (z̃− ẑ, ũ− u)L2(Ω) + (ẑ− zh, ũ− u)L2(Ω).

Usando las desigualdades de Hölder y de Young se obtiene

α‖u− ũ‖2L2(Ω) ≤ (z− z̃, ũ− u)L2(Ω) + ‖z̃− ẑ‖L2(Ω)‖ũ− u‖L2(Ω) + ‖ẑ− zh‖L2(Ω)‖ũ− u‖L2(Ω)

≤ (z− z̃, ũ− u)L2(Ω) +
1

α
‖z̃− ẑ‖2L2(Ω) +

1

α
‖ẑ− zh‖2L2(Ω) +

α

2
‖ũ− u‖2L2(Ω),

con lo cual resulta

‖u− ũ‖2L2(Ω) ≤
2

α
(z− z̃, ũ− u)L2(Ω) +

2

α2
‖z̃− ẑ‖2L2(Ω) +

2

α2
‖ẑ− zh‖2L2(Ω) (4.41)

Usando desigualdad de Poincaré y (4.29) se tiene que ‖ẑ− zh‖2L2(Ω) ≤
C2

Ω

ν
η2z.

Ahora procederemos a acotar el primer término mediante las variables auxiliares ỹ y z̃ definidas en
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(4.15) - (4.16). Puesto que y− ỹ, z− z̃ ∈X se tiene que a(ỹ− y, z− z̃) = (ũ− u, z− z̃)L2(Ω) (usando

el sistema (4.10) y las ecuaciones en (4.15)) y a(z− z̃, ỹ− y) = (y− ỹ, ỹ− y)L2(Ω) (usando el sistema

(4.10) y las ecuaciones en (4.16)). Con esto se deduce que

(ũ− u, z− z̃)L2(Ω) = a(ỹ − y, z − z̃) = a(z− z̃, ỹ − y) = (y − ỹ, ỹ − y)L2(Ω) = −‖y− ỹ‖2L2(Ω) ≤ 0

De este modo la desigualdad (4.41) equivale a

‖u− ũ‖2L2(Ω) ≤
2

α2
‖z̃− ẑ‖2L2(Ω) +

2C2
Ω

α2ν
η2z (4.42)

Nos resta acotar el término ‖z̃ − ẑ‖L2(Ω). Dado que z̃ − ẑ ∈ X se tiene que a(z̃ − ẑ, z̃ − ẑ) = (ỹ −
yh, z̃− ẑ)L2(Ω) (usando (4.16) y (4.18)). Luego

|||z̃− ẑ|||2V ,Ω = (ỹ − yh, z̃− ẑ)L2(Ω),

Usando las desigualdades de Hölder y de Poincaré se sigue que

|||z̃− ẑ|||2V ,Ω ≤
C4

Ω

ν2
|||ỹ − yh|||2V ,Ω ≤

2C4
Ω

ν2

(

|||ỹ − ŷ|||2V ,Ω + |||ŷ − yh|||2V ,Ω

)

(4.43)

Por (4.27) se tiene que |||ŷ − yh|||2V ,Ω ≤ η2y. Para estimar el término |||ỹ − ŷ|||V ,Ω basta con usar las

ecuaciones (4.15) y (4.17), de manera similar como se trabajó con el término |||z̃− ẑ|||V ,Ω, con lo cual

se tiene

|||ỹ − ŷ|||2V ,Ω ≤
C2

Ω

ν
‖ũ− uh‖2L2(Ω) =

C2
Ω

ν
η2ct.

Usando esto último en la desigualdad (4.43) se obtiene

C2
Ω

ν
|||z̃− ẑ|||2V ,Ω ≤

2C6
Ω

ν3

(

C2
Ω

ν
η2ct + η2y

)

. (4.44)

Usando desigualdad de Poincaré en (4.42) y el resultado obtenido en (4.44) se determina que

‖u− ũ‖2L2(Ω) ≤
4C6

Ω

α2ν3
η2y +

2C2
Ω

α2ν
η2z +

4C8
Ω

α2ν4
η2ct,

y por (4.39) se concluye que

‖u− uh‖2L2(Ω) ≤
8C6

Ω

α2ν3
η2y +

4C2
Ω

α2ν
η2z +

(

2 +
8C8

Ω

α2ν4

)

η2ct. (4.45)
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Paso 2 El objetivo de este paso es controlar el error y − yh. En este caso se tiene

|||y − yh|||2V ,Ω ≤ 2
(

|||y − ŷ|||2V ,Ω + |||ŷ − yh|||2V ,Ω

)

(4.46)

El segundo término de la desigualdad se estima mediante (4.27), con lo cual nos resta estimar el primer

término.

Puesto que y − ỹ ∈X, usando (4.17) y las dos primeras ecuaciones de (4.10) se tiene que

a(y − ŷ) = (u− uh,y − ŷ)L2(Ω),

y por desigualdad de Hölder y de Poincaré se tiene

|||y − ŷ|||2V ,Ω ≤
C2

Ω

ν
‖u− uh‖2L2(Ω). (4.47)

Usando esta desigualdad y la estimación (4.45) en (4.46), se concluye que

|||y − yh)|||2V ,Ω ≤
(

2 +
16C8

Ω

α2ν4

)

η2y +
8C4

Ω

α2ν2
η2z +

(

4C2
Ω

ν
+

16C10
Ω

α2ν5

)

η2ct. (4.48)

Paso 3 El objetivo de este paso es estimar el error z− zh.

En este caso se tiene

|||z− zh)|||2V ,Ω ≤ 2
(

|||z− ẑ|||2V ,Ω + |||ẑ− zh|||2V ,Ω

)

(4.49)

El segundo término de la desigualdad se estima mediante (4.29), por lo que nos resta estimar el primer

término.

Puesto que z− z̃ ∈ X, usando (4.18) y las dos últimas ecuaciones de (4.10) se tiene que

a(z− ẑ) = (y − yh, z− ẑ)L2(Ω),

y por desigualdad de Hölder y de Poincaré se tiene

|||z− ẑ|||2V ,Ω ≤
C4

Ω

ν2
|||y − yh|||2V ,Ω. (4.50)

Usando esta desigualdad y la estimación (4.48) en (4.49) se concluye que

|||z− zh|||2V ,Ω ≤
(

4C4
Ω

ν2
+

32C12
Ω

α2ν6

)

η2y +

(

2 +
16C8

Ω

α2ν4

)

η2z +

(

8C6
Ω

ν3
+

32C14
Ω

α2ν7

)

η2ct. (4.51)

Paso 4 El objetivo de este paso es estimar ‖p− ph‖L2(Ω y ‖r − rh‖L2(Ω). En esta oportunidad solo
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mostraremos los pasos para estimar la primera cantidad, ya que la segunda se estima de manera similar.

Usando la definición de p̂ en (4.17) y la desigualdad triangular se tiene que:

‖p− ph‖2L2(Ω) ≤ 2
(

‖p− p̂‖2L2(Ω) + ‖p̂− ph‖2L2(Ω)

)

. (4.52)

El segundo término se estima mediante (4.28).

A partir de las dos primeras ecuaciones del sistema (4.10) y las ecuaciones (4.17) se obtiene

(p− p̂,∇ · v)L2(Ω = ν(∇(y − ŷ),∇v)L
≈

2(Ω) − (u− uh,v)L2(Ω),

y mediante la condición inf - sup sobre b, usando desigualdad de Hölder y de Poincaré, se llega a que

‖p− p̂‖L2(Ω) ≤
1

β

(√
ν|||y − ŷ|||V ,Ω + CΩ‖u− uh‖L2(Ω)

)

,

Usando la estimación obtenida en (4.47) obtenemos que

‖p− p̂‖2L2(Ω) ≤
4

β2
C2

Ω‖u− uh‖2L2(Ω),

Finalmente, usando esta desigualdad y la estimación obtenida en (4.45), de (4.52) se concluye que

‖p− ph‖2L2(Ω) ≤
64C8

Ω

α2β2ν3
η2y +

32C4
Ω

α2β2ν
η2z +

(

16C2
Ω

β2
+

64C10
Ω

α2β2ν4

)

η2ct +
4

β2
η2p (4.53)

Como se mencionó anteriormente, el procedimiento para estimar ‖r − rh‖2L2(Ω) es bastante similar,

utilizando las mismas desigualdades y las estimaciones (4.30) (4.50). En este caso se llega al siguiente

resultado

‖r − rh‖2L2(Ω) ≤
(

16C4
Ω

β2ν
+

128C12
Ω

α2β2ν5

)

η2y +
64C8

Ω

α2β2ν3
η2z +

(

32C6
Ω

β2ν2
+

128C14
Ω

α2β2ν6

)

η2ct +
4

β2
η2r . (4.54)

Paso 5 El resultado (4.37) - (4.38) se obtiene a partir de las estimaciones (4.45), (4.48), (4.51), (4.53)

y (4.54).

�

4.4.1.2. Análisis de eficiencia local

En esta sección se obtendrá una cota superior para el TCE descrito en el Teorema 4.4.1. En este caso

vemos que éste depende de cada uno de los estimadores construidos, los cuales, a su vez, dependen de

los estimadores conformes y de los no conformes, definidos en (4.33) y (4.34).
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Notemos que es posible obtener la misma estimación obtenida en (3.30), para los estimadores no

conformes. En este caso se tiene que

η2ync,K
≤ d

β2ν
|||(ey, ep)|||2K ,

η2znc,K
≤ d

β2ν
|||(ez, er)|||2K .

Por otro lado, para acotar los estimadores conformes haremos uso nuevamente del resultado detallado

en la Sección 5 del texto [2], con lo cual, para cada τ = st, ad, la solución del problema de Neumann

(4.26) satisface

‖σ
≈

τ
K‖L

≈

2(K) ≤ C



hK‖Rτ
K‖L2(K) +

∑

γ∈EK

h
1/2
K

(

‖ [J]τγ ‖L2(γ) + ‖gτ
γ,K − 〈J〉τγ ‖L2(γ)

)



 ,

donde

[J]
τ

γ :=







1
2

(

Jτ
γ,K + Jτ

γ,K′

)

, si γ ∈ EK ∩ EK′(K 6= K ′),

0, si γ ∈ EK ∩ EΓ,
(4.55)

〈J〉τγ :=







1
2

(

Jτ
γ,K − Jτ

γ,K′

)

, si γ ∈ EK ∩ EK′(K 6= K ′),

Jτ
γ,K , si γ ∈ EK ∩ EΓ,

(4.56)

siendo Jτ
γ,K los términos definidos en (4.23) y Rτ

K los términos residuales definidos en (4.21) -(4.22)

(para cada τ = st, ad).

A continuación estimaremos los términos residuales Rτ
K , para cada τ = st, ad. En el caso del estado

notemos que, de (4.2), el error ey satisface la siguiente ecuación de error:

a(ey,v) + b(v, ep) = (f + u,v)L2(Ω) − ν(∇yh,∇v)L
≈

2(Ω) − (ph,∇ · v)L2(Ω)

=
∑

K∈P

(

(ΠK,1(f) + uh + ν∆yh −∇ph,v)L2(K) + (f −ΠK,1(f),v)L2(K)

−
∑

γ∈EK

(Jν∇yhnγ − phnγK,v)L2(γ)

)

+ (eu,v)L2(Ω).

Dicha ecuación se puede reescribir en función de los términos Rst
K , [J]

st

γ y oscstK , de modo que:

∑

K∈P



(Rst
K ,v)L2(K) −

∑

γ∈∂K

([J]stγ ,v))L2(γ)



 = a(ey,v)+b(v, ep)−(eu,v)L2(Ω)−
∑

K∈P

(oscstK ,v)L2(K).

(4.57)
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Del mismo modo que en el Lema 3.5.6, tomando v = βKRst
K y usando desigualdad de Hölder y las

desigualdades (2.12) y (2.13) se llega a que

h2K‖Rst
K‖2L2(K) ≤ C

(

C2
R|||(ey, ep)|||2K + h2K‖oscstK‖2L2(K) + h2K‖eu‖2L2(K)

)

, (4.58)

donde CR = máx

{

√
ν,

√
d

ρ

}

.

Por otro lado, tomando v = βγ [J]
st

γ en (4.57), y usando desigualdad de Hölder y las desigualdades

(2.14) y (2.15), se obtiene

hK‖ [J]stγ ‖2L2(γ) ≤ C

∑

T∈Ωγ

(

C2
R|||(ey, ep)|||2T + h2T ‖oscstT ‖L2 + h2T ‖eu‖2L2(T )

)

. (4.59)

Nos resta estimar el término residual Rst
γ,K . En base a la construcción descrita en (4.55) y (4.56) se

tiene que Jst
γ,K = 〈J〉stγ + [J]

st

γ y Rst
γ,K = gst

γ,K − Jst
γ,K , con lo cual

‖Rst
γ,K‖L2(γ) ≤ ‖ [J]stγ ‖L2(γ) + ‖gst

γ − 〈J〉stγ ‖L2(γ).

Para estimar la parte ‖gst
γ −〈J〉stγ ‖L2(γ) utilizamos los mismos pasos empleados en la demostración del

Teorema 3.5.7. Con esto se llega a que

‖gst
γ − 〈J〉stγ ‖2L2(γ) ≤ h−1

K C

∑

T∈Ω̃K

(

CR,T |||(ey, ep)|||2T + h2T (1 + CS ,K)‖oscstT ‖L2(T )

)

.

Para el estado adjunto se obtiene la siguiente ecuación del error

a(ez,v) + b(v, er) =
∑

K∈P

(

(ΠK,1(yΩ) + yh + ν∆zh +∇rh,v)L2(K) − (yΩ −ΠK,1(yΩ),v)L2(K)

−
∑

γ∈EK

(Jν∇zhnγ + rhnγK,v)L2(γ)

)

+ (ey,v)L2(Ω).

Realizando el mismo procedimiento para el estado adjunto, usando (4.8), (4.22) y (4.55) - (4.56), se

llega a que los términos Rad
K y [J]

ad

γ satisfacen las siguientes estimaciones

h2K‖Rad
K ‖2L2(K) ≤ C

(

C2
R|||(ez, er)|||2K + h2K‖oscadK ‖2L2(K) + h2K‖ey‖2L2(K)

)

, (4.60)

hK‖ [J]adγ ‖2L2(γ)
≤ C

∑

T∈Ωγ

(

C2
R|||(ez, er)|||2T + h2T ‖oscadT ‖L2 + h2T ‖ey‖2L2(T )

)

. (4.61)
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A su vez, usando estas dos últimas desigualdades, se llega a que

‖Rad
γ,K‖L2(γ) ≤ ‖ [J]adγ ‖L2(γ) + ‖gad

γ − 〈J〉adγ ‖L2(γ),

‖gad
γ − 〈J〉adγ ‖2L2(γ) ≤ h−1

K C

∑

T∈ΩK

(

CR,T |||(ez, er)|||2T + h2T (1 + CS ,K)‖oscadT ‖L2(T )

)

.

Finalmente, para el estimador del error asociado al control, basta con sumar y restar la solución u y

usar desigualdad triangular y la propiedad de continuidad de Lipschitz del operador proyecciónΠ[ua,ub]

(mencionada en (4.12)), con lo cual se llega a que

ηu ≤ ‖eu‖L2(K) +
∥

∥

∥Π[ua,ub]

{

− 1

α
z

}

−Π[ua,ub]

{

− 1

α
zh

}

∥

∥

∥

L2(K)
≤ ‖eu‖L2(K) +

1

α
‖ez‖L2(K)

En base a estas estimaciones es posible probar el siguiente resultado.

Teorema 4.4.2 Sea K ∈P un elemento de la partición se tiene que los indicadores de error compu-

tables ΥC,K satisfacen la siguiente desigualdad

ΥC,K ≤ C

(

∑

T∈Ω̃K

(

|||E|||2T + h2T (‖eu‖2L2(K) + ‖ey‖2L2(K) + ‖oscstT ‖2L2(T ) + ‖oscadT ‖2L2(T ))
)

‖ez‖2L2(K) + ‖eu‖2L2(K)

)

,

4.4.2. Estimaciones no computables

A continuación se llevará a cabo la construcción de otro estimador, del tipo no computable, para el

problema (4.1) - (4.3).

4.4.2.1. Análisis de confiabilidad

En este caso reescribiremos las ecuaciones (4.19) y (4.20) en función de los términos residuales Rτ
K

(descritos en (4.21) - (4.22)) y [J]
τ

γ (descritos en (4.55)), para τ = st, ad, con lo cual se obtiene

a(êy,v) + b(v, êp) =
∑

K∈P

(

(Rst
K ,v)L2(K) + (oscstK ,v)L2(K)−

∑

γ∈EK

([J]stγ ,v)L2(γ)

)

, (4.62)

a(êz,v)− b(v, êr) =
∑

K∈P

(

(Rad
K ,v)L2(K) + (oscadK ,v)L2(K)−

∑

γ∈EK

([J]
ad

γ ,v)L2(γ)

)

. (4.63)
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A través del mismo procedimiento expuesto en la Sección 2.5.2, mediante las ecuaciones (4.62) y (4.63)

se obtienen las siguientes estimaciones no computables para y, p, z, r:

|||ẽy|||2V ,Ω ≤ C
(

η2st + ‖S st‖2∗
)

, (4.64)

β2|||ẽp|||2Q,Ω ≤ C
(

η2st + ‖S st‖2∗
)

, (4.65)

|||ẽz|||2V ,Ω ≤ C
(

η2ad + ‖S ad‖2∗
)

, (4.66)

β2|||ẽr|||2Q,Ω ≤ C
(

η2ad + ‖S ad‖2∗
)

, (4.67)

donde

‖S st‖∗ = sup
ξ∈H1

0(Ω)\{0}

|S st(yh, ph, f ; Ih(ξ|K))|
|||ξ|K |||V ,K

, (4.68)

‖S ad‖∗ = sup
ξ∈H1

0(Ω)\{0}

|S ad(zh, rh, f ; Ih(ξ|K))|
|||ξ|K |||V ,K

. (4.69)

Para τ = st, ad, los estimadores ητ se definen, en términos de sus indicadores de error ητ ,K de la

siguiente manera

ητ :=

(

∑

K∈P

η2τ ,K

)1/2

donde ητ ,K :=
(

η2τR,K
+ νη2τnc,K

)1/2

, (4.70)

En este caso los indicadores de error residuales (ητR,K
) y no conformes (ητnc,K

) se definen como

ητR,K
:=





h2K
ν

(

‖Rτ
K‖2L2(K) + ‖oscτK‖2L2(K)

)

+
∑

γ∈∂K

hK
ν
‖ [J]τγ ‖2L2(γ)





1/2

, (4.71)

ητnc,K
:=

1

β







‖∇ · yh‖L2(K), si τ = st,

‖∇ · zh‖L2(K), si τ = ad.
(4.72)

A partir de esta construcción, junto con el estimador de control ηct, es posible dar con el siguiente

resultado.

Teorema 4.4.3 Bajo las hipótesis del Teorema 4.4.1 existe una constante Cup > 0, que depende de

los parámetros ν, β, ρ, α, tal que se tiene la siguiente estimación no computable del error total E:

|||E|||Ω ≤ Cup

(

ΥNC + ‖S st‖∗ + ‖S ad‖∗
)

donde el término ΥNC denota el estimador total no computable (TNCE), el cual puede expresarse, en
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términos de sus indicadores de error ΥNC,K , del siguiente modo

ΥNC :=

(

∑

K∈P

Υ2
NC,K

)1/2

y ΥNC,K :=
(

η2st,K + η2ad,K + η2ct,K
)1/2

, (4.73)

con ητ ,K descrito en (4.70) - (4.72), para cada τ = st, ad. A su vez los términos ‖S st‖∗ y ‖S ad‖∗
vienen dados por (4.68) y (4.69), respectivamente.

Dem: La demostración se lleva a cabo mediante los mismos pasos descritos en el Teorema 4.4.1, usando

las estimaciones (4.64) - (4.67) en vez de (4.27) - (4.30), considerando que ηst cumple el mismo rol que

ηy y que ηp, al igual que ηad frente a ηz y ηr. Al final del paso 5 se debe sobreestimar para obtener la

constante Cup.

�.

4.4.2.2. Análisis de eficiencia local

Al igual que el estimador no computable obtenido en la Sección 3.5.2.2, el TNCE depende de los

estimadores no conformes, definidos en (4.72), como también de los términos residuales Rτ
K y [J]

τ
γ , los

cuales vienen dados por (4.21) - (4.22) y (4.55), para cada τ = st, ad. A su vez también está presente el

estimador del control ηct. Notemos que en la Sección 4.4.1.2 se obtuvo una cota superior, en términos

de los errores de discretización, para todos y cada uno de estos términos.

Del mismo modo que en secciones anteriores, para los estimadores no conformes, del tipo no compu-

table, es posible obtener

η2stnc,K
≤ d

β2ν
|||(ey, ep)|||2K ,

η2adnc,K
≤ d

β2ν
|||(ez, er)|||2K .

Por otro lado, notemos que en la Sección 4.4.1.2 obtuvimos una cota para cada término residual

mediante el uso de funciones burbuja. En el caso de las variables de estado, en (4.58) y (4.59) obtuvimos

h2K‖Rst
K‖2L2(K) ≤ C

(

C2
R|||(ey, ep)|||2K + h2K‖oscstK‖2L2(K) + h2K‖eu‖2L2(K)

)

,

hK‖ [J]stγ ‖2L2(γ)
≤ C

∑

T∈Ωγ

(

C2
R|||(ez, er)|||2T + h2T ‖oscstT ‖L2 + h2T ‖eu‖2L2(T )

)

,

A su vez, para las variables de estado adjunto, en (4.60) y (4.61) vimos que

h2K‖Rad
K ‖2L2(K)

≤ C

(

C2
R|||(ez, er)|||2K + h2K‖oscadK ‖2L2(K) + h2K‖ey‖2L2(K)

)

,

hK‖ [J]adγ ‖2L2(γ) ≤ C

∑

T∈Ωγ

(

C2
R|||(ez, er)|||2T + h2T ‖oscadT ‖L2 + h2T ‖ey‖2L2(T )

)

,
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De este modo se tiene que los estimadores ητR,K , definidos en (4.71), para cada τ = st, ad, satisfacen

la siguiente estimación

η2stR,K
≤ C

∑

T∈ΩK

(

C2
R|||(ey, ep)|||2T + h2T ‖oscstT ‖2L2(T ) + h2T ‖eu‖L2(T )

)

η2adR,K
≤ C

∑

T∈ΩK

(

C2
R|||(ez, er)|||2T + h2T ‖oscadT ‖2L2(T ) + h2T ‖ey‖L2(T )

)

Dado que en este caso ηu = ηct se verifica entonces que

ηct ≤ ‖eu‖L2(K) +
∥

∥

∥Π[ua,ub]

{

− 1

α
z

}

−Π[ua,ub]

{

− 1

α
zh

}

∥

∥

∥

L2(K)
≤ ‖eu‖L2(K) +

1

α
‖ez‖L2(K)

Por último, bajo supuesto mencionado al final de la Sección 4.3, sobre los términos estabilizantes, se

tiene que

sup
ξ∈H1

0(Ω)\{0}

|S st(yh, ph, f ; Ih(ξ|K))|
|||ξ|K |||V ,K

≤ C ηstR,K ,

sup
ξ∈H1

0(Ω)\{0}

|S ad(zh, rh,yΩ; Ih(ξ|K))|
|||ξ|K |||V ,K

≤ C ηadR,K
.

Con esto podemos establecer el siguiente resultado de eficiencia local.

Teorema 4.4.4 Para cada K ∈P, el indicador ΥNC,K satisface la siguiente estimación

Υ2
NC,K ≤ C

∑

T∈ΩK

(

|||E|||2K + h2T
(

‖ey‖L2(T ) + ‖eu‖L2(T ) + ‖oscstT ‖L2(T ) + ‖oscadT ‖L2(T )

)

+‖eu‖2L2(T ) + ‖ey‖2L2(T )

)

.

4.5. Simulaciones numéricas

A partir del estudio sobre el problema de control óptimo se procederá a exhibir algunos resultados

correspondientes a ejemplos de solución del problema. Nuestra intención en este caso es llevar a cabo

los mismos procedimientos utilizados en la resolución de ejemplos concretos del problema de Stokes,

en la Sección 3.6.

A continuación se procederá a detallar algunos aspectos a implementar en la obtención de resultados,

estos son: los esquemas de elementos finitos a implementar, un método de búsqueda de soluciones

factibles, un algoritmo adaptativo de resolución y, por último, algunos aspectos generales para la

presentación de los resultados.
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4.5.1. Implementación de esquemas de elementos finitos

Para esta ocasión se usarán los esquemas RELP y LPS para resolver el sistema (4.14), empleando

V 1(P) y Q0(P) como subespacios de discretización, para una partición P del dominio Ω dada. Los

términos estabilizantes que resultan de esta elección son los siguientes:

• En el esquema LPS, los términos estabilizantes para la ecuación de estado son:

S
st(yh, ph, f + uh;vh) := 0

y

H
st(yh, ph, f+ uh; qh) := −

∑

γ∈EI

τγJphnγK, JqhnγKL2(γ).

Para la ecuación de estado adjunto, en cambio, los términos vienen dados por:

S
ad(zh, rh,yΩ − yh;vh) := 0

y

H
ad(zh, rh,yΩ + yh; qh) :=

∑

γ∈EI

τγJrhnγK, JqhnγKL2(γ).

• En el esquema RELP, los términos estabilizantes para la ecuación de estado son:

S
st(yh, ph, f + uh;vh) :=

∑

γ∈EI

τγ (Jν∇yh · nγ − phnγK, Jν∇vh · nγK)
L2(γ)

y

H
st(yh, ph, f+ uh; qh) :=

∑

γ∈EI

τγ (Jν∇yh · nγ − phnγK, JqhnγK)
L2(γ) .

Para la ecuación de estado adjunto, en cambio, los términos vienen dados por:

S
ad(zh, rh,yΩ − yh;vh) :=

∑

γ∈EI

τγ (Jν∇zh · nγ + rhnγK, Jν∇vh · nγK)
L2(γ)

y

H
ad(zh, rh,yΩ − yh; qh) =

∑

γ∈EI

τγ (Jν∇zh · nγ + rhnγK, JqhnγK)
L2(γ) .

En el caso del conjunto admisible se hará uso del subespacio Uad,0, esto es, con t = 0 en la fórmula

(4.13).

Introduciremos algo de notación adicional para la implementación del método de elementos finitos
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sobre el sistema (4.14). Denotemos la dimensión de los subespacios Q0(P) y V 1(P) por

M := dimQ0(P) ; N :=
1

d
dimV 1(P),

respectivamente.

Consideremos las base de V 1(P) y Q0(P) dadas por {λ(j)
n : n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , d} y

{1k : k = 1, . . . ,M} respectivamente, siendo λ
(j)
n la función lineal, descrita en la Sección 2.3, y Ik la

función indicatriz que vale 1 si se evalua en el elemento Kk, y 0 en otro caso. Con esto, cada variable

queda discretizada de la siguiente manera:

y
(j)
h =

N
∑

n=1

y(j)n λn ; z
(j)
h =

N
∑

n=1

z(j)n λn ; u
(j)
h =

M
∑

k=1

u
(j)
k 1n (con j = 1, . . . , d);

ph =

M
∑

k=1

pk1k ; rh =

M
∑

k=1

rk1k.

4.5.2. Algoritmo de Active Set

En esta subsección se presentará un método que permite dar con una solución óptima a partir de un

algoritmo de búsqueda que utiliza dos funciones iniciales.

El algoritmo a describir se conoce por sus siglas PDAS (Primal - dual active set), no obstante lo

denominaremos simplemente algoritmo de Active Set. Esta estrategia consiste en una recursividad que,

en cada iteración, va entregando soluciones factibles del problema (4.1) - (4.3), con lo cual se obtiene

un control óptimo que satisface las restricciones de caja. Para ello se utilizan funciones indicadoras

que dan cuenta justamente de la factibilidad de la solución.

El estudio del algoritmo de Active Set, en un contexto más amplio, puede hallarse en el trabajo [18]. Lo

anterior puede ser llevado a cabo tanto sobre el problema continuo (en espacios de dimensión infinita)

como en su versión discreta (en espacios de dimensión finita). En ambos casos es posible probar que

el algoritmo se detiene luego de realizar una cantidad finita de pasos (ver [19]). Por último, se sugiere

revisar el Caṕıtulo 2, Sección 2.12.4 del texto [28] o el Caṕıtulo 5, Sección 5.4 del texto [12] para ver

una descripción simple y genérica de los pasos a mencionar.

Para nuestro problema en particular, los pasos que describen la implementación del algoritmo de Active

Set son los siguientes:

Paso 0 Inicialización.

⊲ Ingresar las funciones f ,yΩ ∈ L2(Ω) del lado derecho; los parámetros ν, α > 0 y los vectores

ua =
(

u
(1)
a , . . . , u

(d)
a

)

,ub =
(

u
(1)
b , . . . , u

(d)
b

)

de la restricción de caja.
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⊲ Definir la función matricial

P
≈
z =

(

P
(1)
z | . . . | P

(d)
z

)

∈ RM×d,

donde

P(j)
z =

(

P
(j)
z,1 , . . . , P

(j)
z,M

)

para cada j = 1, . . . , d. Inicializar cada componente P
(j)
z con algún valor (por ejemplo

0M×1).

⊲ Para cada j = 1, . . . , d, definir las funciones caracteŕısticas

χ(j)
a =

(

χ
(j)
a,1, . . . , χ

(j)
a,M

)

; χ
(j)
b =

(

χ
(j)
b,1, . . . , χ

(j)
b,M

)

e inicializar cada una por 0M×1.

⊲ Definir e inicializar los contadores:

cont(1) = 1; . . . ; cont(d) = 1.

Paso 1 Para cada j = 1, . . . , d:

Para cada k = 1, . . . ,M ,

⊲ Si −α−1P
(j)
z,k < u

(j)
a , fijar χ

(j)
a,k = 1.

⊲ Si −α−1P
(j)
z,k > u

(j)
b , fijar χ

(j)
b,k = 1.

Paso 2 Resolver el sistema































a(yh,vh) + b(vh, ph) + S st(yh, ph, f + uh;vh) = (f + uh,vh)L2(Ω), ∀ vh ∈ V 1(P),

b(yh, qh) + H st(yh, ph, f + uh; qh) = 0, ∀ qh ∈ Q0(P),

a(zh, ξh)− b(ξh, rh) + S ad(zh, rh,yh − yΩ; ξh) = (yh − yΩ, ξh)L2(Ω), ∀ ξh ∈ V 1(P),

b(zh, ψh) + H ad(zh, rh,yh − yΩ;ψh) = 0, ∀ ψh ∈ Q0(P),

sujeto a:



















Para cada j = 1, . . . , d

Para cada k = 1, . . . ,M

(1− χ(j)
a,k − χ

(j)
b,k)α

−1P
(j)

z,k + u
(j)
k = u

(j)
a χ

(j)
a,k + u

(j)
b χ

(j)
b,k,

donde

P
(j)

z,k =
∑

l∈VKk

1

d+ 1
z
(j)
l
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Paso 3 Para cada componente j = 1, . . . , d:

⊲ Definir las funciones caracteŕısticas χ(j)
a ,χ

(j)
b ∈ RM e inicializar cada una en 0M×1.

⊲ Fijar los contadores cont(j) en 0.

Paso 4 Para cada j = 1, . . . , d:

Para cada k = 1, . . . ,M ,

⊲ Si − 1

α
P

(j)

z,k < u
(j)
a , fijar χ

(j)
a,k = 1.

⊲ Si − 1

α
P

(j)

z,k > ub,j, fijar χ
(j)
b,k = 1.

⊲ contj = contj +
∣

∣

∣χ
(j)
a,k − χ

(i)
a,j

∣

∣

∣+
∣

∣

∣χ
(j)
b,k − χ

(j)
b,k

∣

∣

∣ .

Paso 5 Si cont(j) ≥ 1, para todo j = 1, . . . , d, fijar χ
(j)
a = χ(j)

a y χ
(j)
b = χ

(j)
b y volver al Paso 2.

Sino, detener.

4.5.3. Algoritmo adaptativo de resolución

Al igual que en el caṕıtulo de Stokes se desea estudiar el desempeño del estimador de error no compu-

table, obtenido en la Sección 4.4.2.1. En vista de esto es que se hará uso de un algoritmo de resolución

del sistema discreto (4.14), incorporando una componente de adaptatividad, basado en el estimador

ΥNC , definido en (4.73).

En el Cuadro 4.1 se resume el procedimiento iterativo que permite calcular el estimador, junto con

generar un refinamiento adaptativo de cada partición P de Ω.

4.5.4. Ejemplos numéricos

Al igual que en la Sección 3.6, para describir cada ejemplo se presentarán la solución exacta, junto

con el parámetroν y los vectores reales ua y ub de la restricción de caja, lo cual permite obtener las

funciones f y yΩ. En esta parte se tomará el parámetro α con un valor fijo de 1.

Ejemplo 1: Fijando ν = 1 y tomando como solución:

y(x1, x2) = z(x1, x2) =





x21x2(x1 − 1)2(x2 − 1)(2x2 − 1)

−x1x22(x1 − 1)(x2 − 1)2(2x1 − 1)



 ;

p(x1, x2) = r(x1, x2) = x1x2(1− x1)(1 − x2)−
1

36
.

Los vectores ua y ub vienen dados por

ua = (−0,2;−0,3) ; ub = (0,3; 0,2)
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Algoritmo adaptativo de resolución

1: Ingresar las funciones f ,yΩ ∈ L2(Ω), los parámetros positivos α, ν > 0 y los vectores
ua,ub ∈ Rd de la restricción de caja. Fijar i = 0 y construir la malla P0.

2: Para la malla Pi, construir el esquema (4.14) y obtener la tupla ((yh, ph),uh, (zh, rh))
mediante Active Set.

3: Para cada elemento K ∈Pi,

- Calcular ‖Rst
K‖L2(K) y ‖Rad

K ‖L2(K) usando (4.21) - (4.22),

- Calcular ‖oscstK‖L2(K) y ‖oscadK ‖L2(K) usando (4.21) - (4.22),

- Para cada lado γ ∈ EK ∩ EI , calcular ‖ [J]stγ ‖L2(γ) y ‖ [J]adγ ‖L2(γ) usando (4.55),

- Calcular ηst,K y ηad,K , usando (4.70), y ηct,K usando (4.35). Finalmente calcular ΥNC,K

usando el resultado del Teorema 4.73.

4: Marcar el elemento K si ΥNC,K ≥
1

2
máx
T∈Pi

ΥNC,T .

5: Del paso 4 obtener la nueva malla.

6: Fijar i←− i + 1 y volver al paso 2.

Tabla 4.1: Descripción del algoritmo de refinamiento adaptativo basado en el estimador ΥNC

Ejemplo 2: Fijando ν = 0,01 y tomando como solución:

y(x1, x2) =





x21x2(x1 − 1)2(x2 − 1)(2x2 − 1)

−x1x22(x1 − 1)(x2 − 1)2(2x1 − 1)



 ;

p(x1, x2) = r(x1, x2) = x1x2(1− x1)(1− x2)−
1

36
;

z(x1, x2) =



















2x2(x2 − 1)(2x2 − 1)

(

x1 + e
x1
ν − x1e 1

ν − 1
)2

(

e
1
ν − 1

)2

−2x22(x2 − 1)2

(

x1 +
e

x1−1
ν − e−1

ν

e
−1
ν − 1

)



1 +
e

x1−1
ν

ν
(

e
−1
ν − 1

)























.

Los vectores ua y ub vienen dados por

ua = (−0,005;−0,01) ; ub = (0,005; 0,005)

El código a utilizar corresponde a una extensión de aquel utilizado en la misma sección numérica de

Stokes, bajo las mismas consideraciones para su implementación (en cuanto a la aproximación de las

integrales y la resolución de sistemas lineales)

Para mostrar los resultados se presentarán los gráficos de convergencia de los errores asociados a cada

variable (estado, estado adjunto y control), junto con la convergencia de sus respectivos estimadores.
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Para las variables de estado y adjuntas se usará la norma de la enerǵıa (tomando ρ = β y β = 0,38)

para medir el error, mientras que para el control se usará la norma en L2 vectorial. También se exhibirá

la convergencia del error total, mediante la norma descrita en (4.37), junto con la convergencia del

TNCE. Cada convergencia se medirá en función del número de grados de libertad, que en este caso

vendrá dado por Ndof = 2(2 dim(V 1(P)) + dim(Q0(P)) + 1) + 2 dim(Q0(P)).

Para mostrar los resultados se presentarán los gráficos de convergencia del error, en norma de la enerǵıa

(tomando ρ = β y β = 0,38), para las variables de estado y adjuntas, junto con la convergencia de sus

respectivos estimadores ηst y ηad. Para la variable de control se mostrará la convergencia de la norma

en L2 del error y de su estimador ηct asociado. Por último se mostrará la convergencia del error total

E, mediante la norma descrita en (4.37), junto con la convergencia del TNCE.

Para el ejemplo 1 se observa que la convergencia de cada error posee un orden cercano a 0,5 (Figura

4.1), y que el mallado adaptativo se asemeja a un refinamiento uniforme (Figura 4.2).

Para el ejemplo 2, en cambio, se observa que las variables de estado y la variable de control no poseen

un decaimiento notorio en norma y estimador, sino después de los 104 grados de libertad (Ver Figura

4.3), donde comienzan a converger con orden cercano a 0,5. Lo anterior es más complicado de ver para

el caso de la variable de control. En ambos casos se observa que el mayor peso en el error total y el

estimador viene dado por las variables de estado adjunto, donde se presenta el fenómeno de capa ĺımite.

Por último se observa que el refinamiento adaptativo es acorde con lo modelado por dicho fenómeno,

dado que sólo se refina hacia un lado del cuadrado (Ver Figura 4.4). Todo lo anterior permite concluir

que el algorito adaptativo de resolución posee un desempeño aceptable para este tipo de situaciones.

Un último aspecto a mencionar es respecto al desempeño de cada esquema estabilizado. Se aprecia

que el esquema RELP entrega, significativamente, menos error para las variables de estado y adjunta

en el ejemplo 2, tanto para el estado como para el estado adjunto. Lo anterior permite inferir que este

esquema, para este caso particular, posee un mejor desempeño que el esquema LPS.
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Figura 4.1: Convergencia del ejemplo “burbuja - burbuja”, con el esquema LPS, de (a) el estado, (b)
el estado adjunto, (c) el control y (g) la tupla completa, y con el esquema RELP de (d) el estado, (e)
el estado adjunto, (f) el control y (h) la tupla completa.

(a) (b)

Figura 4.2: Malla obtenida después de (a) 10 iteraciones con el esquema LPS y (b) 10 iteraciones con
el esquema RELP



Caṕıtulo 4 70

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -2

10 0

10 2

10 4

|||(ey, ep)|||Ω
ηst

Ndof−1/2

(a)

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -2

10 0

10 2

10 4

10 6

Ndof−1/2

|||(ez, er)|||Ω
ηad

(b)

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -3

10 -2

10 -1

Ndof−1/2

‖eu‖L2(Ω)
ηct

(c)

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -2

10 0

10 2

10 4

|||(ey, ep)|||Ω
ηst

Ndof−1/2

(d)

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -2

10 0

10 2

10 4

10 6

Ndof−1/2

|||(ez, er)|||Ω
ηad

(e)

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -3

10 -2

10 -1

Ndof−1/2

‖eu‖L2(Ω)
ηct

(f)

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -2

10 0

10 2

10 4

10 6

Ndof−1/2

|||E|||Ω
ΥNC

(g)

10 2 10 4 10 6

Ndofs

10 -4

10 -2

10 0

10 2

10 4

10 6

Ndof−1/2

|||E|||Ω
ΥNC

(h)

Figura 4.3: Convergencia del ejemplo “burbuja - burbuja”, con el esquema LPS, de (a) el estado, (b)
el estado adjunto, (c) el control y (g) la tupla completa, y con el esquema RELP de (d) el estado, (e)
el estado adjunto, (f) el control y (h) la tupla completa.

(a) (b)

Figura 4.4: Malla obtenida después de (a) 30 iteraciones con el esquema LPS y (b) 30 iteraciones con
el esquema RELP
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Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se obtuvieron dos tipos de estimador de error, uno caracter totalmente expĺıcito y

otro conformado por constantes desconocidas, para el problema de Stokes. En base al análisis de cada

estimador fue posible llevar a cabo, posteriormente, nuestro objetivo principal consistente en obtener

estimadores de las mismas caracteŕısticas para el problema de control óptimo. En la construcción

resultó ser de gran importancia realizar primeramente el estudio del problema de Stokes, junto con

sus dos formulaciones débiles y el análisis de error a posteriori, ya que con esto fue posible replicar, de

manera paralela, los resultados obtenidos. Un aspecto destacable es el estudio realizado sobre dos tipos

de esquemas: inf - sup estables y estabilizados. Aún cuando el segundo requieren supuestos adicionales,

para este trabajo resultó ser un elemento crucial en la implementación numérica, esto en vista del gran

tamaño que posee el sistema de optimalidad obtenido.

También es importante destacar que, tanto en Stokes como en control óptimo, el algoritmo adaptativo

posee un buen desempeño en la resolución numérica. Más aún, resulta ser muy práctico en la medición

del error de discretización cuando no se dispone de información alguna acerca de la solución real del

problema.

Dentro de una gran variedad de elementos a desarrollar en estudios posteriores, y que vayan en ĺınea

con lo desarrollado en esta memoria, podemos mencionar:

• Si bien el aspecto numérico en los dos problemas fue realizado mediante los estimadores no

computables, en vista de los resultados obtenidos es posible inferir que el desempeño que este

realizaŕıa podŕıa llegar a ser bastante similar. En este caso se esperaŕıa que la similitud entre

el estimador computable y el error de discretización sean más parecidos en cuanto a la tasa de

convergencia, y que también posean un mayor grado de proximidad que aquel obtenido con el

estimador no computable.

No obstante no deja de ser un punto imporatante a desarrollar en un trabajo futuro. La razón

71
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principal es que el estimador computable del control óptimo posee dependencia del parámetro α,

lo que permitiŕıa a su vez analizar el caso en que dicho parámetro es considerablemente pequeño,

lo cual es de interés en múltiples ramas de la matemática, como lo son la teoŕıa de control y

problemas inversos.

• Como se mencionó en el caṕıtulo de introducción, en la literatura existe una gran variedad

de esquemas estabilizados. En este estudio en particular se consideraron tan solo 2 esquemas

con distinto grado de complejidad. Más alla de llevar a cabo el análisis sobre otro esquema

de elementos finitos (inf - sup estable o estabilizado) seŕıa más interesante aún mencionar que

ventajas posee cada uno de estos y bajo que contexto seŕıa factible implementarlos.
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