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RESUMEN

Resumen— Uno de los desafios mas significativos radica en la resolucién de sistemas de
ecuaciones no lineales sobredeterminados, principalmente debido a los altos requisitos
computacionales y de memoria asociados a la obtencién de la matriz Jacobiana. En este
trabajo, se propone la implementacién de la diferenciacion automatica a través de las
funciones de Jacobian-Vector Product (jvp) y Vector-Jacobian Product (vjp). Ademas, se
plantea una estrategia para obtener una aproximacién de la matriz Jacobiana J con la
particularidad de ser una versién dispersa, lo que resulta fundamental para el manejo
eficiente del producto J7w. Todo ello con el fin de implementar una versién alternativa
del método nsLSQR que pueda obtener resultados satisfactorios sin requerir recursos
computacionales excesivos

Palabras Clave— Sistemas de ecuaciones no lineales, Matriz Jacobiana, Métodos de
resolucioén, diferenciacién automatica

ABSTRACT

Abstract— One of the most significant challenges lies in solving overdetermined nonlinear
systems of equations, primarily due to the high computational and memory requirements
associated with obtaining the Jacobian matrix. In this work, the implementation of automa-
tic differentiation through the Jacobian-Vector Product (jvp) and Vector-Jacobian Product
(vjp) functions is proposed. Additionally, a strategy is introduced to obtain an approximation
of the Jacobian matrix J with the particularity of being a sparse version, which is crucial for
the efficient handling of the JTw product. All of this is aimed at developing an alternative
version of the nsLSQR method that can achieve satisfactory results without demanding
excessive computational resources.

Keywords— Nonlinear systems of equations, Jacobian matrix, Solution methods, algorith-
mic differentiation



GLOSARIO

CPU: Central Processing Unit
GPU: Graphical Processing Unit
JAX: Just-Another-XLA.

JIT: Just-in-Time.

JVP: Jacobian-Vector-Product.
nsLSQR: non-Symmetric LSQR.
TPU:Tensor Processing Unit
VJP: Vector-Jacobian-Product.

XLA: Accelerated Linear Algebra.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

INTRODUCCION

En la blsqueda constante de soluciones efectivas para una amplia gama de problemas en
campos que van desde la fisica y la ingenieria hasta la ciencia de datos y la optimizacién,
los métodos numéricos desempenan un papel crucial. Estos métodos son la columna verte-
bral de muchas aplicaciones computacionales y cientificas, proporcionando la capacidad de
abordar problemas complejos que a menudo carecen de soluciones analiticas. Sin embargo,
uno de los desafios persistentes en la aplicacién de estos métodos radica en la obtencién de
derivadas precisas y eficientes, que son fundamentales para el calculo de gradientes, opti-

mizacion y analisis de sensibilidad.

Uno de los tépicos mas desafiantes bajo lo anterior es el de encontrar soluciones a siste-
mas de ecuaciones no lineales sobredeterminados, los cuales presentan dos adversidades:
la no linealidad que a veces implica tener mas de una solucién y tener mas ecuaciones que
incognitas. Esto provoca que el problema se transforme en encontrar la “mejor solucién”
que minimice la discrepancia entre las ecuaciones dadas y las soluciones propuestas. Para
enfrentarse a estos problemas, los métodos que se implementan requieren de una u otra for-
ma trabajar con la matriz Jacobiana .J, cuyo requerimiento en memoria aumenta a medida

que crecen las dimensiones del problema.

Este trabajo se centra en la modificacion del algoritmo nsLSQR [Sanhueza, 2021], método
utilizado para resolver los problemas antes mencionados. Se explorara una alternativa a las
diferencias finitas: el método de diferenciaciéon automatica, la cual es una técnica que com-
bina conceptos de calculo numérico y simbdlico. Esta permite obtener derivadas precisas,
incluso cuando son no lineales con un grado alto y multidimensionales. Ademas, se presen-
tara nueva forma de obtener una aproximacion menos costosa de la matriz Jacobiana .J con
la cual se calculara el producto JTw, punto focal de estudio. Con ello se analizard como esta
perturbacién en la matriz J afecta al resultado de JTw y a la convergencia del algoritmo. Lo
anterior se puede entender bajo el siguiente trade off: utilizamos una aproximacién J que
es peor que .J, pero con ello obtenemos la reduccion de los tiempos de computacién y la

memoria utilizada.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

La estructura de este documento se divide en cinco secciones principales. La primera sec-
cion aborda la definicién del problema, proporcionando un contexto integral sobre el tema
en cuestion. A continuacién, en la seccion del marco conceptual, se presenta un analisis del
estado actual de la investigacion y se explica la teoria fundamental que servird de base para
comprender la solucién propuesta. Luego, se detalla la propuesta de solucion en la seccion
correspondiente, ofreciendo una vision completa y detallada de la solucion planteada. Final-
mente, se presenta una conclusién que resume los puntos clave del tema abordado.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

CAPITULO 1
DEFINICION DEL PROBLEMA

En diversos campos de investigacion, nos enfrentamos a problemas no lineales. Estos desa-
fios van desde la simulacién de eventos naturales o fisicos que involucran una gran cantidad
de términos y grados, hasta la aplicaciéon de la inteligencia artificial para predecir eventos
futuros o clasificar informacién. La resolucion de problemas complejos es una constante en
estos escenarios. Por lo general, estos problemas requieren una manera eficiente de ma-
nejar, estudiar y visualizar modelos que carecen de soluciones analiticas bajo condiciones
especificas, lo que haria extremadamente complicado obtenerlas.

Podemos pensar en estos problemas no lineales de la siguiente forma:

FO) = [0 00 f6) o ful¥)] (1)

donde existen m ecuaciones que son evaluadas en un vector x con n componentes y al menos
una de las funciones f,,, es no lineal.

Pero, cuando buscamos una solucién numérica para estos problemas, a menudo reformula-
mos estos problemas como sistemas de ecuaciones no lineales. Los cuales pueden ser defi-
nidos la siguiente forma:

F(x)=0

donde F' : R™ — R™ es una funcion, x € R" representa una raiz de la funciéon F,y 0 € R™
es un vector de ceros. En caso de que no exista una raiz, podemos construir este sistema
utilizando una forma alternativa:

F(r)—F(x)=0
donde ahora el vector r representa nuestra raiz.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

Estos sistemas se clasifican segln la relacién entre la dimension del dominio y el rango de la
funcién F'

1. Sim < n, el problema se denomina “sistema de ecuaciones no lineales subdetermi-

nado”.

2. Sim > n, el problema se denomina “sistema de ecuaciones no lineales sobredeter-

minado”.

3. Sim = n, el problema se denomina “sistema de ecuaciones no lineales cuadrado”.

Alo largo de los afos, se han estudiado diversas formas de obtener soluciones para sistemas
de ecuaciones no lineales, muchas de las cuales requieren el calculo de la matriz Jacobiana
Jr. Esta es esencial para el calculo de la aproximacién de una solucién para el sistema, ex-
presado frecuentemente como:

F(x; + Ax;) = F(x;) + J (%) Ax; + . ...
J(x;)Ax; = —F(x;)

notando que J(x;) es utilizado principalmente para obtener el producto entre este y un vec-
tor, el cual puede ser facilmente obtenido, por ejemplo, a través de diferencias finitas, en
donde se obtiene una expresion directa para obtenerlo.

El desafio radica en que en los métodos utilizados para resolver problemas sobredetermina-
dos, se requiere ademas el calculo del producto J(xi)T w, el cual, a diferencia del anterior, no
tiene una forma explicita. Para problemas de pequena escala, este producto podria obtener-
se mediante el calculo explicito de la matriz y la realizacion del producto, pero en problemas
de mayor dimension, esto se vuelve inviable debido al aumento en la demanda de memoria.
Por esta razdn, la implementacién de este producto sigue siendo un desafio pendiente.

El objetivo principal de esta memoria es abordar la resolucién de sistemas de ecuaciones
sobredeterminados a través del método nsLSQR [Sanhueza, 2021], proporcionando por un
lado, una nueva forma de obtener los productos J(x;) vy J(x;)” w a través de la diferencia-
cion automatica; por el otro, una forma alternativa de obtener una aproximacién de la matriz
Jacobiana .J. Con la combinacion de ambos se espera lograr equilibrar la balanza entre el uso

de memoria y la cantidad de operaciones elementales utilizadas.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

CAPITULO 2
MARCO CONCEPTUAL

2.1. Métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales

La resolucion de sistemas no lineales es un desafio que ha suscitado un gran interés, y para
abordarlo existen varios enfoques. Es importante destacar que resolver estos sistemas no
lineales es una tarea sumamente complicada en muchos casos, y la forma mas comun de
abordarlos es a través de métodos iterativos. Estos métodos ofrecen una solucién practi-
ca dada la complejidad inherente de estos problemas, y permiten avanzar hacia soluciones
aproximadas de manera efectiva.

El Método de Newton [Sauer, 2011, Chong y Zak, 2004], es la opcion mas destacada para
abordar estos problemas.

Supongamos que tenemos una funcion F' : R® — RR" para la cual deseamos encontrar
un vector x € R™ que cumpla con la condicion F'(x) = 0. Si la matriz Jacobiana J(x) es
no singular entorno a una vecindad de la raiz x, entonces es posible aplicar el Método de
Newton. Este método consiste en construir una solucién a través de una iteracién definida
de la siguiente manera:

Xit1 = X; + AX; (2)

donde Ax; es llamado Newton step y representa la solucion de la ecuacion de Newton

Este método presenta una caracteristica esencial: cuando el punto de inicio se encuentra lo
suficientemente préximo a la raiz del problema, exhibe una convergencia cuadratica, aunque
esta solo es valida a nivel local.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

Para abordar situaciones en las que se comienza desde una solucién inicial distante x,
es necesario emplear técnicas que permitan al método lograr una convergencia global.
Entre estas, destaca en popularidad y simplicidad la técnica backtracking line search
[Nocedal y Wright, 2006].

Sin embargo, es importante destacar que este método implica el calculo y almacenamiento
de la matriz Jacobiana en cada iteracion. Aunque esto puede no suponer un problema signifi-
cativo en casos de problemas pequenos, a medida que la dimension del problema aumenta,
mas memoria es requerida por el método.

Los métodos line search parten desde una iteracién similar a la iteracién de Newton presen-

tada en la ecuacion (g)), de modo que se expresa de la siguiente manera:
Xit1 = X; +; P; (3)

para lo cual «; > 0 es un escalar llamado step lenght y p,; un vector de direccién. La idea es
buscar los mejores valores para o; y p;.

En particular, se presta especial atencion al valor de «;, que, aunque tiene un calculo que
puede obtener el 6ptimo, su alto costo a menudo lleva a explorar otras formas de deter-
minarlo, que resultan igualmente efectivas, siendo una de estas la técnica bactracking. Es
importante destacar que este «; es crucial para la convergencia del método. Un valor muy
pequeno resulta en una convergencia lenta, mientras que un valor muy grande puede no
garantizar la convergencia. Una propiedad deseada es que para un «; lo suficientemente

pequefno no negativo [Armijo, 1964]:
fxi+aip;) < f(x;) +app] f(x)

donde p € (0, 1). Esta inecuacion nos indica que los valores « aceptados son todos los que
permiten que f(x; + «; p;) se encuentre bajo f(x;) + a pp! f'(x;). Esta condicion garantiza
que la longitud del paso calculada pueda disminuir suficientemente la funcién objetivo, pero
no que converja en un numero razonable de iteraciones.

Los métodos Nonlinear Conjugate Gradient [Nocedal y Wright, 2004, Cheng et al., 2009,
Hager y Zhang, 2006] forman parte de los métodos line search y extienden el método del
gradiente. Comienzan desde la expresion (), en este caso «; se obtiene a través de lineal
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

search y la direccién p; se calcula utilizando la siguiente expresion:

Pir1 = —9(Xit1) + 5i s

donde g representa VF(x;)T y 3; un escalar que asegura que p;;; y p; son conjugados,
ademas de ser el pardmetro a actualizar. La diferencia entre cada método corresponde a una
distinta forma de elegir el escalar ;. La seleccion de la expresidon para obtener este valor es
el desafio de este enfoque.

El método Spectral Gradient [Raydan, 1997, Birgin et al., 2014, Zhang y Zhou, 2004] es un
enfoque que parte desde la iteracion definida como:

Xiv1 = X; — 4 8

el valor de «; se obtiene a través de una expresion fija, la iteracion Barzilai-Borwein
[Barzilai y Borwein, 1988].

(Xit1 = %)  (Xiy1 — X))
(Xiy1 — X)) Th(Xi1) — h(x;)

o; =

donde h es el gradiente de la funciéon F' evaluado en el punto x;.

Una de las grandes ventajas que presenta Spectral Gradient es que el calculo de «; tiene un
bajo costo computacional y requiere poca memoria. Con respecto a la convergencia, se ha
demostrado que alcanza convergencia global para el caso cuadratico estrictamente convexo
con cualquier nimero de variables [Raydan, 1993] .

El método quasi-Newton [Birgin et al., 2003, Dennis y Moré, 1977] que se basa en la formu-
lacién de Newton, se distingue por obtener la direccién de bisqueda mediante la aproxima-
cion siguiente:

= —B;'VF(x;)

En esta oportunidad buscamos aproximar la matriz Hessiana a través de una matriz B; defi-

nida positiva, la cual es actualizada en cada iteracién usando informacién obtenida en pasos
anteriores. Para ello, es imperativo que esta matriz cumpla con la ecuacién de la secante:

Biy1(Xip1 — %) = VF(X11) — VF(x;)
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

El mas popular es el BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, and Shanno), el cual resuelve un
problema de minimizacién sujeto a restricciones

minimize || B;y1 — Bi|
i1
subjectto B, = Bii1,

Bi+1Axi = VF(XH_l) — VF(XZ)
Al resolver el problema de optimizacién, se obtienen una solucién Unica para B; .

La convergencia global de este método es incierta, principalmente debido a que la direccién
obtenida mediante la aproximacién mencionada previamente no siempre corresponde a una
direccion de descenso con respecto a la norma del residuo [Birgin et al., 2003].

El método de Newton inexacto [Dembo et al., 1982, Nocedal y Wright, 2006] utiliza una
aproximacion distinta para p;, la cual debe satisfacer

(%) + Jipil | < il [F (%)

con 7; > 0 denominado como forcing sequence y se utiliza para controlar la precisién.

Una importante modificacién que realizado al método de Newton es el enfoque conocido co-
mo Jacobian-free Newton-Krylov (JFNK) [Knoll y Keyes, 2004]. Este método es parte de los
métodos del subespacio de Krylov. Se le denomina Jacobian-free porque no requiere almace-
nar o calcular matriz Jacobiana, sino que necesita una rutina para calcular el producto entre
la matriz Jacobiana y un vector J v. Una de las ventajas clave de este enfoque es que conver-
ge sin la necesidad de calcular la verdadera matriz Jacobiana. Ademas, obtener el producto
matriz-vector no impone un alto costo computacional, ya que puede aproximarse utilizan-
do un enfoque de diferencias finitas. Por ejemplo, una aproximacion de segundo orden del
producto J(x;)v se calcula mediante la siguiente expresion:
F(x;+¢ev) — F(x; — €v)

J(x;)v =~ 5 (4)

cuyo error es proporcional a €. Es posible utilizar aproximaciones de orden superior, pero
esto aumenta el costo computacional asociado con estas aproximaciones.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

La ventaja sobre el método de Newton es que evita el almacenamiento de la matriz en me-

moria, reemplazandolo por el calculo del producto en cada iteracion.

Lamentablemente, la mayoria de los métodos mencionados han sido estudiados para el caso

cuadrado n = m.

Una modificacion a JNKF [Sanhueza y Torres, 2017] expande la idea de este método y permi-
te su implementacion en sistemas de ecuaciones no lineales sobredeterminados. Para ello
el algoritmo utiliza el enfoque de diferencias finitas (§) para obtener una aproximacion del
producto .Jv y se otro que obtenga J”w. Se generan dos sugerencias para esta ultima. El
primero utiliza una base ortonormal, donde @ = {qi,0s,...,q;},d; € R™ es una base or-
tonormal de n, J© € R™™ yw € R™ donde la aproximacién se calcula de la siguiente
manera: .
TT 0w =) (J(x)a;,w)
=1

La segunda forma propuesta es a través del uso del gradiente
Vg=J"(x)v

La diferencia principal es que en la primera expresion, si se utilizan n vectores de () se puede
obtener el resultado exacto del producto, pero esto implicaria utilizar mas memoria para

almacenar estos vectores.
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IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

2.2. LSQR

Se conoce como LSQR [Paige y Saunders, 1982] a un algoritmo iterativo para resolver siste-
mas de ecuaciones de la forma Ax = b asociados a un problema de minimos cuadrados

min ||b — Ax||?
xcR™

donde la matriz A € R™*™ es grande y dispersa, mientras que es un vector tal que
b € RR". Es similar al Gradiente Conjugado aplicado a problemas de minimos cuadrados
[Hestenes y Stiefel, 1952]. Este algoritmo es un método basado en el subespacio de Krylov
que utiliza el proceso de bidiagonalizaciéon de Golub y Kahan [Golub y Kahan, 1965]. Por lo
cual, en cada k-ésima iteracion se realizan dos recurrencias:

AVjy = U1 By,
ATUpyy = Vip1 B

donde V), y U, son bases del subespacio de Krylov de dimensioén k.

La matrices B), € R*1Fy B, ., € RFF1 corresponden a una matriz bidiagonal inferior y
una matriz bidiagonal superior respectivamente. Se le llama matriz bidiagonal a aquella que
tiene elementos no nulos a lo largo de su diagonal principal y en la primera superdiagonal o
subdiagonal. Particularmente, las matrices mencionadas tiene la siguiente forma:

Bi1
52,1 52,2 Q11 12

P32 P33

~ Qoo (g3
Bk+1 =

Brk-1  Brk Okl Ok ki1

Brt1k

ademas, Vi, € R™**y U, € R™** tienen la caracteristica de que en aritmética exacta cum-

plen con la propiedad VkTVk = U,CTUk = I;.. Con esto, en cada iteracion se puede aproximar

Pagina 10 de



IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

una solucién x;, que reduzca monétonamente la norma del residuo.

[|b — Axy||

Al igual que otros métodos iterativos, la recurrencia requiere la inicializacién de las matrices

U, y Vi, con los vectores u; y vy respectivamente, los cuales estan definidos por las expresio-

nes,
Wb
L
v — ATb
' ||ATb|

A través del procedimiento anterior, se genera el nuevo subespacio de Krylov, dado por las
columnas de V},, mediante el cual se acota la solucién a x; = Vj i, para algiin ¢, € R*. Asi,

b— Axk = Hb” U — Achk
= ||b|| Ur41 €1 — Upq1 Br e
= Uk41(/|bl| &1 — Brcy)

De este modo, el problema de minimos cuadrados se reduce a

min  ||b — Ax.||* = min ||||b|le; — By |
X € range (V) ¢ ERE

siendo ¢;, es la solucién que minimiza la ecuacion.

El QR en el nombre se obtiene debido a que se obtiene la factorizacion () R de la matriz By,
con el fin de resolver el problema de minimos cuadrados de forma eficiente.
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2.3. Diferenciacion automatica

El concepto de diferenciacién automatica [Griewank y Walther, 2008], también conocida co-
mo Algorithmic Differentiation o Automatic Differentiation, es un método computacional
disenado para calcular la derivada de una funcién de manera precisa y eficiente mediante la
aplicacién sistematica de la regla de la cadena.

En matematicas la regla de la cadena establece que si se tiene una funcibn compuesta
f(g(z)) donde gy f son funciones diferenciables, entonces la derivada de esta funcién con
respecto a la variable = estd dada por

< fo()) = o))

La diferenciacion automatica se basa en que todas las funciones estdn compuestas
por una secuencia finita de operaciones y funciones elementales, como por ejemplo
+, X, +,tan(+), sin(+). El propoésito de la descomposicién es que, aunque no conocemos la
derivada de F', si conocemos el de las operaciones en las que se descompone. Los valores
obtenidos a través de esta descomposicion se almacenan en variables intermedias v;, cuyo
subindice esta asociado al orden en que se realiza la operacion. Esto se expresa a tavés del
siguiente vector:

V= [Vl-n, - V0, V1.5 Vmm  Vi—(m+1), -+, VI
N\ DN

J/

Vv Vv ~~
X valores intermedios y

donde subindices entre [1 — n, 0] representan los valores de entrada, entre [1,I — m)] re-
presentan los valores intermedios obtenidos a partir de las funciones elementales y entre
[l — (m + 1),l] representan los valores del vector de resultados. Ademas, n es el largo del
vector de entrada x, m el largo del vector de resultados y; y [ la cantidad de variables inter-
medias.

Para obtener cada uno de los valores de v; es necesario aplicar una funcién elemental, que
en este contexto es denominada y;, la cual cumple que:

v; = ©i(vj)j<is i : R™ = R (5)

Pagina 12 de



IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

donde cada valor v; siguiente se obtiene a través de los valores v; anteriores (j < ); cabe
notar que n; representa a la cantidad de argumentos que se necesita para evaluar ¢;, que
comunmente suele ser 1 6 2.

Para una mejor comprensién, ejemplificaremos a través de una F' definida como:
F:R*> 5 R, F(x) = sin(z; + 1) + log(y) (6)

y el punto x = (2, 3), donde se quiere evaluar la derivada.

v_1 = T = 2

vy = To = 3

vy = v_1+1 = 2+1 = 3
vy = sin(vy) = sin(3) = 0.141
vy = log(vy) = log(3) = 1.09
vy = wve+wvs = 014141.09 = 1.231
Yo = (1 = 1.231

Cuadro 1: Three-part F'
Fuente: Elaboracion Propia.

La Tabla (fll) es una representacion llamada three-part form, la cual muestra la descomposi-
cion de la funcién en las variables v;, explicita las funciones elementales que componen la
funcién y el trayecto que se realiza para computar el valor de la funcién F'.

Ademas de la tabla anterior, otra forma en la que se puede representar la funcién es a tra-
vés de un grafo computacional, el cual ademas de explicitar el recorrido y el orden, afade
también la derivada que relaciona a estas variables.
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Cuadro 2: Grafo computacional F'

Fuente: Elaboracién propia.

En el Grafo (P)), cada vértice equivale a las variables v; mientras que las aristas, la derivada

que relaciona a estas variables.

Existen dos métodos distintos a través de los cuales se puede aplicar la diferenciacién auto-

matica: forward mode y reverse mode.

2.3.1. Forward mode

También conocido como tangent mode o método de la tangente, es la forma mas sencilla
de aplicar AD. La idea es ir propagando la derivada a medida de que se obtiene el valor de
la funcion. Desde un punto de vista matematico, este modo se puede interpretar como el
célculo de la tangente. Supongamos que tenemos una curva dependiente del tiempo z(¢),
donde el punto ¢t = 0 se representa simplemente como z. La tangente de este punto esta
dado por la expresion @ = 0x(t)/0t;, que no es mas que la derivada de x con respecto
al tiempo en el punto dado. Luego, si quisiéramos obtener el valor de la tangente 1 de una
funcion compuesta y = F'(x(t)) con F suficientemente suave de la siguiente forma

1= 2 Pat) oo = Fa(t) 200

5 li—o = F'(2)1 = F(x, 1)
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Visto desde la perspectiva de funciones elementales

. 9 .
Uy = Z a_vj%(ui)?}j
=<1

donde u; = (vj);<; Y U; = (Uj>j-<i

En el Cuadro () y Cuadro (@) se muestra el desarrollo del forward mode para el ejemplo (6)

L | |
v_1 =T =2 v, =1 =1
Vo = X2 =3 UO = ./LIQ =0
U1 =v_1+1 =2+1 U1 =0v_ =1
vy =sin(vy) =sin(3) Uy =cos(vy)-v; =cos(3)-1
vs = log(vg) = log(3) Uy = % - =30
V4 = Vo + U3 = 0.141 4+ 1.098 U4 = UQ + Tjg =—0.989+0
Y =y = 1.238 i =1 = —0.989 |

Cuadro 3: fordward mode iteracion 1
Fuente: Elaboracién propia.

F F’

v_1 =T =2 v, =1 =0

Vg = X9 =3 vg = o =1

vy, =v4+1 =241 v =0, =0

vy =sin(vy) = sin(3) Uy =cos(vy) v =cos(3)-0
vy = log(vg) = log(3) Uy = % -y =311

vy =vo+vy =0141+1.098 | vy =+ U3 =0+0.333
y =y = 1.238 i =1 =0333 |

Cuadro 4: fordward mode iteracion 2
Fuente: Elaboracién propia.
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A través de dos iteraciones obtenemos en su totalidad la matriz Jacobiana evaluada, cuyos
valores son:

Jp = (—0.989 0.333)

Las flechas a la derecha de cada cuadro indica el orden en que se aplica la diferenciaciéon
algoritmica, en este caso se hace en el mismo orden en que se evalta la funcién.

2.3.2. Reverse mode

También conocido como adjoint mode, es el segundo modo de aplicar AD. Este, en lugar de
propagar la derivada junto a la evaluacién de la funcién, lo realiza de forma inversa, comen-
zando desde el resultado de la funcién evaluada y hacia = luego de finalizada la evaluacién.
Matematicamente se puede entender como dado un vector § € R™ y dado un valor ¢ € R,
el hiperplano {y € R™|y"y = ¢} en el rango de F, misma trabajada en el método anterior.
El hiperplano tiene la inversa {z € R"|y7 F(x) = c}. Por el teorema de la funcién implicita
sabemos que dicho conjunto es suave con una normal 27 = 7 F'(z) = F(z,y) a , de-
mostrando que z7 no se desvanece. ij y T se pueden ver geométricamente como normales

o cotangentes.

Para cada funcién elemental ¢; : R™ — R se obtiene la funcién adjunta:

Ui+ = U; Vgoz(ﬂz) para u; = (@j)j<z’ e R™

Sin embargo, esta explicacién es un poco mas compleja de entender, por ello también se
presenta una explicacion alternativa.

Se define el vector v; de la forma
VvV, = [Uj,’Uj+1, cee LUy, O, ceny 0]

es decir, es un vector que tiene valores desde v; hasta v;. Estos vectores estan asociado a

una funcion llamada State Transform ®; la cual es equivalente a aplicar la funcion ¢; pero
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ahora, en lugar de trabajar sobre un niimero real, se realiza sobre un vector, es decir
VvV, = (I)z'<vi—1>7 donde D, : ]Rn_H — Rn+l

Ademas, la derivada de las funciones elementales asociadas a las variables intermedias esta
dada por la expresiéon
Dip

cij = cij(v;) = a_vl paral —n <1,j <!

donde n representa el largo del vector de entrada y [ el largo del vector de salida.

Con ello, podemos expresar la funcién F' a través de la composicion de todos los ®; que
permiten obtener v, recordando que los ultimos m elementos de dicho vector entregan el
valor Y

Y =Q,, P00, o-noCIDQOCI)l(PnTX)

Hay que detenerse un momento debido a que es importante comprender las dimensiones
sobre lo que se esta trabajando. Se tiene que X € R"e Y € R™, pero las operaciones
®, trabajan sobre un vector R"*. Para ello, P, se encarga de transformar X en el vector v
de tamafio R"*!, mientras que (),,, extrae los Gltimos m valores del vector. Es por ello, que

tienen la siguiente forma:

P, = (In o,m>
Qm = <01><l—m Im)

Luego, para conocer la derivada de la funcion compuesta, se requiere conocer las derivadas
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de cada una de las funciones ®; que la componen

0
0
A_e_| 0 0 100
' Cil—n Cil—n -+ Cii—1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 00 1

A =1+ ep1 [Vo(v) — en—i-i]T

En palabras, la derivada de ®; es la matrizidentidad 7, ;, pero enla fila i almacena los valores
de las derivadas en dichas coordenadas, con un valor nulo en la diagonal. Con ello, podemos
obtener la derivada:

Y = QuAiA;_ - Ay A PTX

A través de la identidad 37y = 7”& se obtiene la relacion que da como resultado el método

reverso

X = PATAT . AT ATQTY

En el Cuadro (B) se muestra el desarrollo del reverse mode para el ejemplo ()

En este caso la flecha indica que la evaluacion de la derivada se hace una vez finalizada la

evaluacion de la funcion.

Finalmente, obtenemos el valor de la derivada

Jp = (—0.989 0.333)

Aunque los dos métodos retornan el mismo resultado, la diferencia esta en como lo entre-
gan. A través del Forward Mode el algoritmo retorna una a una las columnas de la matriz
Jacobiana, en cambio, el Reverse Mode entrega una a una las filas de la matriz. Debido a

esto, la eleccidon sobre cual de los dos métodos utilizar dependera netamente de como es la
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funcion sobre la cual se va a aplicar.

v;  valor Vi F' Al'vy

v_1 T — — 1 cos (vy) = —0.989

Vg To — — To %=0.333

wo o= watl [100000 0 — Jeos) 5 000 0 0
vy — sin (v;) :O 0 cos(vy) 0 0 O 0} — :0 o cos(v) 0 0 0 O}
vy — Iog(vo):O%OOOOO] - :0%01000}
va —  va+ug :0001100] ~ fooo110 0
v~ w :0000010} ~ Jooooo1o0

y - v - Qg o o000 0 1

Cuadro 5: Reverse mode iteracion 1

Fuente: Elaboracién propia.
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CAPITULO 3
PROPUESTA DE SOLUCION

Antes de comenzar con la descripcién de la propuesta de solucién, es menester tener presen-
tes el objetivo que da comienzo al desarrollo de este problema: encontrar un método para
resolver problemas no lineales sobredeterminados en donde el uso de memoria y compu-
tacion sea razonable.

Para ello, y por la naturaleza de este trabajo, se parte con la seleccién del lenguaje de pro-
gramacion en el que se desarrollara el algoritmo. En el mercado existen distintas opciones
orientadas al andlisis numérico y computacion cientifica, dentro de los cuales se encuen-
tran, por ejemplo, Python, Julia o R; cada uno con sus propias cualidades. Particularmente,
se eligié el lenguaje mas popular dentro del area, Python, no solo debido a la sencillez de
la sintaxis y facil lectura, sino porque tiene una comunidad activa y una gran cantidad de
bibliotecas con diversos mdédulos, que lo vuelve un lenguaje muy versatil. Cabe destacar que
se probaron otras opciones, pero estas iban asociadas a un tiempo de aprendizaje adicional.

A continuacién, es necesario buscar una herramienta que permitiera la correcta implemen-
tacion de Algorithmic differentiation. JAX [Johnson y Levskaya, 2023] es un frameworks que
combina Autograd y XLA, lo que la convierte en una herramienta de alto rendimiento para
la implementacién de la diferenciacién automética. La innovacién se encuentra en el uso de
XLA, lo cual permite compilar y ejecutar programas NumPy, ademas de sus propias funciones
de Python, en aceleradores GPU y TPU. La gran ventaja que ofrece sobre otros frameworks
se puede observar en su rendimiento: JAX utiliza compilacion JIT para optimizar calculos, lo
gue resulta en tiempos de ejecucion mas rapidos. Un ejemplo particular [O’Connor, 2023],

demuestra que para una funcion definida como

F(A)=A+A-A+A-A-A
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donde A es una matriz de dimensiones 5000 x 5000, JAX trabajando en CPU llega a ser 8.5
veces mas veloz que NumPy, mientras que en TPU resulta 9.3 veces mas rapida que su con-
traparte. Sin embargo, hay que recalcar que esta herramienta sigue en desarrollo, razén por
la cual aun tiene una comunidad pequena y algunas funcionalidades no tienen una imple-
mentacién robusta.

El corazon de este trabajo es la implementacion de un algoritmo llamado nsLSQR
[Sanhueza, 2021], incorporando funciones de diferenciacion automatica. Para ello, primero
se requiere explicar el algoritmo con mayor profundidad

3.1. Algoritmo nsLSQR

Para explicar este algoritmo y las modificaciones propuestas, es necesario partir por el pro-
blema de minimos cuadrados. Para ello comenzamos considerando el siguiente problema,

min ||b — J x| (7)
XER"
Asociado a las recurrencias:
JVi = U1 By (8)
J U1 = Vi1 Bip (9)

El método nsLSQR [Sanhueza, 2021], estd basado en el LSQR, levemente explicado en la sec-
cion anterior. Tengamos presente que este método requiere del uso de dos rutinas: la pri-
mera para calcular J(x) v y otra para obtener el valor de .J(x)” w. EI primer producto se
puede calcular de distintas formas, por lo que es facil de obtener; el segundo, por otra par-
te, plantea mayores dificultades en particular cuando se trabaja sobre problemas de mayor
magnitud. Es en este punto es donde el nsLSQR plantea un cambio, alterando las rutinas de

la siguiente forma

e Un procedimiento para calcular J(x) v.

e Un procedimiento para aproximar J(x)” w.
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La idea del cambio es que ahora se puedan implementar procedimientos que entreguen una
aproximacion mas accesible, en temas de computacién y memoria, y alin asi lograr resolver el
problema. No obstante, el uso de malas aproximaciones puede relentizar considerablemen-
te la convergencia del método. De ahora en adelante usaremos simplemente J haciendo

referencia a J(x) y JT, para referirnos a J(x)? para mayor simpleza.

Supongamos que tenemos una aproximacién de .J, denotada como J, la cual tiene la cualidad
de requerir menos espacio de memoria para ser almacenada. En rigor, esta matriz puede
resultar ser una muy buena aproximacion tanto como una muy imprecisa, pero aln asi es un
medio por el cual se puede buscar una aproximacion del producto J” w de la forma JT w.
El uso de esta aproximacién implican algunos cambios importantes:

1. Las matrices By y Bk dejan de ser matrices bidiagonales.

2. Cambia el subespacio de solucién definido por V..

El primer punto es importante debido a que la bidiagonalizacién de Golub y Kahan
[Golub y Kahan, 1965] ya no sera valida. El siguiente indica que, debido a un calculo no exacto
o aproximado, los vectores v;,; generados en ambos algoritmos seran distintos y por ende,
el espacio generado en ambos sera diferente. Alin asi es importante destacar que mientras se
cumpla que las columnas de V}, sean linealmente independientes, entonces este subespacio
o base es valido para resolver el problema de minimos cuadrados.

Para resolver el problema de minimos cuadrados con nsLSQR, primero hay que obtener los

vectores iniciales:

-
L bl
- J'b

17|

A pesar de que u; = uy , los siguientes vectores u,_; no necesariamente son iguales a sus

contrapartes de LSQR. La k-ésima columna de (B) se computa da través de,

IV, = BipUr + Bopls + - - + Bri1 Ukt (10)
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Lo que modifica la recurrencia original, transformandolo a la expresién
JVi, = Up41 By

donde By, adquiere la forma de una matriz de Hessenberg con dimensiones (k + 1) x k. De
esta recurrencia obtenemos uy ;. De forma similar, la k+1-ésima columna de (9) se obtiene
a partir de la descomposicién

T~ o JT~ _ ~ ~ ~
J U R J Uy = g V1 + Qg Ve 0 Qe kb1 Vit (11)
De la cual obtenemos la recurrencia:
JU, = Vg1 By

donde la matriz By, es una matriz triangular superior de tamafio (k + 1) x (k + 1). Notamos
que Uk # Ul Esta recurrencia nos permite obtener v, 1, bajo la condicion aj1 1 # 0, en
cada iteracion.

Tanto (10) como (1) se pueden obtener mediante Gram-Schmidt modificado.

Ahora, para cada k-iteracion restringimos el espacio de soluciéon al espacio generado por las
columnas de V},, lo que significa x;, = V¢,

Luego, somos capaces de reducir el problema de minimos cuadrados:

min _ ||b — Jx||> = min ||||b|lel*"" — B,&||? (12)
xg €range(Vy) ¢ ERF
Finalmente, hay que notar que nsLSQR requiere almacenar algunas matrices densas: f/k, Uk
y By, cuyo requerimiento de memoria depende del nimero de iteraciones k, a mayor k£ mas
memoria es requerida para su almacenamiento. Para combatir esto, se puede utilizar una
estrategia de reinicio a través de dos parametros ¢;,, y t,.:. Con ello, el algoritmo itera ¢,,
para encontrar una solucién aproximada y luego, esta solucion se utiliza como una nueva
solucién, liberando el espacio utilizado por las matrices antes mencionadas . Utilizando este
enfoque, la matriz mas grande almacenada tendra el tamafo m x t;,. Sit;, < n, el método

utilizard menos memoria en comparacién a un enfoque sin reinicio.

En Algorithm [l se presenta la forma general del algoritmo nsLSQR, sin considerar el caso de
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término cuando a1 541 =0y Brr1 =0

Algorithm 1 Algoritmo general nsLSQR

Require: Una funcién F', un vector x; para evaluar la matriz jacobiana, una aproximacién J,
un vector b, tolerancia 7, cantidad de iteraciones t;,, t,., una solucién inicial x, usual-
mente un vector de Os

Ensure: Una solucién aproximada de x

1: for i de 1 hasta ¢,,; do
2: r:=b— Jxg

3: u; = ”+~HT
€ =gy
5: for k de 1 hasta t;,, do
6: Calcular uy 1 y b, usando Gram-Schmidt modificado.
7: Calcular v 1 usando Gram-Schmidt modificado.
8: Resolver el problema de minimos cuadrados para c;,
9: X, := V3G
10: if Se cumple algun criterio de parada utilizando la tolerancia n then
11: Retorna x;.
12: end if
13: end for
14: Xo := Xg + X,
15: end for

16: Retorna x;
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3.1.1. nsLSQR +JVP/VIP

Antes de precisar la incorporacion de la diferenciacién automatica en nsLSQR, es relevante
entender los conceptos JVP y VJP.

Jacobian-Vector-Product (JVP) es el paso fundamental de forward-mode. En la seccién ante-
rior revisamos los modos de aplicacion de la diferenciacion automatica y un punto importan-
te fue notar que cuando se aplica forward-mode, en cada paso se regresa una columna de
la matriz Jacobiana. Cuando analizamos este proceso mas a profundidad se puede apreciar
que se puede representar a través del siguiente producto,

of OA OH .. OA v
ox1 oxo Oxs3 Oxy 1
o op ok . on ||,
o1 Oxo Oxs Oxn 2
fm  Ofm  Ofm ... Ofm v
ox1 Oxo Ox3 Oxn n

N Vo v
af v

Cuando el vector v es una base candénica de R"™ entonces obtenemos exactamente el resul-
tado de aplicar forward-mode. Lo interesante ocurre cuando este es un vector cualquiera,
pues en ese caso el resultado es exactamente el producto entre la matriz Jacobiana con un
vector Jv.

Por otra parte, de forma simil existe Vector-Jacobian-Product (VJP), que es la base del reverse-

mode. En este caso, si profundizamos un poco en la forma que adquiere tenemos lo siguiente,

T

w on oh oh ... oh
1 o1 oo O3 (o272
w Ofe 8f2 Of2 .. Of2
2 oz Oxo oxs Oxn
w Ofm  Ofm  Ofm .. Ofm
m ox1 Oxo oxs Oxn
S—— ~ 4
w af

Al igual que en el caso anterior, si el vector w es una base candnica de R™ entonces obtene-

mos exactamente el resultado de aplicar reverse-mode. En cambio, si utilizamos un vector
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cualquiera, entonces obtenemos el producto entre un vector y una matriz jacobina w’ .J.
Quizas con esa forma no queda completamente claro su utilizaciéon dentro de nsLSQR, pero

si reescribimos la funcién se puede lograr una expresion mas clara J7 w.

Es importante mencionar que no es necesario obtener las matrices Jacobianas de forma ex-
plicita para calcular los productos respectivos y es por ello que estas operaciones son tan
poderosas.

Retomando la primera idea del algoritmo, enfoquémonos en las rutinas necesarias para lle-
varlo a cabo, pues es aqui donde este algoritmo se puede beneficiar de la diferenciacién
automatica:

e Un procedimiento para calcular Jv.
e Un procedimiento para aproximar J* w.
Para abarcar dichos puntos utilizamos la diferenciacién automatica a través de los métodos

mencionados, con lo cual, el primero estard dado por JVP; mientras que el segundo sera
retornado al utilizar VJP.

A continuacion, el Algoritmo (2) presenta una versiéon completa del algoritmo con los cambios
respectivos para adicionar diferenciaciéon automatica. En Anexo ] se encontraran los detalles
que no son parte de esta memoria, pero si relevantes para la implementacion.
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Algorithm 2 nsLSQR modificado

Require: U

na funcién jvp, una funcion vjp, un vector x; para evaluar los productos jacobian-

vector y vector-jacobian, un vector b, tolerancia 7, 1, y ns, enteros s y d, cantidad de

iteraciones t;,, t,u, Una solucién inicial zo usualmente un vector de Os

Ensure: Una solucién aproximada de x

1: for: de

1 hasta t,,; do

2: r:=b— jvp(xp)

3: u, ;= W
& V= e
5: for k de 1 hasta t;,, do
6: Calcular uy ;1 y b, usando Gram-Schmidt modificado.
7: Calcular v usando Gram-Schmidt modificado.
8: if £ es 1 then
9: Construir la descomposiciéon QR inicial, Q)1 y R,
10: Calcular ¢; = ||b||R‘1Qfe§2) por computacion directa
11: else
12: Resolver el problema de minimos cuadrados para obtener c;
13: end if
14: X, = Vi
15: if Se cumple algun criterio de parada then
16: Retorna x;.
17: end if
18: end for
19: Xo 1= Xo + Xg
20: end for

21: Retorna x;,
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3.2. Aproximaciéonde J

Para concluir nuestra propuesta de solucion, es esencial abordar la forma de obtener una
estimacién del producto entre la matriz Jacobiana transpuesta y un vector, es decir, J7 w.

Para lograrlo, es importante recordar que utilizaremos la diferenciacion automéatica para ob-
tener estos productos. Por lo tanto, comenzaremos examinando la firma de la funciones

necesarias para lograr este objetivo:

primals, tangents = jax.jvp(func, x, v)

primals, func vjp = jax.vjp(func, x)

donde func es un objeto callable que representa a la funciéon F', x un vector donde se evalua-
ra la derivada. Cabe mencionar que los retornos de las funciones son diferentes, la primera
funcion retorna el producto en el primera llamado, mientras que la segunda retorna una
funcién que, al evaluarla en el vector w se obtiene el producto, esto hace que realizar la

operacion JT w se transforme en simplemente evaluar una funcién.

Si ambas funciones son llamadas con F', entonces obtendremos Jvy J* w respectivamente,
por esta razén es que se propone redefinir la funcion realizando una modificacién a F de tal
forma en que cuando se realice el llamado a la funcién jax.vjp el resultado que entregue

sea JT w. De esta forma, se creara una nueva funcién F definida como:

F(x) siJv

F(x) = -
Fy(x) si JTw

donde F'; representa la funcién original a partir de la cual obtenemos el producto Jv, mien-
tras que F'; es una version modificada que introduce diversificacion en la matriz Jacobia-
na. En otras palabras, nuestro objetivo es que un cierto porcentaje de los elementos que
componen J sean nulos. A continuacién, con esta aproximacién procederemos a calcular el

producto J7 w.

Para lograrlo, retomemos la ecuacion ([ll) que es una forma de expresar un problema sobre-
determinado. La idea subyacente es que no todas las funciones f,, que componen a F' se
elijan para formar parte de la nueva funcién F's; en su lugar, conservaremos solo un subcon-

junto pequefio de valores. Esto se logra mediante la introduccién de una probabilidad p,,, la
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cual estara asociada a cada funcién f,,, y determinara si el candidato es seleccionado o no
para la nueva F'zs. Esto provoca que solo un porcentaje de filas se mantenga y el resto de
ellas, estaran compuestas por elementos 0.

Esta variacion en la funcién ofrece dos ventajas destacables: en primer lugar, permite el uso
de formas especiales para almacenar matrices diversas que ocupan menos espacio en me-
moria; en segundo lugar, requiere menos operaciones para realizar calculos, ya que muchas
de estas operaciones daran como resultado valores ceros.
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CAPITULO 4
VALIDACION DE LA SOLUCION

Esta seccidn se enfoca en verificar el rendimiento del algoritmo nsLSQR en conjunto con la
diferenciacion automatica. A través de pruebas definidas, evaluaremos el funcionamiento
del método, el tiempo de ejecucion, la memoria necesaria para computar JTw a través de
la funcién vjp y la memoria que ocupa las aproximaciones J obtenidas a través de F'5. De
esta manera, analizaremos si las modificaciones cumplen con nuestras expectativas.

Para el entorno de pruebas es importante destacar que todas las pruebas se llevaron a cabo
en un entorno de ejecucion de Google Colab, el cual esta equipado con un acelerador de
hardware NVIDIA GPU Tesla T4, aprovechando asi las ventajas de JAX.

Las funciones seleccionadas para llevar a cabo la experimentacion fueron las siguientes:

1. Una funcién lineal F(x) = b — Ax, donde cada elemento de la matriz A y vector b
siguen una distribucion normal A/(0, 1). La matriz A es de dimensiones m x n, deno-
minado Caso lineal

2. Una funcién trigonométrica modificada basada en [Moré, 2006], obtenida en
[Sanhueza, 2021]. Esta definida por m funciones y n incognitas, donde solo se requiere

qgue m > n. Se define
fr(X) =n+ k(1 — cos(z;y1)) — sin(z;41) — Zcosp“(xj)
j=1
donde p es la divisién entera entre k y n. Este se denominé Caso no lineal

Cada uno de los experimentos se repitié 5 veces, cambiando el porcentaje que afecta la
diversidad de la matriz Jacobiana en los siguientes valores: 50 %, 30 %, 25 %, 10% y 2 %. El
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objetivo principal de estos experimentos es analizar como se ven afectados los resultados al
utilizar aproximaciones mas o menos densas, asociadas a mejores o peores aproximaciones,

y cémo esto influye en el calculo del resultado.

4.1. Memoriay tiempo VJP

El primer punto importante a validar es el uso de la diferenciacidén algoritmica. Los criterios
que se revisaran para esta seccion seran la memoria que utiliza la aproximacion de J y el
tiempo que demora el calculo del producto vector matriz. Esto se realizo sobre la funcién

VJP de forma aislada.

Las dimensiones que se seleccionaron para cada una de las funciones son:

1. Caso lineal: m = 10000 y n = 8000

2. Caso no lineal: m = 8000y n = 2000

El vector x utilizado para evaluar la matriz Jacobiana y su aproximacion esta distribuido uni-

formemente en el intervalo [—1, 1], situacién que se repite con el vector w.

Es importante destacar que el médulo de JAX destinado al manejo de matrices sparse se
encuentra actualmente en una fase de desarrollo. En consecuencia, no existe una manera
precisa de determinar la cantidad de memoria que utiliza este tipo de matrices de forma
directa. Por esta razén, se optd por emplear la biblioteca SciPy para obtener una estimacién
de este valor, dado que cuenta con un sélido soporte para matrices dispersas. Por lo tanto,

lo que se obtuvo es una aproximacion del espacio que esta matriz podria estar utilizando.

En la Figura [1, se puede observar un comportamiento similar en la disminucion del tiempo a
medida que disminuye el porcentaje de elementos no nulos. Sin embargo, en ([1d), se aprecia
una disminucién mas pronunciada, lo que se refleja en la mayor inclinacién de la pendiente.
Por otro lado, en cuanto a la memoria en el caso no lineal, se observa una disminucion mas
marcada a partir del 50 % de elementos no nulos. A partir de este punto, se mantiene un
comportamiento lineal similar al mostrado en ([LH). A pesar de estas similitudes en el com-

portamiento, es importante destacar las diferencias en las magnitudes. El tiempo necesario

Pagina 31 de



IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

para el calculo en el caso no lineal resulta ser mayor, incluso cuando las dimensiones del pro-
blema son menores. Esta discrepancia podria estar relacionada con la mayor complejidad del
calculo en este escenario.
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Figura 1: Tiempo y memoria que utiliza J y el calculo asociado a ella (VJP). La abscisa indica
el porcentaje de la matriz que se utilizé para obtener la aproximacion.

A continuacion, en el Cuadro f, se presenta un registro de la memoria asignada por Python al
método VJP para diferentes aproximaciones de la funcién F'. Es importante mencionar que
esta medicién se realizé Unicamente para el caso no lineal. La recopilacién de datos se llevé

a cabo mediante la funcién magic function Jmprun, que permite realizar un perfilado linea
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por linea del cédigo. Para comprender este cuadro, es necesario entender la funcién VJP, que

se define de la siguiente manera:

primals, f vjp = jax.vjp(F, x)

Esta funcién devuelve una tupla compuesta por un vector y un objeto callable. Al realizar
el perfilado de la funcién, se asigna inicialmente memoria a la propia funcién VJP, y esta
informacion se muestra en la columna “Memoria utilizada”. En cambio, el incremento de
memoria necesario para la funcién VJP se registra en la columna “Incremento” en relacién
con el objeto callable £ _vjp. Finalmente, es posible apreciar la memoria implementa va en

reduccién a medida de que se acota la funcion original.

Porcentaje | Memoria usada [MiB] | Incremento [MiB] | peak [MiB]
100 % 1657.7 953.0 2610.7
50 % 1644.0 504.2 2148.2
30% 1655.7 292.8 1948.5
25 % 1657.4 242.7 1900.1
10% 1645.4 111.2 1756.6

2% 1656.4 24.3 1680.6

Cuadro 6: Memoria VJP

Fuente: Elaboracion propia

4.2. Tiempos de ejecucion en iteraciones internas nsLSQR

El segundo punto a considerar es el desempefio de la implementacién de la funcion vjp,
cuyo mayor impacto es en las iteraciones internas del algoritmo. Es por esta razdn que resulta
interesante analizar su comportamiento dentro de estas. El siguiente experimento se disend
con el propésito de medir el tiempo que utiliza el algoritmo nsLSQR en combinacién con la
aproximacion Jvy JTu obtenidas a través de la diferenciacion algoritmica. Esto permitira
observar como varia el tiempo de cémputo al emplear estas diferentes aproximaciones de

la funcion.
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Para calcular este tiempo, se empleara el médulo time, el cual forma parte de la biblioteca
estandar de Python

Las dimensiones que se seleccionaron para cada una de las funciones son:

1. Caso lineal: m = 10000y n = 8000

2. Caso no lineal: m = 4000y n = 1000
La disminucion de la dimensién del caso no lineal estad asociada a la capacidad limitada de
uso de colab.

El vector x utilizado para evaluar la matriz Jacobiana y su aproximacion esta distribuido uni-
formemente en el intervalo [—1, 1], situacién que se repite con el vector w.

20 T T \ T T \
—— 1SR
50% 80
—— 30%
25%
—A— 10%
15 L —8— 2% | |

70

60 [—

Tiempo [s]
Tiempo [s]

50 —

40 |-

0 20 40 60 80
Iteraciones Iteraciones
(a) Caso lineal (b) Caso no lineal

Figura 2: Variacion del tiempo que demora en realizar el paso interno del algoritmo

En[2d se observa un aumento en el tiempo a medida que avanzan las iteraciones. En el caso de
la funcién LSQR, los tiempos son inicialmente mas altos desde la primeraiteracion, pero logra
obtener un resultado en un menor nimero de iteraciones. Sin embargo, a lo largo del tiempo,
el rendimiento de las aproximaciones 50 %, 30 %, 25 % y 10 %, aunque requieren un mayor
nUimero de iteraciones para obtener un resultado, se destaca por el menor tiempo promedio

gue toma en comparaciéon con LSQR. En particular, la aproximacion 30 % muestra un mejor
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desempeno en términos de tiempo. Estas tendencias se pueden apreciar de manera grafica
en la Figura 8, donde los puntos por debajo de la linea punteada representan tiempos mas
cortos en comparacién con nsLSQR, y entre ellos, destaca la mencionada aproximacion.

Dentro del marco del caso no lineal, es interesante analizar como la eleccién de la aproxima-
cion afecta el tiempo requerido para cada iteracion interna del algoritmo. Observamos que,
en los casos anteriores al 25 % de aproximacion, la curva que representa el tiempo de calculo
exhibe un comportamiento relativamente constante. Esto sugiere que, independientemente
de la aproximacion utilizada dentro de esta brecha, el algoritmo requiere un tiempo similar
para cada paso iterativo.

Sin embargo, a medida que disminuye la precisidon de la aproximacion, se vuelve evidente
un patréon mas erratico en los tiempos de calculo. Este fenédmeno podria deberse a que el
algoritmo debe realizar ajustes mas significativos en cada iteracién cuando se trabaja con
aproximaciones menos precisas, lo que conlleva un mayor tiempo de computo en ciertos
Casos.

Es relevante destacar que, al observar detenidamente la Figura 3, se destaca la aproximacion
del 30 %. Esta aproximacién se caracteriza por mantener un tiempo de céalculo relativamente
estable y, lo que es alin mas notable, mantenerse por debajo de la linea punteada de refe-

rencia. Este resultado sugiere que, la aproximacion del 30 % podria ser la opcion atractiva.
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Figura 3: Variacion del tiempo que demora en realizar el paso interno del algoritmo
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4.3. Desempeno nsLSQR

La Gltima seccidén de experimentos se centrard en abordar el aspecto que ain no hemos
explorado: el rendimiento del algoritmo. Para lograr esto, es crucial tener en cuenta que
evaluaremos su funcionamiento mediante la observacion del “residuo relativo” y del “error

relativo de la soluciéon”. El primero dado por la expresion,

b — x|
[bl]

donde b es el valor de la funciéon F' en el punto de solucién y x;. el valor obtenido en cada
iteracién.

Luego, se comparo la similitud de la solucion a través del error relativo de la solucion descrito
en la siguiente expresion:
||xsol - xk”
| [Xso|
donde x;, es el valor obtenido a través de la funcién en cada iteracién, mientras que x,, €s la
solucién real del problema.

Nuevamente, la dimensiones que se seleccionaron para cada una de las funciones son:

1. Caso lineal: m = 10000y n = 8000

2. Caso no lineal: m = 4000y n = 1000

El vector x esta nuevamente distribuido uniformemente en el intervalo [—1, 1], situacion que
se repite con el vector w.
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Figura 4: Residuo relativo y error relativo de la solucién en funcién de las iteraciones internas

En este contexto, se puede observar que en el caso lineal, el algoritmo converge rapidamente
hacia una solucién a medida que avanza a través de las iteraciones internas. Sin embargo, en
el caso no lineal, el algoritmo requiere trabajar a través de ambas iteraciones para reducir el
residuo y mejorar la solucién, pero esto resulta en un estancamiento en una solucién éptima
local, que puede no ser la que se esta buscando. Esta diferencia podria atribuirse a la soluciéon

inicial entregada.

A continuacion en la Figura [, se presenta la influencia de la eleccién de la solucién inicial
en la convergencia del algoritmo. Partimos de la siguiente expresién para calcular la solucién
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inicial:

Xo=X; + €% —
Ir

r
Donde x; representa la solucion del problema, e es un entero, y r es un vector distribuido
uniformemente. En estos experimentos, variamos el valor de e, y observamos cémo este
valor afecta la velocidad de disminucién del residuo. En general, cuanto menor es el valor de

e, mas rapido disminuye el residuo.

10°

Residuo relativo
T T 1T 1 17 ‘
|

—1 |
107" £~ 7 . | .
1 1.5 2 2.5

¢
w - @

Iteraciones internas
(a) Residuo relativo

Figura 5: Residuo relativo dependiendo del valor de ¢

Cabe destacar que, en este caso, el valor 0 indica que se inicializé el algoritmo con el vector

de 0, el cual esta mas lejano que el valor 5

Finalmente, utilizando solo en una aproximacion (30 %) el algoritmo demuestra una marca-
da reduccién en el residuo durante las primeras iteraciones, aunque esta mejora se vuelve
gradual a medida que avanzamos. Sin embargo, es importante destacar que en ciertas itera-
ciones especificas se observa una disminucion mas sustancial del residuo, lo cual no descarta
que esta tendencia se repita en iteraciones posteriores.

Pagina 38 de



IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

:
10

Residuo relativo

10—t

Iteraciones

Junto a ello, se registra un peak de memoria en la operaciones

Operacion Memoria Peak [MiB]
qu = J(V[:, k1) 4951.4
qu = Jt(U[:, k+1]1) 4673.6

Cuadro 7: Caption

Es importante tener presente que existen componentes de uso de memoria dentro del al-
goritmo que escapan a nuestro control, ya que son inherentes a su funcionamiento. Estos

componentes incluyen las matrices V., U, y Bj.
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES

Nuestra busqueda de una metodologia para obtener una aproximacion de la matriz Jaco-
biana transpuesta en la implementacién del algoritmo nsLSQR nos condujo a una profunda
exploracion de la diferenciacion algoritmica. Esta técnica, que permite manejar de manera
mas eficiente las derivadas de funciones definidas, se convirtié en un pilar fundamental de
nuestra investigacion. Su aplicacién, llevada a cabo mediante la biblioteca JAX, no solo corro-
boré la rapidez con la que se pueden calcular productos de matriz Jacobiana-vector (a través
de JVP) y productos de vector-matriz Jacobiana (a través de VJP), sino que también enfatizé
la importancia de este Ultimo en el contexto de nuestro trabajo, ya que es mediante esta

operacion que trabajamos con la matriz Jacobiana transpuesta.

Sin embargo, es imperativo destacar que la eficacia de esta técnica no solo depende de suim-
plementacion, sino también de la aproximacion de la funcion subyacente, denotada como F'.
En particular, para esta técnica, es esencial tener acceso explicito a esta funcion para realizar
modificaciones que conduzcan a una version simplificada. Esto plantea una oportunidad de
mejora, ya que seria deseable que el algoritmo fuera capaz de trabajar con la aproximacion

de la funcién de manera inmediata, sin requerir una implementacién por separado.

Un aspecto adicional a considerar es el framework JAX, que se destaca por su robusta capa-
cidad en cuanto a diferenciacion automatica, muestra ciertas limitaciones en otros aspectos,
como el manejo de matrices dispersas (sparse matrices), que son esenciales debido a su efi-
ciente almacenamiento comprimido. Aqui, se vislumbra un amplio potencial de mejora, ya
gue se pueden explorar diferentes enfoques al implementar la diferenciacién algoritmica a
través de otros frameworks o considerar opciones de compresién mas sofisticadas.

Como pudimos observar a través de nuestros experimentos, la inclusion de la diferenciacion
algoritmica en el algoritmo nsLSQR no tuvo un impacto negativo en la convergencia del algo-

Pagina 40 de



IMPLEMENTACION DE DIFERENCIACION AUTOMATICA EN SOLVER NO LINEALES

ritmo. Mas bien, se evidencié que la convergencia estd mayormente influida por la eleccién
de la solucién inicial y aproximacion J. Esto adquiere una importancia particular dado que el
método esta disenado para lograr una convergencia local, no necesariamente para encon-
trar el 6ptimo global que resuelva el problema de minimos cuadrados, sino méas bien para
alcanzar una solucioén lo suficientemente precisa para satisfacer los requisitos planteados. En
consecuencia, una eleccioén inicial del vector muy alejada de la solucién real puede resultar
en un estancamiento en una solucién alternativa que podria ser menos precisa que la solu-
cion esperada. Es importante destacar que, aunque nuestros experimentos han arrojado luz
sobre este aspecto, no se realizaron pruebas mas exhaustivas en torno a la eleccion de la

solucién inicial en esta etapa, pues esto escapa del estudio de esta memoria.

En resumen, la incorporacion estratégica de la diferenciacién algoritmica en la aproximacién
de derivadas no solo revela un inmenso potencial para la mejora de algoritmos empleados
en una amplia variedad de problemas, sino que también emerge como una herramienta
invaluable en disciplinas interdisciplinarias, como la inteligencia artificial. Su aplicacién en
diversos dominios, mas alla de la resolucion de problemas, demuestra como esta técnica
puede influir positivamente en la optimizacién de procesos y en el avance de tecnologias
relacionadas con la inteligencia artificial, donde el calculo preciso de derivadas desempenfa
un papel esencial en la mejora del rendimiento y la eficiencia.

El debate constante en torno al equilibrio entre la gestion eficiente de la memoria y la re-
duccion del tiempo de procesamiento no llega a su fin con esta investigacién, sino que ofre-
ce una perspectiva adicional que puede considerarse como una estrategia complementaria
para abordar este desafio fundamental en la optimizacién de algoritmos y la mejora del ren-
dimiento en calculos computacionales.
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ANEXOS

Pseudocoddigos adicionales

A.1. Decomposicion QR

Algorithm 3 Obtener la nueva descomposicién QR

Require: Lanueva columna by, de By, la descomposicién QR Qr_1Y Ry_1 previay laiteracion
actual £
Ensure: La nueva descomposicion QR (O, y Ry
1: Construir una matriz (), de tamafo (k + 1) x k con coeficientes 0

2: Construir una matriz R;, de tamano k£ x k con coeficientes 0
3 Qr[l:k1:k—1]:= Qx4

4 Ri[l:k—1,1:k—1]:= Ry

5.y := by

6: foridesde 1 hastak — 1 do

7: ik i= (Y, )

8: Y =Y — Tkl

9: end for

10: Ty = |]y||

11: q =

Tk,k

: Retornar Q. y Ry,

=
N
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A.2. Soluciéon problema minimos cuadrados

Algorithm 4 Algoritmo para resolver el problemas de minimos cuadrados

Require: La nueva columna b, de Bk, la descomposicion QR Q1 y Ry_1 previa, el escalar
||b]| y la iteracién actual k&
Ensure: La nueva descomposicion QR (). y Ry, y la solucién ¢,
1: Usar el Algortimo [3 para calcular la descomposicion Q. y Ry desde by, Qr_1, Ri._1 Y k
2: Obtener la primera fila de (), denotado como q
3: Resolver Ry¢, = ||b||q usando backward substitution
4: Retornar zy,

Para mas detalle de cdmo se definen los criterios de paraday el background de los algoritmos
anteriores, revisar [Sanhueza, 2021]

Reporte uso de memoria memoria funcion VJP

B.1. 2%

Line # Mem usage Increment Occurrences Line Contents
2176 1656.4 MiB 1656.4 MiB 1 def vjp( # type: ignore
2177 fun: Callable, *primals, has_aux: bool = False, reduce_axes=()
2178 ) -> tuple[Any, Callable] | tuple[Any, Callable, Any]:
2179 """Compute a (reverse-mode) vector-Jacobian product of ~ fun™"
2180
2181 :py:func:“grad” is implemented as a special case of :py:func: vjp.
2182
2183 Args:
2184 fun: Function to be differentiated. Its arguments should be arrays, scalars,
2185 or standard Python containers of arrays or scalars. It should return an
2186 array, scalar, or standard Python container of arrays or scalars.
2187 primals: A sequence of primal values at which the Jacobian of ““fun™"
2188 should be evaluated. The number of "“primals”" should be equal to the
2189 number of positional parameters of ““fun”". Each primal value should be
2190 an array, a scalar, or a pytree (standard Python containers) thereof.
2191 has_aux: Optional, bool. Indicates whether ~“fun®" returns a pair where the
2192 first element is considered the output of the mathematical function to be
2193 differentiated and the second element is auxiliary data. Default False.
2194 reduce_axes: Optional, tuple of axis names. If an axis is listed here, and
2195 ““fun”" implicitly broadcasts a value over that axis, the backward pass
2196 will perform a ~“psum”" of the corresponding gradient. Otherwise, the
2197 VJP will be per-example over named axes. For example, if ~~'batch'™"
2198 is a named batch axis, ~“vjp(f, *args, reduce_axes=('batch',)) " will
2199 create a VJP function that sums over the batch while ~“vjp(f, *args) "
2200 will create a per-example VJP.
2201
2202 Returns:
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2203 If “"has_aux™" is ~“False™~, returns a ~~(primals_out, vjpfun) " pair, where
2204 “Tprimals_out™” is fun(#primals) . If "“has_aux " is ~“True’’, returns a
2205 " (primals_out, vjpfun, aux) " tuple where ~~aux " is the auxiliary data
2206 returned by ~“fun’’
2207
2208 ““vjpfun®” is a function from a cotangent vector with the same shape as
2209 “Tprimals_out”™" to a tuple of cotangent vectors with the same number and
2210 shapes as ~“primals”", representing the vector-Jacobian product of ~“fun™~
2211 evaluated at ~“primals”
2212
2213 >>> import jax
2214 >>>
2215 >>> def f(x, y):
2216 return jax.numpy.sin(x), jax.numpy.cos(y)
2217 .
2218 >>> primals, f_vjp = jax.vjp(f, 0.5, 1.0)
2219 >>> xbar, ybar = f_vjp((-0.7, 0.3))
2220 >>> print (xbar)
2221 -0.61430776
2222 >>> print (ybar)
2223 -0.2524413
2224 o
2225  1656.4 MiB 0.0 MiB 1 check_callable(fun)
2226 1656.4 MiB 0.0 MiB 1 reduce_axes = _ensure_str_tuple(reduce_axes) # type: ignore
2227  1680.6 MiB 24.3 MiB 4 return _vjp(
2228 1656.4 MiB 0.0 MiB 3 lu.wrap_init(fun), *primals, has_aux=has_aux, reduce_axes=reduce_axes)
B.2. 10%

Line # Mem usage Increment Occurrences Line Contents
2176 1645.4 MiB 1645.4 MiB 1 def vjp( # type: ignore
2177 fun: Callable, *primals, has_aux: bool = False, reduce_axes=()
2178 ) -> tuple[Any, Callable] | tuple[Any, Callable, Any]:
2179 """Compute a (reverse-mode) vector-Jacobian product of ~“fun’”
2180
2181 :py:func: grad” is implemented as a special case of :py:func: vjp .
2182
2183 Args:
2184 fun: Function to be differentiated. Its arguments should be arrays, scalars,
2185 or standard Python containers of arrays or scalars. It should return an
2186 array, scalar, or standard Python container of arrays or scalars.
2187 primals: A sequence of primal values at which the Jacobian of ~“fun™"
2188 should be evaluated. The number of ~“primals”" should be equal to the
2189 number of positional parameters of ““fun”". Each primal value should be
2190 an array, a scalar, or a pytree (standard Python containers) thereof.
2191 has_aux: Optional, bool. Indicates whether ~“fun®" returns a pair where the
2192 first element is considered the output of the mathematical function to be
2193 differentiated and the second element is auxiliary data. Default False.
2194 reduce_axes: Optional, tuple of axis names. If an axis is listed here, and
2195 ““fun”" implicitly broadcasts a value over that axis, the backward pass
2196 will perform a ~“psum” " of the corresponding gradient. Otherwise, the
2197 VJP will be per-example over named axes. For example, if ~~'batch'™"
2198 is a named batch axis, ~“vjp(f, *args, reduce_axes=('batch',)) " will
2199 create a VJP function that sums over the batch while ~“vjp(f, *args) "
2200 will create a per-example VJP.
2201
2202 Returns:
2203 If “"has_aux™" is ~"False ", returns a ~~(primals_out, vjpfun) " pair, where
2204 “Tprimals_out™™ is fun(#primals) . If "“has_aux " is ~“True’’, returns a
2205 " (primals_out, vjpfun, aux) " tuple where ~“aux " is the auxiliary data
2206 returned by ~“fun’"
2207
2208 ““vjpfun®” is a function from a cotangent vector with the same shape as
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2209 “"primals_out”" to a tuple of cotangent vectors with the same number and

2210 shapes as "“primals”", representing the vector-Jacobian product of ~“fun™"

2211 evaluated at ~“primals’"

2212

2213 >>> import jax

2214 >>>

2215 >>> def f(x, y):

2216 return jax.numpy.sin(x), jax.numpy.cos(y)

2217 .

2218 >>> primals, f_vjp = jax.vjp(f, 0.5, 1.0)

2219 >>> xbar, ybar = f_vjp((-0.7, 0.3))

2220 >>> print (xbar)

2221 -0.61430776

2222 >>> print (ybar)

2223 -0.2524413

2224 nen

2225 1645.4 MiB 0.0 MiB 1 check_callable (fun)

2226 1645.4 MiB 0.0 MiB 1 reduce_axes = _ensure_str_tuple(reduce_axes) # type: ignore

2227 1756.6 MiB 111.2 MiB 4 return _vjp(

2228 1645.4 MiB 0.0 MiB 3 lu.wrap_init(fun), *primals, has_aux=has_aux, reduce_axes=reduce_axes)
B.3. 25%

Line # Mem usage Increment Occurrences Line Contents

2176  1657.4 MiB  1657.4 MiB 1 def vjp( # type: ignore

2177 fun: Callable, *primals, has_aux: bool = False, reduce_axes=()

2178 ) -> tuple[Any, Callable] | tuple[Any, Callable, Any]:

2179 """Compute a (reverse-mode) vector-Jacobian product of ~“fun™

2180

2181 :py:func:“grad” is implemented as a special case of :py:func: vjp~.

2182

2183 Args:

2184 fun: Function to be differentiated. Its arguments should be arrays, scalars,

2185 or standard Python containers of arrays or scalars. It should return an

2186 array, scalar, or standard Python container of arrays or scalars.

2187 primals: A sequence of primal values at which the Jacobian of ~“fun™~

2188 should be evaluated. The number of ~“primals”~ should be equal to the

2189 number of positional parameters of ~“fun” . Each primal value should be

2190 an array, a scalar, or a pytree (standard Python containers) thereof.

2191 has_aux: Optional, bool. Indicates whether ““fun’" returns a pair where the

2192 first element is considered the output of the mathematical function to be

2193 differentiated and the second element is auxiliary data. Default False.

2194 reduce_axes: Optional, tuple of axis names. If an axis is listed here, and

2195 “"fun”" implicitly broadcasts a value over that axis, the backward pass

2196 will perform a ““psum’" of the corresponding gradient. Otherwise, the

2197 VJP will be per-example over named axes. For example, if ~~'batch'"™~

2198 is a named batch axis, ~“vjp(f, *args, reduce_axes=('batch',))” "~ will

2199 create a VJP function that sums over the batch while ~“vjp(f, *args) "~

2200 will create a per-example VJP.

2201

2202 Returns:

2203 If “"has_aux”" is "~“False ", returns a ~~(primals_out, vjpfun) " pair, where

2204 “Tprimals_out™” is ~ fun(*primals) . If ““has_aux " is ~"True’ ", returns a

2205 " (primals_out, vjpfun, aux)’ " tuple where ~“aux " is the auxiliary data

2206 returned by ~“fun”"

2207

2208 “"vjpfun”" is a function from a cotangent vector with the same shape as

2209 “'primals_out”" to a tuple of cotangent vectors with the same number and

2210 shapes as "“primals”", representing the vector-Jacobian product of ~“fun™"

2211 evaluated at ~“primals’"

2212

2213 >>> import jax

2214 >>>
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2215 >>> def f(x, y):

2216 return jax.numpy.sin(x), jax.numpy.cos(y)

2217 ae

2218 >>> primals, f_vjp = jax.vjp(f, 0.5, 1.0)

2219 >>> xbar, ybar = f_vjp((-0.7, 0.3))

2220 >>> print(xbar)

2221 -0.61430776

2222 >>> print (ybar)

2223 -0.2524413

2224 e

2225  1657.4 MiB 0.0 MiB 1 check_callable(fun)

2226 1657.4 MiB 0.0 MiB 1 reduce_axes = _ensure_str_tuple(reduce_axes) # type: ignore

2227 1900.1 MiB 242.7 MiB 4 return _vjp(

2228 1657.4 MiB 0.0 MiB 3 lu.wrap_init(fun), *primals, has_aux=has_aux, reduce_axes=reduce_axes)
B4. 30%

Line # Mem usage Increment Occurrences Line Contents

2176 1655.7 MiB 1655.7 MiB 1 def vjp( # type: ignore

2177 fun: Callable, *primals, has_aux: bool = False, reduce_axes=()

2178 ) —-> tuple[Any, Callable] | tuple[Any, Callable, Any]:

2179 """Compute a (reverse-mode) vector-Jacobian product of ~“fun™~

2180

2181 :py:func:grad” is implemented as a special case of :py:func: vjp~.

2182

2183 Args:

2184 fun: Function to be differentiated. Its arguments should be arrays, scalars,

2185 or standard Python containers of arrays or scalars. It should return an

2186 array, scalar, or standard Python container of arrays or scalars.

2187 primals: A sequence of primal values at which the Jacobian of ~“fun™~

2188 should be evaluated. The number of ~“primals”~ should be equal to the

2189 number of positional parameters of ~“fun™~. Each primal value should be

2190 an array, a scalar, or a pytree (standard Python containers) thereof.

2191 has_aux: Optional, bool. Indicates whether ~“fun™~ returns a pair where the

2192 first element is considered the output of the mathematical function to be

2193 differentiated and the second element is auxiliary data. Default False.

2194 reduce_axes: Optional, tuple of axis names. If an axis is listed here, and

2195 ““fun” " implicitly broadcasts a value over that axis, the backward pass

2196 will perform a "~“psum’" of the corresponding gradient. Otherwise, the

2197 VJP will be per-example over named axes. For example, if ~~'batch'™"

2198 is a named batch axis, ~“vjp(f, *args, reduce_axes=('batch',)) " will

2199 create a VJP function that sums over the batch while ~“vjp(f, *args)

2200 will create a per-example VJP.

2201

2202 Returns:

2203 If ~"has_aux™" is "~“False™~, returns a ~~(primals_out, vjpfun) "~ pair, where

2204 “Tprimals_out™” is ~fun(*primals) . If "“has_aux " is ~“True ", returns a

2205 " (primals_out, vjpfun, aux) " tuple where ~“aux " is the auxiliary data

2206 returned by "~ “fun’’

2207

2208 ““vjpfun®” is a function from a cotangent vector with the same shape as

2209 ““primals_out”™ " to a tuple of cotangent vectors with the same number and

2210 shapes as ~“primals”", representing the vector-Jacobian product of ~“fun"

2211 evaluated at ~“primals™”

2212

2213 >>> import jax

2214 >>>

2215 >>> def f(x, y):

2216 return jax.numpy.sin(x), jax.numpy.cos(y)

2217 .

2218 >>> primals, f_vjp = jax.vjp(f, 0.5, 1.0)

2219 >>> xbar, ybar = f_vjp((-0.7, 0.3))

2220 >>> print(xbar)
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2221 -0.61430776

2222 >>> print (ybar)

2223 -0.2524413

2224 e

2225 1655.7 MiB 0.0 MiB 1 check_callable(fun)

2226 1655.7 MiB 0.0 MiB 1 reduce_axes = _ensure_str_tuple(reduce_axes) # type: ignore

2227  1948.5 MiB 292.8 MiB 4 return _vjp(

2228 1655.7 MiB 0.0 MiB 3 lu.wrap_init(fun), *primals, has_aux=has_aux, reduce_axes=reduce_axes)

B.5. 50%

Line # Mem usage Increment Occurrences Line Contents
2176  1644.0 MiB  1644.0 MiB 1 def vijp( # type: ignore
2177 fun: Callable, *primals, has_aux: bool = False, reduce_axes=()
2178 ) -> tuple[Any, Callable] | tuple[Any, Callable, Any]:
2179 """Compute a (reverse-mode) vector-Jacobian product of ~“fun™”
2180
2181 :py:func:“grad” is implemented as a special case of :py:func: vjp.
2182
2183 Args:
2184 fun: Function to be differentiated. Its arguments should be arrays, scalars,
2185 or standard Python containers of arrays or scalars. It should return an
2186 array, scalar, or standard Python container of arrays or scalars.
2187 primals: A sequence of primal values at which the Jacobian of ~“fun™~
2188 should be evaluated. The number of "“primals”" should be equal to the
2189 number of positional parameters of ~“fun®". Each primal value should be
2190 an array, a scalar, or a pytree (standard Python containers) thereof.
2191 has_aux: Optional, bool. Indicates whether ~“fun”" returns a pair where the
2192 first element is considered the output of the mathematical function to be
2193 differentiated and the second element is auxiliary data. Default False.
2194 reduce_axes: Optional, tuple of axis names. If an axis is listed here, and
2195 ““fun”" implicitly broadcasts a value over that axis, the backward pass
2196 will perform a ~“psum”” of the corresponding gradient. Otherwise, the
2197 VJP will be per-example over named axes. For example, if ~~'batch'™~
2198 is a named batch axis, ~“vjp(f, *args, reduce_axes=('batch',))” " will
2199 create a VJP function that sums over the batch while ~“vjp(f, *args) "
2200 will create a per-example VJP.
2201
2202 Returns:
2203 If "““has_aux™ " is "~ “False ", returns a “(primals_out, vjpfun)“ pair, where
2204 “'primals_out”" is “fun(*primals)“. If “~“has_aux™~ is ~"True ", returns a
2205 “"(primals_out, vjpfun, aux) " tuple where ~“aux " is the auxiliary data
2206 returned by "~“fun’"
2207
2208 ““vjpfun®® is a function from a cotangent vector with the same shape as
2209 “Tprimals_out”™" to a tuple of cotangent vectors with the same number and
2210 shapes as ~“primals”", representing the vector-Jacobian product of ~“fun™~
2211 evaluated at ~“primals™”
2212
2213 >>> import jax
2214 >>>
2215 >>> def f(x, y):
2216 . return jax.numpy.sin(x), jax.numpy.cos(y)
2217 .
2218 >>> primals, f_vjp = jax.vjp(f, 0.5, 1.0)
2219 >>> xbar, ybar = f_vjp((-0.7, 0.3))
2220 >>> print (xbar)
2221 -0.61430776
2222 >>> print (ybar)
2223 -0.2524413
2224 e
2225 1644.0 MiB 0.0 MiB 1 check_callable (fun)
2226 1644.0 MiB 0.0 MiB 1 reduce_axes = _ensure_str_tuple(reduce_axes) # type: ignore
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2227
2228

B.6.

2148.2 MiB 504.2 MiB 4 return _vjp(

1644.0 MiB 0.0 MiB 3 lu.wrap_init(fun), *primals, has_aux=has_aux, reduce_axes=reduce_axes)

100 %

Line # Mem usage Increment Occurrences Line Contents
2176  1657.7 MiB  1657.7 MiB 1 def vjp( # type: ignore
2177 fun: Callable, *primals, has_aux: bool = False, reduce_axes=()
2178 ) -> tuple[Any, Callable] | tuple[Any, Callable, Any]:
2179 """Compute a (reverse-mode) vector-Jacobian product of ~“fun™"
2180
2181 :py:func:“grad” is implemented as a special case of :py:func: vjp~.
2182
2183 Args:
2184 fun: Function to be differentiated. Its arguments should be arrays, scalars,
2185 or standard Python containers of arrays or scalars. It should return an
2186 array, scalar, or standard Python container of arrays or scalars.
2187 primals: A sequence of primal values at which the Jacobian of ~“fun™~
2188 should be evaluated. The number of ~“primals”~ should be equal to the
2189 number of positional parameters of ~“fun™~. Each primal value should be
2190 an array, a scalar, or a pytree (standard Python containers) thereof.
2191 has_aux: Optional, bool. Indicates whether ~“fun " returns a pair where the
2192 first element is considered the output of the mathematical function to be
2193 differentiated and the second element is auxiliary data. Default False.
2194 reduce_axes: Optional, tuple of axis names. If an axis is listed here, and
2195 ““fun”" implicitly broadcasts a value over that axis, the backward pass
2196 will perform a "~“psum’" of the corresponding gradient. Otherwise, the
2197 VJP will be per-example over named axes. For example, if "~'batch'""
2198 is a named batch axis, “~“vjp(f, *args, reduce_axes=('batch',)) "~ will
2199 create a VJP function that sums over the batch while ~“vjp(f, *args) ™~
2200 will create a per-example VJP.
2201
2202 Returns:
2203 If ““has_aux”" is "~“False ", returns a ~~(primals_out, vjpfun) " pair, where
2204 “Tprimals_out™ is " fun(*primals) . If ~“has_aux " is ~"True ", returns a
2205 " (primals_out, vjpfun, aux) " tuple where ~“aux " is the auxiliary data
2206 returned by ~“fun”"
2207
2208 ““vjpfun®® is a function from a cotangent vector with the same shape as
2209 “'primals_out”" to a tuple of cotangent vectors with the same number and
2210 shapes as "“primals”", representing the vector-Jacobian product of ~“fun™"
2211 evaluated at ~“primals’"
2212
2213 >>> import jax
2214 >>>
2215 >>> def f(x, y):
2216 return jax.numpy.sin(x), jax.numpy.cos(y)
2217 .
2218 >>> primals, f_vjp = jax.vjp(f, 0.5, 1.0)
2219 >>> xbar, ybar = f_vjp((-0.7, 0.3))
2220 >>> print(xbar)
2221 -0.61430776
2222 >>> print (ybar)
2223 -0.2524413
2224 nn
2225 1657.7 MiB 0.0 MiB 1 check_callable(fun)
2226 1657.7 MiB 0.0 MiB 1 reduce_axes = _ensure_str_tuple(reduce_axes) # type: ignore
2227 2610.7 MiB 953.0 MiB 4 return _vjp(
2228 1657.7 MiB 0.0 MiB 3 lu.wrap_init(fun), *primals, has_aux=has_aux, reduce_axes=reduce_axes)
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Reporte uso de memoria nsLSQR con Diferenciacion Automatica

Line # Mem usage Increment Occurrences Line Contents

95 364.0 MiB 364.0 MiB 1 def nsLSQR(J, Jt, b, x0, rtol = le-8, dtol = 1le-5, d = 5, stol = 1.0, s = 5, tin = 50, tout = 1, show
96 e

97 Args:

98

99 J : funcién que retorna el producto Jv

100 Jt : funcién que retorna el producto J tw

101 b : vector de largo m resultado del sistema Ax = b
102 x0 : solucién inicial sobre la cual se comienza a iterar
103 rtol : tolerancia de la solucién

104 dtol : tolerancia de la diversidad

105 d : entero que controla la diversidad

106 stol : tolerancia de la pendiente

107 s : entero que controla la pendiente

108 tin : nimero de iteraciones antes de un restart

109 tout : nimero de iteraciones para buscar una solucién
110 show : booleano que indica la impresién de valores
111

112 Returns:

113 X : aproximacién de la solucién del sistema de ecuacién Ax = b
114 rnorm : norma ||b - Jxkl|

115 x_list: lista de valores anteriores

116 e

117

118 # Tamafio del problema

119 364.0 MiB 0.0 MiB 1 m, n = len(b), len(x0)

120

121 # Contador no progreso

122 364.0 MiB 0.0 MiB 1 sin_progreso = 0

123

124 # Flag para el término del algoritmo

125 364.0 MiB 0.0 MiB 1 flag = False

126

127 # Listas para almacenar valores a retornar

128 364.0 MiB 0.0 MiB 1 p_list = [] #pendientes

129 364.0 MiB 0.0 MiB 1 t_list = [] #tiempo

130 364.0 MiB 0.0 MiB 1 x_list = [] #valores x

131 364.0 MiB 0.0 MiB 1 r_list = [] #residuos

132

133 364.0 MiB 0.0 MiB 1 rnorm = jnp.zeros(tin)

134

135 # Iteracién de re-start

136 364.1 MiB 0.1 MiB 2 for i in jnp.arange(tout):

137

138 364.1 MiB 0.0 MiB 1 if show:

139 titulo = ' ————----—————---—— nsLSQR ~ ——----——mmmmmm———
140 info = f'x0 = {x0[0]} norma = {jnp.linalg.norm(b - J(x0))/jnp.linalg.norm(b):10.3e}
141 encabezado = ' k X rinorm

142 print (titulo)

143 print (info)

144 print(" ")

145 print (encabezado)

146

147 364.1 MiB 0.0 MiB 1 rnorm = jnp.zeros(tin)

148

149 # E1 problema que tenemos es || F(xi) - J(xi)*xk |

150 # Calculamos el residuo inicial con x0

151 368.9 MiB 4.8 MiB 1 r0 =b - J(x0)

152 369.8 MiB 0.9 MiB 1 rO_norm = jnp.linalg.norm(r0)

153 369.9 MiB 0.1 MiB 1 r_list.append(rO_norm/jnp.linalg.norm(b))

154 370.2 MiB 0.4 MiB 1 rnorm = rnorm.at[0].set(rO_norm/r0O_norm)

155

156 #almacenamos la primera solucién

157 370.2 MiB 0.0 MiB 1 x_list.append(x0)
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158
159

161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
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183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208

210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227

370.

371.
372.

372.
372.

377.
378.

380.
381.

381.

416.

416.

416.
416.
416.
416.

416.

416.

416.
417.

417.

417.
417.
417.
417.

417.
417.
417.

417.

390
391
391

392.

FSERCINS BIFNEIN

2

NN N

2

MiB 0.
MiB

MiB 0.
MiB 0.
MiB 0.
MiB 5.
MiB 0.
MiB

MiB 0.
MiB 0.
MiB -4902.
MiB -4951.
MiB -86228.
MiB -81333.
MiB -81334.
MiB -4891.
MiB -4890.
MiB -4891.
MiB -4891.
MiB -4863.
MiB -4673.
MiB -83934.
MiB -79257
MiB -79257
MiB -4675.
MiB -4675.
MiB -4675.
MiB -4672.
MiB -4673
MiB 1
MiB 1
MiB 0.
MiB 0

> oo o

o o

e

9

MiB
MiB

MiB
MiB

MiB

MiB

MiB

MiB
MiB
MiB
MiB

MiB

MiB

MiB
MiB

MiB

MiB
MiB
MiB
MiB

MiB
MiB
MiB

MiB
MiB
MiB
MiB
MiB

31

30

495

465

465

30

30

30

30
30

30
30
30

30

R e e

xk = jnp.zeros(n)

# Construimos las matrices U y V de LSQR, con tin columnas

# Construimos las matrices Bt y Br para las recurrencias

U =

Bt =
Br =

jonp.zeros((m, tin+1))

jop.zeros((n, tin+1))

jnp.zeros((tin+1, tin))

jnp.zeros((tin, tin+1))

hat_r0 = Jt(r0)
hat_rO_norm = jnp.linalg.norm(hat_r0)

# Inicializamos vectores ul y vi

# u

1

= r0/|lr0ll_2

# vi= Q.Tr0)/IIJ.T x0)l]_2
U = U.at[:,0].set(xr0/r0_norm)
V = V.at[:,0].set(hat_rO/hat_rO_norm)

#Inicializamos Br

#Este paso no es realmente necesario porque podemos construir esta matriz sobre la marcha

Br = Br.at[0,0].set(hat_rO_norm/r0O_norm)

for k in jnp.arange(tin):

# Ahora calculamos Gram-Schmidt modificado

"

"

Pr

imera recursién JVk = Uk+1 Bk (idem a AQk = Qk+1 Hk) a través de Gram-Schmidt modificado

qu = J(V[:, k1)

for j in jnp.arange(k+1):

Bt
qu

= Bt.at[j, k].set(jnp.dot(qu, U[:, j1))
= qu - Bt[j, kI#U[:, j]

c = jnp.linalg.norm(qu)

if not jnp.allclose(c, 0):

# Almacenamos el U obtenido

Bt
#
if

= Bt.at[k+1,k].set(c)

Si quedan iteraciones

k < n-1:

U = U.at[:,k+1].set(qu/c)

K

Ahora debemos trabajar en la segunda recursién JUk+1l = Vk+1 Bk+1

K

# Aqui construimos V
qv = Jt(U[:, k+1]1)

for j in jnp.arange(k+1):
Br = Br.at[j, k+1].set(jnp.dot(qv, V[:, j1))
qu = qv - Br[j, k+11*V[:, j]

¢ = jnp.linalg.norm(qv)

# Si c es muy pequefio, podria ser un problema
if not jnp.allclose(c, 0):
Br = Br.at[k+l, k+1].set(jnp.linalg.norm(qv))
V = V.at[:, k+1].set(qv/c)

else:

fl

ag = True

#Ahora, resolvemos el problema de minimos cuadrados a través de la descomposicidén QR propuesta
if k == 0:

R
Q
au:
ck

= jnp.array([jnp.linalg.norm(Bt[:,0]1)1)
= jnp.array(Bt[:2, 0]/R)
x = rO_norm*Q[0]

= aux/R
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228

229 else:

230  421.9 MiB -4528.9 MiB 29 Q, R, ck = LS_solver(Bt[:k+2,k], Q, R, rO_norm, k)

231

232 # Guardamos la solucidén anterior y calculamos la nueva xk
233 421.9 MiB -4666.0 MiB 30 prev_x = xk.copy()

234 422.2 MiB -4644.2 MiB 30 xk = jop.dot(V[:, :k+1], ck)

235 422.2 MiB -4654.4 MiB 30 x_list.append(x0 + xk)

236

237 # Calculamos el residuo como ||b - j*xk||_2/||r0O_norm|

238 416.2 MiB -5111.6 MiB 30 xk_norm = jnp.linalg.norm(r0 - J(xk))

239

240 416.2 MiB -4954.6 MiB 30 rnorm = rnorm.at[k+1].set(xk_norm)

241 416.2 MiB -4954.4 MiB 30 r_list.append(xk_norm/r0_norm)

242

243 416.2 MiB -4954.4 MiB 30 if show:

244 strl = f'{k:6g} {xk[0]:12.5e} {jnp.linalg.norm(r0 - J(xk))/rO_norm:10.3e}'
245 print (str1)

246

247 # Test progreso de la solucién

248 416.2 MiB -4953.6 MiB 30 if jnp.linalg.norm(xk - prev_x)/jnp.linalg.norm(xk) <= dtol:
249 250.2 MiB -166.0 MiB 1 sin_progreso += 1

250

251 else:

252 416.2 MiB -4787.9 MiB 29 sin_progreso = 0

253

254 # Test de la pendiente

255 416.2 MiB -4787.9 MiB 30 pendiente = 0

256 416.2 MiB -4953.8 MiB 30 if k >= s:

257 286.6 MiB -4777.7 MiB 25 pendiente = regresion_lineal(rnorm[k-s:k+1], np.arange(k-s,k+1))
258 286.6 MiB  -159.5 MiB 25 p_list.append(pendiente)

259

260 416.2 MiB -286.8 MiB 30 if pendiente > stol or (r_list[-1]) < rtol or sin_progreso == d or flag:
261 if show:

262 print("")

263 print("Solucién encontrada x = {}".format((x0 + xk)[0]))
264 print("")

265 print("Criterio pendiente :",pendiente > stol, pendiente)
266 print("Criterio norma :",r_list[-1] <= rtol)

267 print("Criterio diversidad :", sin_progreso == d)

268 print("Criterio cero 1", flag)

269 return xk, r_list, x_list

270

271 223.4 MiB  -192.8 MiB 1 x0 = x0 + xk

272

273 223.5 MiB -140.6 MiB 1 return x0, r_list, x_list
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