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Resumen

Este trabajo presenta el disefio, implementacion y validacién en un entorno de simulacién
de una estrategia de Control Predictivo basado en Modelo (MPC) aplicada a un sistema Ball
& Beam de Quanser. El objetivo principal es desarrollar una arquitectura de control robusta
que garantice la estabilidad, precision en el seguimiento de trayectorias y el cumplimiento
estricto de restricciones operativas. Debido a que la planta presenta una estabilidad marginal,
se disené una etapa de pre-estabilizacion mediante un Regulador Lineal Cuadratico Discreto
(DLQR), permitiendo que el optimizador MPC opere sobre una planta aumentada con una
dindmica controlada.

La metodologia se centra en la gestion de las limitaciones dindmicas del sistema dentro del
simulador. Para asegurar un comportamiento suave del modelo, se incorporaron restricciones
de Slew Rate en el algoritmo de optimizacién, mitigando cambios bruscos en el actuador.
Asimismo, se implementé un observador de estado extendido de 9 estados para la recons-
truccion de variables internas y la estimacion de perturbaciones de salida, permitiendo un
rechazo efectivo de disturbios.

Las simulaciones, realizadas en MATLAB/Simulink utilizando el solver Quadprog con el
método Active-Set, validaron la eficacia de la propuesta. Los resultados muestran que el sis-
tema alcanza los objetivos de control bajo diversas condiciones, con tiempos de computo en
el orden de 10~* a 1073 segundos.Se concluye que el controlador propuesto logra un correcto
desempefio, cumpliendo con los pardmetros de disefo y restricciones fisicas para el modelo.

Palabras Clave: MPC, Active-set, Ball & Beam, MATLAB/Simulink, Observador de esta-
dos, Quarc.
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Abstract

This work presents the design, implementation, and validation in a simulation environment
of a Model Predictive Control (MPC) strategy applied to a Quanser Ball & Beam system.
The main objective is to develop a robust control scheme that guarantees stability, trajectory
tracking precision, and strict compliance with operational constraints. Since the plant pre-
sents marginal stability, a pre-stabilization stage using a Discrete Linear Quadratic Regulator
(DLQR) was designed, allowing the MPC optimizer to operate on an augmented plant with
controlled dynamics.

The methodology focuses on managing the system’s dynamic limitations within the simu-
lator. To ensure smooth model behavior, Slew Rate constraints were incorporated into the
optimization algorithm, mitigating abrupt changes in the actuator. Likewise, a 9-state ex-
tended state observer was implemented for the reconstruction of internal variables and the
estimation of output disturbances, allowing for effective disturbance rejection.

The simulations, performed in MATLAB/Simulink using the Quadprog solver with the Active
Set method, validated the effectiveness of the proposal. The results show that the system
achieves the control objectives under various conditions, with computation times in the order

of 107* to 1072 seconds. It is concluded that the proposed controller achieves a correct per-
formance, complying with the design parameters and physical constraints for the model.

Keywords: MPC, Active-set, Ball & Beam, MATLAB/Simulink, State observer, Quarc.
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Glosario

MPC:

LOR:

DLQR:

PID:

Active-Set:

Control predictivo por modelo. Estrategia que utiliza un modelo dindmico para
predecir el comportamiento futuro y optimizar la accién de control sujeta a
restricciones.

Regulador lineal cuadratico. Método de control 6ptimo que minimiza una fun-
cién de costo cuadrética para sistemas dindmicos lineales.

Regulador lineal cuadratico discreto. Version en tiempo discreto del LQR, uti-
lizada para estabilizar la planta previo a la etapa de optimizacion del MPC.

Controlador Proporcional-Integral-Derivativo. Algoritmo de control por retro-
alimentacidn que calcula la accién de control basada en el error del sistema.

Algoritmo de optimizacion iterativo para problemas de programacion cuadrati-
ca que identifica las restricciones activas en el punto optimo.

Slew rate:  Restriccion sobre la tasa de cambio maxima de la accién de control para evitar
variaciones bruscas y proteger los componentes mecanicos.

QP: Programacion Cuadratica. Problema de optimizacion matemdtica con funcion
objetivo cuadrética y restricciones lineales.

Quadprog: Solver de optimizacion de MATLAB especializado en la resolucién eficiente
de problemas de programacion cuadrética.

KKT: Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Condiciones necesarias de primer orden
para que una solucién en optimizacion sea Optima bajo restricciones.

Matlab/Simulink:
Entorno de computacion numérica y disefio basado en modelos utilizado para
la simulacién y andlisis de sistemas de control.

LTI: Sistema Lineal e Invariante en el Tiempo. Clasificacién de sistemas dindmicos

que cumplen con las propiedades de linealidad y estacionariedad.
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1. INTRODUCCION

1 Introduccion

El control de sistemas dinamicos complejos ha sido uno de los principales desafios en la in-
genieria de control. En este contexto, el control predictivo por modelo (MPC, por sus siglas
en inglés) ha emergido como una técnica avanzada que ha transformado el disefio e imple-
mentacion de sistemas de control [19], [20].

El MPC se fundamenta en predecir el comportamiento futuro del sistema mediante un mo-
delo matematico y en optimizar las acciones de control para minimizar una funcién de costo
basada en dichas predicciones. Este enfoque es altamente versétil, ya que permite incorporar
restricciones tanto en las variables de entrada como en las salidas del sistema, lo que lo con-
vierte en una solucién adecuada para sistemas reales en entornos complejos|[/11].

El presente trabajo tiene por objetivo diseiar, implementar y validar un controlador predic-
tivo por modelo aplicado a un sistema Ball & Beam de Quanser mediante simulacion. Para
ello, se estudian las propiedades de controlabilidad y observabilidad del modelo linealizado
en torno a un punto de operacion; se implementa una etapa de preestabilizacién para asegurar
una dindmica conveniente para la utilizacién de MPC en donde se formula el problema de
control en términos de programacion cuadratica (QP) y se selecciona un método de optimi-
zacion adecuado para su resolucién en tiempo real (“Quadprog”, método Active-Set). La
validacion se lleva a cabo en un entorno de simulacién mediante Matlab/Simulink.
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1.1 Motivaciones

El presente trabajo busca aplicar la técnica de Control Predictivo basado en Modelo a un
sistema Ball and Beam (bola y viga), con el objetivo fundamental de controlar la posicién de
una bola que se desplaza libremente sobre una viga metalica. El sistema utiliza un servomotor
de alta precision para manipular el dngulo de inclinacion de la viga, lo cual permite generar
una componente de la fuerza de gravedad que actia sobre la bola para desplazarla hacia una
referencia especifica y compensar sus inercias inherentes[/1]], [18]. De esta manera, se busca
lograr una regulacion robusta y precisa mediante la implementacién del algoritmo MPC.

El Control Predictivo basado en Modelo es una estrategia de control avanzado que, a través
de la optimizacion de una funcién de costo cuadratica, genera una secuencia de acciones de
control 6ptimas en un horizonte de tiempo finito. Una de las principales motivaciones para
utilizar esta técnica en el sistema Ball and Beam es su capacidad intrinseca para gestionar
restricciones operativas de manera precisa. Entre estas destacan los limites de voltaje del
actuador y las restricciones de estado, tales como la limitacion del dngulo de inclinacion de
la viga, con el propésito de proteger la integridad de los engranajes del servomotor y mantener
la bola dentro de los limites fisicos de la viga.

Dado el creciente interés y estudio sobre el MPC en los ultimos anos aplicado a diversos
sistemas clasicos, surge la motivacion de explorar una alternativa de control més potente y
flexible que los esquemas convencionales (como el PID o el LQR)[2], [14]]. A diferencia
de estos, el MPC permite anticipar la dindmica futura del sistema, lo que resulta ideal para
manejar la inercia de la bola y garantizar un seguimiento de referencia con un sobreimpulso
minimo y un estricto cumplimiento de las normas de seguridad del hardware.

1.2 Estado del arte

1.2.1 Control Predictivo Basado en Modelo

El Control Predictivo Basado en Modelo (MPC) es una técnica de control avanzado que se
apoya en la prediccion del comportamiento futuro de un sistema mediante un modelo ma-
tematico. A diferencia de los controladores tradicionales, que reaccionan principalmente a
perturbaciones o al error actual, MPC anticipa la evolucién del sistema y decide la accién de
control a partir de dichas predicciones. En su estructura, MPC incorpora un bloque optimiza-
dor que cumple el papel del controlador en las arquitecturas convencionales este estd definida
por una funcién de costos la cual se busca minimizar mediante un algoritmo de optimizacion
sujeto a las restricciones del problema en un horizonte de tiempo determinado.

Esta formulacién convierte a MPC en una técnica especialmente potente y flexible para siste-
mas con multiples restricciones y dindmicas complejas, tanto lineales como no lineales. Las

2
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implementaciones para sistemas lineales el problema de MPC se formula habitualmente co-
mo una Programacién Cuadratica (QP), es decir, con funcién de costo cuadrética y restriccio-
nes lineales, lo que permite resolverlo de manera eficiente con solucionadores numéricos[/19].
No obstante, una limitacion importante de MPC es su carga computacional, ya que en cada ci-
clo de control debe resolverse el problema QP, esto puede ser critico en sistemas de dindmica
rapida, a diferencia de esquemas tradicionales cuya carga computacional es reducida.

1.2.2 Algoritmo de optimizacion Active-Set

El método Active-Set es una de las estrategias mas empleadas para resolver problemas de
Programacion Cuadrdtica (QP) en el contexto del control predictivo. En MATLAB, este
enfoque se encuentra implementado en el solver Quadprog, que ofrece distintas opciones
algoritmicas segtn la naturaleza del problema.

El principio de funcionamiento del Active-Set consiste en mantener un conjunto de restric-
ciones consideradas activas en el punto éptimo y resolver, en cada iteracioén, un subproblema
de igualdad asociado a dicho conjunto. Este conjunto se actualiza dindmicamente, agregando
o eliminando restricciones hasta satisfacer las condiciones de optimalidad.

En aplicaciones de Model Predictive Control (MPC), este método resulta especialmente apro-
piado, ya que entre pasos de muestreo las restricciones tienden a modificarse minimamente.
Esto permite reutilizar informacion de la solucidn anterior (warm start), reduciendo el nime-
ro de iteraciones necesarias y, por tanto, el tiempo de célculo. Ademas, el Active-Set destaca
por su buen desempefio en problemas de tamafio pequeiio y mediano, y por ofrecer una inter-
pretacion clara del estado de las restricciones durante la optimizacidn.

A pesar de estas ventajas, su eficiencia puede verse afectada en problemas de gran escala o
con cambios frecuentes en el conjunto activo, donde los métodos de punto interior suelen
ser mas competitivos. Sin embargo, en aplicaciones experimentales de MPC y en sistemas
con horizontes moderados, el método Active-Set proporciona una relacion equilibrada entre
velocidad de convergencia, precision y requerimientos computacionales.

1.3 Objetivos del trabajo

Este documento se centra en la documentacién y aplicacion de la técnica de control pre-
dictivo basado en modelo (MPC) al sistema Ball and Beam mediante simulacién usando
Matlab/Simulink.

Para lograr esto, en primera instancia se obtendrd el modelo no lineal que describe el compor-
tamiento del sistema Ball & Beam a partir de las ecuaciones diferenciales que representan al
sistema de estudio. para luego realizar una linealizacién con respecto a un punto de equilibrio
con el proposito de obtener una representacion en variables de estado, al cual se le aplicara
un controlador LQR con el fin de estabilizar la planta, este nuevo sistema serd el modelo a
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optimizar mediante el método MPC. Para ello, es necesario definir el método de optimiza-
cion, las restricciones del sistema y la posicion de la pelota.

Una vez definidas las condiciones de operacion del sistema MPC, se buscard simular el sis-
tema de control en Matlab/Simulink.
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2 Antecedentes Teoricos

En la actualidad, el Control Predictivo por Modelo (MPC) se ha consolidado como una de
las estrategias de control avanzado mds potentes y versatiles en la industria, debido principal-
mente a su capacidad intrinseca para gestionar sistemas complejos con multiples variables y
requisitos de desempefio exigentes. A diferencia de los controladores convencionales como
el PID o la realimentacion de estados clasica, que operan de manera reactiva ante el error, el
MPC posee una naturaleza proactiva: utiliza un modelo matematico del proceso para predecir
su comportamiento futuro dentro de un horizonte de tiempo determinado. Esta caracteristica
permite que el sistema no solo reaccione al estado presente, sino que anticipe eventos y tome
acciones preventivas para optimizar un criterio de desempefio especifico.

Ademads, su mayor valor frente a las técnicas tradicionales radica en el manejo explicito de
restricciones. En los sistemas dindmicos modernos, es fundamental respetar los limites fisicos
de los actuadores y los margenes de seguridad de los estados para evitar dafios o inestabilidad,
MPC integra estas limitaciones directamente en su algoritmo de optimizacion en tiempo real,
garantizando que la solucién encontrada sea siempre factible y eficiente. Esta combinacion
de vision a futuro y respeto estricto por los limites operativos lo convierte en la herramienta
predilecta para maximizar la eficiencia energética y la precision en entornos industriales.

A continuacion se presentan los fundamentos teéricos de MPC, La formulacion se apoya en
el trabajo realizado por A.Cedefo, A.Morrison y G.Carvajal [3[], en conjunto con las notas de
referencia [4].

2.1 Control Predictivo por Modelo (MPC)

El Model Predictive Control (MPC) se define como una técnica de control avanzada que
utiliza un modelo matematico del sistema y el valor de los estados en un instante dado para
determinar las entradas Optimas. El objetivo es que el sistema siga una referencia a lo largo
de una secuencia de muestras futuras, considerando restricciones en las entradas, salidas y
estados.

De acuerdo con [3]], el MPC opera fundamentalmente bajo cuatro componentes principales:

s Un modelo matematico del sistema a controlar.
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= Un horizonte de control de N muestras.
= Un conjunto de restricciones sobre estados internos, salidas y entradas.

= Un funcional de costo que penaliza las desviaciones de las entradas y los estados res-
pecto a sus valores deseados.

2.1.1 Funcionamiento y Formulacion Cuadratica

En cada instante de muestreo, el MPC predice el comportamiento futuro del sistema a lo largo
de un horizonte de prediccion y encuentra la secuencia de acciones de control que minimi-
zan el funcional de costo. Una vez calculada la secuencia 6ptima, se aplica tnicamente el
primer elemento y el proceso se repite en el siguiente intervalo con un horizonte desplazado,
estrategia conocida como receding horizon.

Cuando el sistema es lineal, la funcién de costo es cuadrdtica y las restricciones son lineales,
el problema se puede representar como una formulacion canénica de Programacién Cuadrati-

ca (QP):

min J(§) = %5TH§ + hTe 2.1)

sujeto a:
AE =D (2.2)
ce<d (2.3)

Donde la matriz H debe ser semidefinida positiva para garantizar que el problema sea conve-
X0 y permita encontrar un minimo global.

2.1.2 Definicion del Problema de Control

Se considera un sistema lineal discretizado e invariante en el tiempo (LTI) representado por:

Tpp1 = Axy + Buy, (2.4)
yr = Cy, '

donde z; € R" corresponde al vector de estados en el instante de muestreo k, y, € RP es el
vector de salidas y u;, € R™ el de entradas de control. Las matrices A € R™*", B € R"*™y
C € RP*"™ caracterizan la dindmica: A determina la evolucién de los estados, B describe la
influencia de la entrada en la transicion de estados, y C establece la relacion entre estados y
salidas.En lo que sigue se asume que los estados son medibles en cada instante de muestreo.
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El objetivo del controlador es llevar la salida hacia una referencia r;, € R”. Para ello se define
el error:

€ =T — Yk (25)

Si se considera 1, = 0, el error se reduce a e, = —y. De esta manera, penalizar las desvia-
ciones de la salida respecto del origen puede hacerse a través de la funcion de costo:

T = vy (2.6)
Al sustituir la relacién de salida2.4]en se obtiene:

Ji = :13;‘: CTCxy = xZka (2.7)
Q

Donde €2 € R™*™ actiia como una matriz de pesos que refleja la relevancia de cada estado
en la salida. Ademas, para contemplar aspectos practicos como la proteccion de actuadores,
el consumo energético y restricciones fisicas, se afiade un término adicional que penaliza
variaciones excesivas en las entradas de control u;, mediante una matriz I.

Jp = 73 Q. + ui Ty, (2.8)

Con I' € R™*"™ se utiliza como matriz de penalizacion la cual es definida durante el proce-
so de disefio. Para el caso de sistemas multivariable es comtin emplear una forma diagonal
I' = g1, con I la matriz identidad y ¢ un factor escalar de peso.

Dado que el MPC considera un horizonte de prediccion finito para el calculo del costo obte-
nido para sus futuras entradas, el funcional de costos se expresa como la suma de los costos
individuales dentro del horizonte de prediccion:

i

J(zp,up) = Y (23 Q@ + ui Tug,) + 28N Qvay (2.9)
0

e
Il

Donde €2y € R™*" representa una matriz de penalizacion terminal, la cual se introduce para
aproximar el comportamiento de un lazo MPC con horizonte infinito mediante un lazo con
horizonte finito.

El para obtenerla accion de control 6ptima es fundamental determinar la secuencia de entra-
das Optimas:

[T w? . ouf ] eR™Y (2.10)

4
I
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Con el fin de minimizar el funcional de costo[2.9] Suponiendo que se dispone de una medicién
o estimacién del vector de estados actual xy, el problema se plantea como un problema de
programacion cuadrética (QP):

u* = argmin J(xy, uy)
u

sujeto a:
To =T,
Tpy1 = Axyp + Buy, (2.11)
u™ <y, < u™
g™ < gy < ™,

min max
Ty <oy <axN .

donde z( corresponde al estado inicial el cual puede ser estimado por un observador y los
términos con superindice min y max especifican los limites para las entradas, los estados
internos y el estado terminal respectivamente.

La formulacién anterior plantea un problema en lazo abierto,pues la secuencia de entra-
das calculadas no consideran perturbaciones que pueden ocurrir en el momento de ejecu-
tar las acciones de control, en presencia de dichas perturbaciones, el desempefio disminuir
e incluso generar inestabilidad en el sistema. Es por eso que se emplea la estrategia de
Recedinghorizon, el cual se basa en resolver de manera iterativa un problema de horizon-
te finito aplicada solo a la primera accion de control calculada (ug) y replanificando en el
siguiente instante de muestreo con la nueva informacién disponible, lo que introduce una
realimentacion indirecta cerrando el lazo de control evitando as{ las diferencias entre los es-
tados medidos y predichos mejorando la robustez y evitando la propagacion de errores de
prediccion.

Los pasos para aplicar MPC en cada tiempo de muestreo se resumen a continuacion:

1. En el instante de muestreo £ se mide (o estima) el estado de la planta, zy.
2. Plantear el problema de programacién cuadrética (QP).

3. Calcular el nuevo funcional de costo y resolver para determinar la secuencia Optima de
entradas que lo minimizan, u*.

4. Aplicar en la entrada el primer elemento de la secuencia de control Optima, u.

5. Repetir para el siguiente instante de muestreo, k + 1.
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2.2 Formulacion del Problema QP

Existen dos formas principales de plantear matematicamente el problema de programacion
cuadratica (QP) segtn las variables de decision elegidas: 1a Formulacion Densa y la Formu-
lacion Sparse, cabe destacar que la eleccion de utilizar una de las formulaciones anteriores
afecta directamente a la carga computacional y los tiempo de resolucion.

2.2.1 Formulacion Densa

Considerando como variable de decision a la entrada del sistema, se definen los siguientes

vectores:
Uo T
. U1 . )
u = . , T= . (2.12)
UN-—1 TN

Donde @@ € R(™N) y # € R(™N) Con estas definiciones se reescribe el sistema dindmico

como:
A B 0 e 0
A? AB B - 0
AN AN-IB AN—2B ... B
~—— N ~~ d
A o

Donde A € RM)>xn y O ¢ R(N)x(mN) También se expande el funcional de costo para
dejarlo en términos de z( y u:

Q 0 ... 0 r o 0
0o Q ... 0 o I ... 0
J(zo, @) = 2 Qro+a” | R R | i = 2l Quo+iT Qr+-u” R
0 oo Oy 0 r
Q 7

(2.14)
donde Q € RN)x(nN) y R ¢ Rm-N)x(m-N) T yego, al sustituir después expandiendo
y reagrupando los términos, resulta:
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J (0, @) = 2§ Qxo + (Ao + O0)" Q(Axo + OW0) + @' R

= 2l Qo + 2l ATQAzy + 2T ATQOT + 0" OTQ Az + © OTQOU + i Ril
(2.15)
Donde los términos z! AT QO y u" OTQ.Ax, son iguales ya que uno es el transpuesto del
otro y cada uno es de dimensiones 1 x 1, por lo que se puede transponer el segundo término
y sumarlo al primero, resultando:

J(z0, @) = 23 (2 + ATQA) o + @ (R + OTQO)i + 2xf AT QO (2.16)

Se define H € R N)x(m-N) y pT ¢ R1IX(mN) como:

%H =R+ 0TQ0O (2.17)
h' =22 ATQO (2.18)

Reemplazando[2. 18y 2.17]en [2.16] se obtiene el funcional de costo:

1
J(xg, i) = §ﬁTHﬁ + h'i (2.19)

El funcional de costo final, omitiendo términos constantes puesto que no afectan al bisqueda
de un @ que minimice el costo es:

1
J(xg, i) = 3 il Hi + h™d (2.20)

En cuanto a las restricciones estas pueden escribirse de manera compacta en términos de @'y

—

xI.
a) Limitaciones en la senal de estado:

2.21)

(27 — Auxo) (2.22)

donde:

Fmn = | Fmer = | (2.23)

10
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Tal que, 2™ y 7@ ¢ RN,

b) Region final:

x%m S TN S x’rﬁam
2" < (Anz + Ontd) < 27 (2.24)

(2™ — Anxo) < Onii < (2% — Anwo)

ONﬁ S (I%ax - .ANIO)

~ . (2.25)
—Ont < — (27" — Anxg)
Donde:
Oy =[A""'B AN2B ... AB B], Ay=A" (2.26)
tal que Oy € R™ (™M) y Ay € R,
¢) Limitaciones en la senal de entrada:
umzn S uk S umax
. . (2.27)
l—[mzn S U S l—;maz
Donde ,
umzn umam
it = | ameT = | (2.28)
umin ymaz
Tal que @™ y @™ € R™N,
y en forma matricial, todas las restricciones se pueden escribir como:
ON fﬁnvax — AN-TD umin uméx
—On| . _ | —Z¥"+ Anzg "
< ] ol <u< | o 2.29
o te T — A.T() 7 r;lin -0 n.léx ( )
_O . __;7min + AZL’O (4 U
Y’ *Cf a b

Donde M € REn+2nN)x(mN) ' ¢ REn+20-N) g ¢ ROmN) yj ¢ ROWN),
Notese que las restricciones en (2.8) se transforman en restricciones lineales en , con lo cual
se define el problema de optimizacion QP como:

11
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(2.30)

2.2.2 Seguimiento de Referencia
Cuando se desea que la salida del sistema siga una referencia distinta de cero (r # 0), es
necesario garantizar que en régimen estacionario se cumpla:

Yoo = T

donde y., representa el valor de la salida en equilibrio. Para encontrar los valores de estados y
entradas que permiten alcanzar esta condicion, se considera el sistema en estado estacionario:

Too = Ao + By,

(2.31)
Yoo = Cxoo‘
Este conjunto de ecuaciones puede organizarse en una forma matricial:
I—-A —-B||x 0
| = 2.32
i Ne e
N—————
L
cuyo sistema se resuelve como:
{%"] =L [0] , (2.33)
Uso r

donde L € RM+P)x("+m) De este modo, (7w, Uss) corresponden al punto de equilibrio aso-
ciado a la referencia 7.
Para simplificar la formulacion del problema se introducen las variables de desviacion:

T=2— Too, U=1U— U (2.34)

de manera que 7 y u cuantifican la diferencia respecto al equilibrio estacionario. Estas varia-
bles cumplen el mismo modelo dindmico que las originales, por lo que es posible reescribir
el funcional de costo en términos de ellas.

R A
In(Zo, @) = 3 u" Hi+ h'a (2.35)

12
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donde:

1
—H=R+0TQ0O
O (2.36)

2
iT ~T AT
h =2z, A" QO
Para encontrar las restricciones de esta nueva funcion de costo hay que aplicar el cambio de

variables [2.34] a las restricciones originales [2.29] Se llega a:

a) Limitaciones en las entradas:

ﬁmin < i < rmax
TN < G+ U < AT (2.37)
L—L»min . _’oo <u< ﬁméx ﬁoo
b) Limitaciones en los estados:
fmin < Tz < fméx
i:min < 7+ _)oo < Zmax
o g << F (2.38)
I~ Fo < ATg + O < T —
- T — Ay < O < 7™ — By — AT
Ou < ™ — ¥, — Az
(2.39)

—0u < — (™" — 7o — Ay
La extension a la region final es andloga, y finalmente se pueden representar las restricciones

en estado estacionario:

On TN — Too — ANTo LMy, T
~min e o0 o0
—-On| = —TN T Too + AnZo . - .
0 | “S | smx A | : <a< : (2.40)
X . — Too T x? umin —u uméx —u
_O _fmm _I__ Ioo + AIO o0 o0
v h ~ a b
M C

donde M c R(Z-n+2~n-N)><(m-N)’ = R(2~n+2-n~N), = R(mN) y 6 c R(mN)

13
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2.2.3 Restriccion de Desigualdad

La restriccion de caja en [2.40] se pasa a una de desigualdad para que todas queden en una
ecuacion. Primero se separa en dos ecuaciones de desigualdad:

a<a<b
a<a, a<b (37)
—a<—a, a<b
Luego se juntan con las restricciones de desigualdad de[2.40]de la siguiente manera:
; ; M ¢
{ }ﬁg{ J — M= |11, é=1|5b (2.41)
—I —a _
-1 —a
De esta manera @ queda restringido de la siguiente manera:
Ma<é (2.42)

Donde M € R(2n+2n-N+2:m-N)x(m-N) yée R(@n+2nN+2m-N)

2.2.4 Planteamiento final de problema QP

Finalmente, el problema QP queda planteado, de forma densa, con seguimiento de referencia
r distinta a 0 y con todas las restricciones en forma de desigualdad, como encontrar «* tal
que minimice la funcion de costo Jy(Zo, 0):

—. 1—»

Lﬂ%¢a=54Hﬁ+ﬁﬁ (2.43)
Donde:
1 T
ht = 2zT ATQO (2.44)
Sujeto a:
Mu < é

14
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2.2.5 Resultado Final

Una vez encontrado el vector @* es necesario revertir el cambio de variables que se
hizo para seguir la referencia y asi obtener las entradas que son apropiadas para aplicar en la
planta. Esto se hace de la siguiente manera:

U ="+ U (2.45)

El resultado final de MPC es el vector @* que contiene las entradas para /N instantes de tiempo
que son necesarias para llevar la salida de la planta a la referencia deseada. Solo se aplica la
primera entrada ug a la planta y en el siguiente instante de muestreo se repite el proceso.

2.3 Meétodo de optimizacion Active Set Quadprog

Dentro del esquema de Control Predictivo Basado en Modelo (MPC), la determinacién de las
acciones de control Optimas requiere la resolucién de problemas de optimizacién numérica.
Estos se formulan usualmente bajo la estructura de programacion cuadrética, donde se busca
minimizar un indice de desempeio de segundo orden condicionado por restricciones lineales
de igualdad y desigualdad. El algoritmo Active-Set, integrado en la herramienta quadprog de
MATLAB, destaca por su eficiencia en este tipo de aplicaciones.

Matematicamente, el problema de optimizacion cuadrética se expresa como:

1
min ¢(z) = §:vTQ:1: + Tz (2.46)

Sujeto a las siguientes condiciones de contorno:

Az =b (2.47)

Dx<e (2.48)
Donde:

= 1 € R" representa el vector de variables de decision.

= () € R™" es la matriz Hessiana, la cual se asume como simétrica y definida semipo-
sitiva para garantizar la convexidad del problema y la existencia de un minimo global
unico.

= ¢ € R" es el vector de gradiente que define la componente lineal del costo.

15
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= Las ecuaciones (2.47) y (2.48) representan el conjunto de restricciones de igualdad y
desigualdad, respectivamente.

El método Active-Set basa su estrategia en la gestion dindmica de un conjunto de trabajo (1V},),
el cual identifica en cada iteracion aquellas restricciones de desigualdad que se comportan
como igualdades estrictas en el punto de prueba actual. Mediante esta seleccion, el algoritmo
redefine el espacio de busqueda en cada subproblema, limitdndose a explorar la frontera
definida por las restricciones activas hasta satisfacer las condiciones de optimalidad.

2.3.1 Procedimiento Operativo del Algoritmo

El desarrollo del método Active-Set se articula a través de las siguientes etapas iterativas:

El proceso comienza con la obtencién de un punto inicial xy que sea factible, es decir, que
cumpla con las condiciones [2.47)y [2.48] En esta etapa se define el primer Working Set (1;),
el cual contiene los indices de las restricciones de desigualdad que se cumplen con igualdad
estricta en dicho punto, tal que:

Este conjunto actiia como la base de busqueda para la primera iteracion.

Al momento de la resolucién del subproblema cuadratico,en cada iteracion k, el algoritmo
plantea un subproblema de optimizacién con el fin de hallar una direccién de busqueda d.
Este subproblema se define como:

1
min 5dTQd +c'd sujetoa Agd=0 (2.50)

Donde A, representa la unién de las restricciones de igualdad originales y las restricciones
de desigualdad que actualmente pertenecen al conjunto activo . El objetivo es encontrar el
movimiento Optimo d permaneciendo sobre la frontera de las restricciones activas.

Una vez hallado dy, el algoritmo evalda qué tanto puede avanzar en esa direccién antes de
violar una restriccion que no estaba en el conjunto activo. El tamafio de paso («y) se calcula
mediante:

.~ D,
o = min <1, min w) (2.51)

i¢We,Didp>0  Dydy,

Si a; = 1, el punto 6ptimo del subproblema es factible y el algoritmo se desplaza comple-
tamente hacia él. Si o, < 1, el movimiento se detiene prematuramente debido al encuentro
con una nueva restriccion, la cual se incorpora al conjunto activo para la iteracién posterior.
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Cuando la direccion de busqueda es nula (d;, = 0), se comprueba si el punto actual es el
optimo global validando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

= Factibilidad primal: El punto cumple con todas las restricciones del sistema.

= Estacionariedad: El gradiente de la funcion objetivo es compensado por las fuerzas
de las restricciones activas, V f(z*) = 0.

= Factibilidad dual: Se verifica que los multiplicadores de Lagrange sean no negativos,
A > 0.

Este paso representa el nucleo de decision del algoritmo. Si en el paso anterior se detecta
un )\; < 0, se interpreta que la restriccion ¢ impide la disminucién del valor de la funcién
objetivo. Por consiguiente, dicha restriccion se elimina del conjunto activo W}, para permitir
que el algoritmo explore el interior de la region factible en la siguiente iteracion.

Finalmente, se calcula la nueva posicion del sistema mediante la relacion:
Tpy1 = T + apdy, (2.52)

Este ciclo de adicion y eliminacion de restricciones en el conjunto activo continda de forma
recursiva hasta satisfacer simultineamente todas las condiciones de optimalidad descritas con
anterioridad.

2.4 Muestreo en sistemas de control

En el panorama actual de la ingenieria, la teoria del muestreo se ha consolidado como el pilar
fundamental que sustenta la convergencia entre el entorno fisico analégico y la capacidad
de procesamiento de los sistemas digitales [[16]]. Esto no solo constituye un requisito técnico
para la adquisicion de datos, sino que representa la base matematica que garantiza la integri-
dad de la informacioén al transitar entre dominios temporales. A diferencia de los sistemas de
control analdgicos tradicionales, limitados por la rigidez de sus componentes de hardware, la
susceptibilidad al ruido térmico y la degradacién de sefiales en el tiempo, la implementacion
de sistemas digitales basados en un muestreo riguroso permite una flexibilidad sin preceden-
tes a través de la reconfiguracion mediante software. Hoy en dia, esta transicion posibilita la
ejecucion de algoritmos de control digital.

Por esta razén es importante la capacidad de discretizar el sistema eligiendo un tiempo de

muestreo optimo con el propdsito de garantizar una reconstruccion fiel de la sefal analdgica
y evitar el fendmeno de aliasing, asegurando que el controlador digital pueda operar sobre el
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sistema fisico.

Esto se lleva a cabo mediante dos etapas fundamentales que actiian como interfaz entre ambos
dominios:

= Convertidor Analogo-Digital (A/D): Es el dispositivo encargado de transformar una
sefal fisica continua en el tiempo en una secuencia de ndmeros que el procesador
digital puede interpretar.

= Convertidor Digital-Analogo (D/A): Realiza la operacion inversa, transformando las
secuencias numéricas resultantes del algoritmo de control en una sefial fisica continua.

Para aplicar las sefiales reconstruidas al sistema fisico, el método mas utilizado es el Rete-
nedor de Orden Cero (ZOH, por sus siglas en inglés), el cual mantiene el valor de la senal
constante durante los instantes de muestreo, generando una sefial en forma de escalera que se
aproxima a la sefial deseada.
El ZOH se puede representar como un funcién de transferencia de la forma:
1—e 5T

G.on(s) = — (2.53)
Donde T corresponde al periodo de muestreo. En la practica el ZOH es esencial en la imple-
mentacién de control digital, puesto que permite convertir sefiales discretas a continuas para
interactuar directamente con el sistema fisico.

2.4.1 Representacion en espacios de estado discreto

En el diseno de sistemas de control modernos, especialmente aquellos basados en optimiza-
cién como el Control Predictivo por Modelo (MPC) o LQR, la representacion en espacio de
estados es la herramienta fundamental para modelar la dindmica de sistemas multivariables.
Esta metodologia permite describir el comportamiento de un sistema fisico y su posterior
transicion al dominio digital, donde se ejecutan las acciones de control.

Un sistema dindmico lineal e invariante en el tiempo (LTI) se describe mediante un conjunto
de ecuaciones diferenciales de primer orden que relacionan el estado del sistema, sus entradas
y sus salidas:

(2.54)

Donde:
x(t) € R™: Es el vector de estados, que representa la informacién minima necesaria para
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determinar el comportamiento futuro del sistema.

u(t) € R™: Es el vector de entradas o sefiales de control aplicadas.

A, B,C, D: Son las matrices que definen la dinamica interna, la influencia de la entrada y la
relacion con las variables medidas.

Para que un controlador digital pueda interactuar con una planta analdgica, se requiere un
proceso de reconstruccion de sefales mediante un convertidor Digital-Analégico. El modelo
matematico més utilizado para este fin es el Retenedor de Orden Cero (ZOH).EI funciona-
miento del ZOH consiste en tomar el valor de una muestra discreta u[k] en el instante kT
y mantenerlo constante durante todo el periodo de muestreo 7. Matematicamente, se define
como:

u(t) = ulk], parat € [kTs, (k+ 1)T%) (2.55)

Fisicamente, esto genera una sefial de control con forma de escalera, asegurando que los
actuadores reciban una sefial continua y estable entre cada célculo del algoritmo.

De esta manera es posible discretizar Al asumir que la entrada u(¢) es constante en el
intervalo [T, (k + 1)T}), la solucién de la ecuacion diferencial [2.54] conduce al modelo en
tiempo discreto:

zlk + 1] = dz[k] + Tulk]
(2.56)
y(t) = Cz[k] + Dulk]

Las matrices discretas ¢ (matriz de transicion de estados) y I' (matriz de entrada) se calculan
mediante:

Ts
P =T, = ( / eATdT> B (2.57)
0

La transicion del modelo continuo al discreto se basa en la solucion de la ecuacién diferencial
de estado en el intervalo de muestreo [kT%, (k + 1)T%).
La solucidn general de la ecuacion 4(t) = Az(t) + Bu(t) para cualquier tiempo ¢ estd dada
por:
t
z(t) = e (ty) +/ A7) Bu(r)dr (2.58)
to
Al evaluar esta solucidn en el intervalo discreto, con tg = kT y t = (k + 1)T, obtenemos:
(k+1)Ts
(k4 1D)T,) = e T2 (kT,) + / A=) By (1) dr (2.59)
kT

Bajo la hipétesis del Retenedor de Orden Cero (ZOH), la sefal de control u(7) se mantiene
constante e igual a u[k] durante todo el intervalo de integracion. Esto permite extraer u[k] de
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la integral, resultando en:

<~

Ts
z[k 4 1] = e z[k] + ( / eA*dA) B ulk] (2.60)
@ 0 _

T
Donde se realiza un cambio de variable A = (k 4+ 1)7, — 7 para simplificar los limites de la
integral.

Destacar que cuando la matriz del sistema A es no singular, la integral de la exponencial de
la matriz que define a ' se puede resolver directamente como:

Ts
/ eNdr = A7 (AT — 1) (2.60)
0

Sustituyendo esto en la definicién de I, y recordando que ® = 47

queda:

, la expresion simplificada

r=A%®-0B (2.61)

Donde I es la matriz identidad de dimensiones adecuadas (n X n).

2.5 Estimadores de estado u observadores

Dentro del marco del control automdtico contemporaneo, la medicion directa de la totalidad
de las variables de estado que componen la dindmica de un proceso suele verse limitada por
diversos factores practicos. Ya sea por el elevado costo econdmico de la instrumentacion re-
querida, restricciones fisicas en el montaje de sensores o la degradacion de las sefiales debido
al ruido de medicion, es frecuente que el vector de estados sea, en algtin grado, inaccesible.
Ante este escenario, surge la necesidad de implementar esquemas algoritmicos que, proce-
sando Unicamente las entradas conocidas y las salidas disponibles, logren inferir los estados
internos omitidos; a estos componentes se les denomina técnicamente observadores de estado
[6], [15]]. La integracién de estos estimadores resulta indispensable en estrategias de control
avanzado, tales como el MPC, el cual depende estrictamente del conocimiento preciso del
estado actual x;, para proyectar la evolucion del sistema a lo largo de un horizonte futuro de
prediccidn. Mas alld de suplir la carencia de sensores, un observador bien disefiado robustece
el lazo de control al mitigar los efectos de perturbaciones externas y corregir posibles discre-
pancias entre el modelo matematico utilizado y el comportamiento fisico real de la planta.

El presente apartado aborda las bases tedricas de la observacion de estados. Este desarrollo
permite no solo la reconstruccion de variables cinematicas complejas de medir directamente,
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sino que también establece el punto de partida fidedigno que el optimizador del MPC requiere
para garantizar un desempeilo eficiente, estable y capaz de compensar las perturbaciones del
entorno.

2.5.1 Estructura general de los observadores de estados

Un observador de estados es un sistema que, utilizando un modelo matemadtico del proce-
s0, genera una estimacion z(t) del vector de estado real x(¢). Su funcién es actuar como un
sensor virtual”, reconstruyendo variables internas a partir de las entradas aplicadas u(t) y
las salidas medidas ().

Estructura de Luenberger es arquitectura mds comun, que consiste en una réplica de la
dindmica de la planta a la que se le afiade un lazo de correccion basado en el error de sa-
lida. Considérese el sistema dindmico original:

(2.62)
y(t) = Cx(t)
El observador se define mediante la siguiente ecuacion diferencial:
z(t) = Az(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t)) (2.63)

Donde ¢(t) = Cz(t) es la salida estimada. El término (y(¢) — §(t)) representa la innovacion,
y lamatriz L es la ganancia del observador, encargada de corregir el modelo interno basdndo-
se en el error.

El disefo de un observador consiste en determinar la matriz de ganancia L de modo que el
error de estimacion converja a cero rdpidamente. Para ello definimos el error de estimacién
como e(t) = z(t) — Z(t). Al derivar esta expresion y sustituir las ecuaciones del sistema y
del observador, obtenemos la dindmica del error:

&(t) = (A — LO)e(t) (2.64)

Esta ecuacion muestra que el comportamiento del error depende enteramente de los autova-
lores de la matriz (A — LC') el cual converge a cero si todos los autovalores poseen parte real
negativa.

Si bien la ubicacion de polos permite definir arbitrariamente la velocidad del observador, en
entornos con incertidumbre se prefiere un enfoque de Estimacién Lineal Cuadrética (LQE).
En este caso, la ganancia L no se elige a mano, sino que se calcula para minimizar la varianza
del error de estimacion[|16[]. Este enfoque es la base del Filtro de Kalman en sistemas discre-
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tos, donde se busca un equilibrio 6ptimo entre confiar en el modelo matematico matriz ¢ o
confiar en las mediciones ruidosas de los sensores matriz C'.

2.5.2 Observador extendido para la estimacion de perturbaciones

El Observador de Estado Extendido es una evolucion del observador convencional disefiada
especificamente para enfrentar uno de los mayores retos en control automatico la incertidum-
bre o perturbaciones. Su funcién principal es tratar las perturbaciones externas y las dindmi-
cas no modeladas como si fueran un estado adicional del sistema para poder estimarlas en
tiempo real[4].

Se considera un sistema en tiempo discreto afectado por una perturbacion aditiva d;, la cual
se asume con una dindmica constante o de variacién lenta d;; = d;. El modelo se describe
de la siguiente forma:

Tir1 = Axt + But + det

dit1 = dy (2.65)
yr = Cry + Cady

Para capturar este efecto, se define el estado extendido z; como la combinacidn del vector de
estados original y la perturbacion:

2= [z dy) (2.66)

Con la nueva definicion del vector z;, el sistema puede reescribirse mediante matrices aumen-
tadas A, By C que integran la dindmica de la perturbacion:

o 7] Lol
Zty1 = zZt + Ut

0 I 0
—— ~—~
A B (2.67)
Y = [O Cd] 2t
W—/
c

A partir de este modelo extendido, se disefia un observador de orden completo en la forma
clasica:

201 = A% + Buy + K(y, — C%) (2.68)

Donde 2; = [&, c@r ] T representa la estimacion conjunta del estado y la perturbacion, y L es
la ganancia del observador extendido. El disefio de la matriz de ganancia K es critico para el
desempefio del estimador. Se debe asegurar que los autovalores de la matriz de lazo cerrado
del observador, (A — K ('), se encuentren dentro del circulo unitario en el plano complejo
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Z. Esto garantiza la estabilidad asint6tica del error de estimacion, permitiendo que tanto el
estado de la planta como la magnitud de la perturbacién sean reconstruidos fielmente para su
uso en el controlador MPC.

23



3. PLANTA DE INTERES

3 Planta de interés

El presente capitulo se centra en la descripcidn de la planta utilizada en el estudio:

3.1 Sistema Ball & Beam

La planta de estudio corresponde a un sistema Ball & Beam la cual se puede observar en la
Figura[3.1]y sus componentes en la Tabla[3.1] El sistema estd compuesto por una viga hori-
zontal sobre la cual se desplaza una bola metélica que rueda libremente. La viga se encuentra
acoplada a un servomotor rotatorio, encargado de generar un dngulo variable de inclinacién.
Al modificar dicho dngulo, la fuerza de la gravedad provoca el movimiento de la bola hacia
uno de los extremos de la viga.

Adicionalmente, el sistema dispone de un sensor de posicion de tipo potenciémetro que per-
mite medir la ubicacién de la bola a lo largo de la viga. La sefial de salida del sensor se
traduce en un voltaje de medicion v,4n4e (%), el cual se utiliza para determinar la posicién de
la bola en tiempo real.

El control del sistema se realiza mediante la aplicacién de un voltaje de entrada al servomotor,
lo que permite regular el 4ngulo de inclinacién de la viga y, en consecuencia, la trayectoria de
la bola. Considerando como variable de entrada el voltaje aplicado al motor y como variable
de salida el voltaje entregado por el sensor de posicion, el sistema puede modelarse como un
sistema de entrada unica y salida tnica (Single Input Single Output, SISO).
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Fig. 3.1: Componentes del sistema Ball & Beam.[17]

Tab. 3.1: Listado de componentes del sistema Ball & Beam.[17]

ID Componente

ID

Componente

1

AN W

Servomotor rotatorio
Brazo de palanca
Tornillo de acoplamiento
Bola de acero

Sensor potenciémetro Ball & Beam 11

Varilla de acero Ball & Beam

Brazo de soporte

Base de soporte

Conector del sensor analégico de posicion de la bola
Tornillos del brazo de soporte

Base de calibracion

Tab. 3.2: Especificaciones fisicas y geométricas del sistema Ball & Beam.

Simbolo | Descripcion Valor
mp Masa del médulo bola—viga 0,65 kg
L. Longitud base de calibracion 50 cm
d. Profundidad base de calibraciéon 22,5 cm
L Longitud de la viga 42,55 cm
la Longitud del brazo de palanca 12,5 cm

T'arm Distancia entre eje del servo y unién 2,54 cm

T servo Longitud del eje de salida del servo 1,27 cm
Ty Radio de la bola 1,27 cm
mp Masa de la bola 0,064 kg

Ky, Sensibilidad del sensor de posiciéon | —4,25 cm/V

Viias Voltaje de polarizacién del sensor +12V

Viange | Rango de medicion del sensor +5V

O range Rango Angulo del servomotor +56°
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3.2 Modelo matematico del sistema Ball & Beam.

Para obtener el modelo completo del sistema Ball and Beam se tiene que tienen que analizar
y realizar el modelo matemdtico de los siguientes dos subsistemas teniendo en cuenta las
restricciones descritas en[3.2.11

= Planta electromecanica (Servomotor): Convierte la sefial eléctrica de entrada en un
desplazamiento angular del eje, el cual se transmite a la viga mediante un brazo mecani-
co.

= Planta mecanica (Bola-Viga): Describe el movimiento de la bola sobre la viga in-
clinada, considerando las fuerzas gravitacionales, las condiciones de rodadura y las
restricciones geométricas del mecanismo.

3.2.1 Convenciones y supuestos generales

Antes de proceder con la derivacion de las ecuaciones dindmicas del sistema Ball and Beam,
es necesario establecer un conjunto de convenciones que permitan definir claramente las va-
riables, pardmetros y supuestos utilizados en el modelamiento.

Se considera el sistema Bola-Viga accionado por un servomotor con dngulo de eje de carga
0,(t). La viga se inclina un angulo a(t) respecto de la horizontal y la bola de masa m,, y radio
rp rueda sin deslizamiento sobre la viga. Se adoptan las siguientes convenciones y supuestos:

= Entrada del modelo de la Planta electromecanica: Voltaje de entrada al servomotor
Vin(t)

= Salida del modelo Planta electromecanica: Angulo del servomotor en el eje de carga,
Oout (1)=0,(1).

= Entrada del modelo de la Planta mecénica: Angulo del servomotor en el eje de carga,

0(t).

= Salida del modelo Planta mecanica: Posicién de la bola sobre la viga, z(t), medida
desde el punto medio.

= Parametros geométricos: Longitud de la viga L; radio del brazo del servomotor 7.
= Parametros de la bola: Masa m,, radio r,, momento de inercia .J,.

= Supuestos: Rodadura sin deslizamiento; friccion despreciable salvo la estatica que ga-
rantiza rodadura; dngulos pequefios para linealizacion posterior.
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3.2.2 Subsistema Servomotor.

El servomotor constituye el actuador principal del sistema Ball and Beam. Su funcién es
transformar una sefial eléctrica de entrada en un movimiento mecanico de salida, especifica-
mente el dngulo de inclinacién de la viga.

El subsistema eléctrico del servomotor estd compuesto por un bobinado que, al recibir un
voltaje de entrada V,, (), genera una corriente i(t). Esta corriente produce un campo elec-
tromagnético que se traduce en un par motor(torque) como se puede observar en la Figura
3.2

+ o SV

Fig. 3.2: Esquema servomotor DC.[5]

3.2.3 Supuestos y definiciones del servomotor

Se considera un servomotor DC con armadura excitada, acoplado a un tren de engranajes de
relacion NV que mueve el eje de salida. Se usan los siguientes supuestos y definiciones:

= Eléctrico: Armadura con resistencia R e inductancia L. FEM proporcional a la veloci-
dad: e(t) = Kewp(t).

= Mecanico: Rotor con inercia J,, y friccién viscosa B,,. Torque electromagnético:
Tm(t) = Kyi(t).

= Transmision: Reduccion N (motor rapido — salida lenta). Salida: wey () = wy,(t) /N,
Oou(t) = [ wou(t) dt.

» Carga: Inercia J,, y friccién By, en el eje de salida, con torque externo 7, (t) (por la
planta mecdnica).
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3.2.4 Ecuaciones fisicas del servomotor DC

El comportamiento eléctrico del servomotor DC se describe a partir de la ley de Kirchhoff
aplicada al circuito de armadura. En este circuito se consideran la resistencia y la inductancia
de la bobina, asi como la fuerza contra electromotriz inducida por la rotacion del rotor. Esta
ultima aparece debido a la ley de Faraday, que establece que una variacion de flujo magnético
genera una tension proporcional a la velocidad angular del motor.

Analizando el circuito eléctrico de armadura del motor y aplicando la ley de mallas:

Vin(t) = Li(t) + Ri(t) + e(t), (3.1)

Donde la fuerza contra electromotriz la cual es la tension que se opone a la voltaje de entrada
aplicado al girar el rotor, el cual tiene la siguiente forma:

e(t) = Ko wn(t). (3.2)

El torque electromecdnico surge de la interaccion entre el campo magnético del estator y
la corriente que circula por la armadura. La relacién entre la corriente i(¢) y el torque es
lineal y estd determinada por la constante de torque del motork;. Este principio proviene
directamente de la ley de Lorentz, que describe la fuerza ejercida sobre un conductor cuando
circula corriente en presencia de un campo magnético, el cual tiene la siguiente ecuacion:

) = K, i(t). (3.3)

Por otra parte la dindmica mecénica del rotor se obtiene aplicando la segunda ley de Newton
para la rotacidn. El torque neto que actia sobre el eje del motor se reparte entre la aceleracion
angular del rotor que es proporcional a su inercia, y la friccion viscosa que se opone al
movimiento. Ademads, se incluye el efecto del torque de carga reflejado al eje del motor, que
representa la resistencia mecanica externa conectada a la salida.

Donde la ecuacién de movimiento con friccidn viscosa corresponde a:

I W (1) + By win(t) = T (t) — Tivadm (1), (3.4)

Donde 7jo44.m (%) es el torque de carga reflejado al eje del motor.

3.2.5 Transmision y reflexion de la carga

La transmision mecdnica que conecta el rotor del motor con el eje de salida introduce una
relacién cinemdtica y estitica que debe ser considerada en el modelamiento. Mediante el
tren de engranajes, la velocidad angular del rotor se reduce y el torque se amplifica en el eje
de salida. Para expresar toda la dindmica en el eje del motor, se realiza la reflexion de los
parametros de la carga: la inercia y la friccién presentes en el eje de salida se trasladan al
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eje del motor multiplicadas por el cuadrado de la relacién de reduccion. De esta manera, se
obtiene un modelo equivalente en el cual la transmision y la carga externa quedan absorbidas
en pardmetros efectivos de inercia y friccion, simplificando el anélisis y permitiendo trabajar
con una unica ecuacidon mecanica equivalente.

Relacion cinematica y estatica del tren de engranajes

El tren de engranajes establece la relacién cinemadtica y estatica entre el rotor del motor y el
eje de salida. Cinemdticamente, la velocidad angular del rotor se reduce en la proporcion de
la relacion de transmision NV, mientras que estaticamente el torque se amplifica en la misma
proporcion.

canlt) = 2 () = / wout(t)dt:% / (1) dt. 3.5)

Donde si:

= N > 1: El motor gira mas rapido que el eje de salida.

= N < 1: El motor gira mas lento que el eje de salida.

3.2.6 Reflexion de inercia y friccion

La inercia y la friccion presentes en el eje de salida se reflejan al eje del motor multiplicadas
por el cuadrado de la relacion de transmisién. De este modo, se definen pardmetros equiva-
lentes J., y B, que agrupan tanto las caracteristicas propias del rotor como las de la carga
externa.

La inercia y friccion de la salida reflejadas al eje del motor son:

Jeq = Jm+N2 Jout7 Beq = Bm+N2 Bout- (36)

Reflexion del torque de carga

El torque externo aplicado en el eje de salida también se refleja al eje del motor. En este
caso, la relacion es inversa: el torque de carga se reduce en la proporcion de la transmision,
expresandose COmo Tjouq.m = Tout/INV. Esta transformacion asegura que el efecto de la carga
externa quede correctamente representado en el modelo equivalente del motor.

El torque externo en la salida se refleja como:

Tioad,m (t) = T"%t). (3.7)
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Sustituyendo (3.6) y (3.7) en (3.4) se forma la ecuacién mecénica equivalente:

Tout(t)
N .

ogGm(t) + Bogwim(t) = K, i(t) — (3.8)

3.2.7 Modelo en el dominio de Laplace
Aplicando transformada de Laplace a (3.1)) , (3.2) y (3.8) (condiciones iniciales nulas):

Vin(s) = LsI(s)+ RI(s)+ Kewp(s). (3.9)
Jeq 8 Wi (8) + Beqwm(s) = Ky I(s) — Tm}t\gs). (3.10)
Despejando I(s) de (3.9):
I(s) = Vm(S)L; f"’gm(s). G.11)
Sustituyendo (3.11)) en (3.10):
(og 5+ Bug) wml(s) = Iy L&)~ Beon(s) _ Touls) (3.12)

Ls+ R N

Multiplicando por (Ls + R) y reordenando:

(Ls+ R)

(e s+ Bug)(Ls + R) + Ko K| wn(s) = K Vinls) = =

Tout(5)- (3.13)
Obteniendo la funcion de transferencia en relacion a la velocidad y el voltaje, suponiendo la
carga despreciable en identificacion (7o (s) =~ 0):

W ($) K;

Vls)  (Jws - Bu)(Ls+ R) + K, K, (3.14)

Por otra parte calculando la funcion de transferencia en relacion a la posicion y el voltaje de
entrada , usando (3:3) y Oou(s) = = win(s):

@out(s) i Kt
Vin(s) N g 1(J.ys+ Bu)(Ls+R)+ K, K.

(3.15)

3.2.8 Modelo simplificado del servomotor

Para aplicaciones de laboratorio el modelo anterior se puede simplificar a un sistema de pri-
mer orden, teniendo en cuenta las siguientes simplificaciones y supuestos:
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Inductancia despreciable: L ~ ( (armadura eléctrica rapida).

Carga ligera en identificacion: ., (s) ~ 0.

Friccion efectiva viscosa: B., lumpada (incluye transmisién).

Relacion de reduccion conocida: N fijo.

Despreciando la inductancia L es decir L ~ 0, la (3.14)) se reduce a:

m K
“m(s) _ t . (3.16)
(s) RJe s+ (RBeq + K, Ke)
La posicion de salida queda:
ou K
Oouls) _ ! (3.17)

1
V) N s(Riws+ (RBo + K K))

De esta forma agrupando los efectos eléctricos y mecanicos en una constante de tiempo 7,,, y
una ganancia [, de la forma:

K, RJ
K, & 2 = 3.18
N(RBoy+ K, K.)’ ™ RBy+K K. (3.18)
se obtiene la forma; o %
ou(s) _ m (3.19)

Vin(s)  s(tms+1)
De esta forma, el servomotor se aproxima mediante una funcién de transferencia de primer

orden con integrador, el cual se utilizard para obtener la funcién de transferencia total del
sistema Ball & Beam.

3.2.9 Modelamiento de la planta Bola-Viga.

La segunda planta del sistema corresponde al movimiento de la bola sobre la viga inclinada.
Este subsistema describe como el dngulo de la viga a(t), generado por el servomotor, afecta
la posicién de la bola x(t).

3.2.10 Diagrama de cuerpo libre.

El diagrama de cuerpo libre de la bola sobre la viga se muestra en la Figurd3.3] Segin este
diagrama, la dindmica se obtiene aplicando la primera ley de Newton en la direccion tangen-
cial a la viga. Se consideran las siguientes fuerzas:
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Fig. 3.3: Diagrama de cuerpo libre bola y viga.[/1]

= Componente tangencial del peso: F; () = m,gsina(t).

= Fuerza de inercia rotacional: Generada por la friccion estdtica y responsable de la
rodadura sin deslizamiento, modelada como F,(t) = % i(t).
b

= Normal: equilibra la componente perpendicular del peso, no afecta la dindmica en z.

3.2.11 Relacion geométrica entre el angulo del servomotor y el angulo
de la viga.

Para relacionar el dngulo del servomotor con el angulo de inclinacién de la viga, se considera
la geometria del sistema mostrada en la Figura Cuando el angulo del servomotor 6,(t)
es positivo, el extremo derecho de la viga se eleva, generando una inclinacién positiva a(t)
respecto de la horizontal.

Esta inclinacion provoca que la bola se desplace alejandose del eje del servomotor, aumen-
tando su posicion xz(t) sobre la viga. Por lo tanto, se establece la siguiente convencion fisica:

©(t) >0 = 0,(t)>0 = Z(t)>0

La posicion de la bola se define como z(t) = 0 cuando estd en el eje del servomotor, y el
angulo del servomotor se define como 6,(t) = 0 cuando la viga estd paralela al suelo, es
decir, o(t) = 0.

Desde la geometria del mecanismo, se obtiene la relacion entre el dngulo de la viga y el
angulo del servomotor:

sina(t) = T“g” sin 6, (¢) (3.20)
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Donde 7., es la longitud del brazo acoplado al servomotor con respecto al eje y L es la
longitud efectiva de la viga, revisar valores en Tabla[3.2]
Para dngulos pequeiios, se aplica la aproximacion:

(3.21)

Tarm

a(t) ~ " 0,(1).

Ecuaciones de movimiento no lineales.

3.2.12
Aplicando la segunda ley de Newton en la direccién x, la dindmica de la bola es:
myi(t) = Y F = F,(t) + F,(t) (3.22)
I\ .. :
my + — | #(t) = my g sina(t) (3.23)
Tp
Reordenando:
i(t) = —2 g sina(t) (3.24)
my + ;7—3 .
b
Para una esfera solida, el momento de inercia es:
2 2
Jb = gmb Ty (325)

Sustituyendo (3.23) en (3.24):
v (3.26)

La relacién geométrica entre el dngulo de la viga y el del servomotor es
sina(t) = 7"a£m sin 0,(t) (3.27)

Sustituyendo (3.27) en (3.26), se obtiene:
(3.28)

. 5 Ta?“m .
Z(t) = - g~ sin O,(t)

3.2.13 Linealizacion del subsistema Bola-viga.
Para obtener el modelo lineal que describa el subsistema Bola-Viga aplicamos una aproxima-

cién de taylor de primer orden alrededor de 6,(¢) = 0.
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3.2.14 Aproximacion de Taylor de primer orden.
La ecuacién de movimiento no lineal del subsistema Bola-Viga incluye el término

5 TG/T"H’L

j(t):§g T

sin 0,(t) (3.29)

Para linealizar esta expresion alrededor del punto de equilibrio 6] = 0, se utiliza la expansién
en serie de Taylor de la funcién f(6,) = sin(6,):

f"(67)
2!

f(00) = f(07) + f'(67) (6 — 07) + (e = 07)° + -+ (3.30)

Evaluando en ¢; = 0:

f(0) =sin(0) =0, 1/(0) = cos(0) =1, f7(0) = —sin(0) =0

Por lo tanto, la aproximacion de primer orden es:
sin(ﬁg) =~ Qg (331)

Sustituyendo esta aproximacion en (3.29), se obtiene el modelo linealizado, valido para dngu-

los pequeiios:
5 Tarm

i(t) = = g =7 Oult) (3.32)

Reordenando los parametros del coeficiente en la ganancia del modelo K:

. O Tarm
J](t) = Kbb eg(t), Kbb - ?g 7

(3.33)

Remplazando los valores de las constantes en K}, usando los valores de la Tabla[3.2] y con
g= 9,81 [m/s?], se obtiene:

Ky, = 0,418 [m/s*/rad] (3.34)

3.2.15 Obtencion de la funcion de transferencia del modelo lineal del
sistema Ball & Beam.

A partir de las ecuaciones dindmicas de los subsistemas que conforman la planta ya lineali-
zadas, es posible obtener las ecuaciones de transferencia total del sistema Ball & Beam.
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Servo Plant Ball and Beam

II'I'Ilrr|:5:|' E||:5:| I{S}
——w Pys) +—m» Puwls) ———»

Fig. 3.4: Diagrama de bloque a lazo abierto.

De la figura[3.4]se observa que la funcién de transferencia completa es :

P(s) = Py(s) Ps(s) (3.35)
Donde Ps(s), la funcién de trasferencia del servomotor la cual esta dada por :
@g(s) . K m
Vin(s)  s(Tms + 1)
y la funcién de transferencia de la posicion y el angulo de la viga del subsistema Bola-Viga

viene dada por aplicar la transformada de Laplace a la Ecuacion[3.33]quedando de la siguiente
forma:

P, =

(3.36)

_ X(s) _ Kw
=50 = (3.37)

Teniendo en cuenta estas dos funciones de transferencia, se puede obtener la funcion de
transferencia del sistema completo definido en [3.35] obteniendo:

Py,

X (S) . K bb K m
C Va(s) 83 (Tms 1)
Extrayendo los datos de las constantes para el subsistema del servomotor se tiene que K,,=1,5
[rad/s/V], 7,,=0,025 [s] y usando el dato obtenido en la ecuaciéan_ﬂl obteniendo:

(3.38)

CX(s) 1,23
PG) =55 = 550,025 + 1) (3.39)

3.3 Obtencion del modelo en espacios de estado

En esta seccion se desarrolla la representacion del sistema en términos de variables de estado
a partir de la funcién de transferencia. La formulacién en espacio de estados permite describir
la evolucioén interna del sistema mediante un conjunto de variables, lo que facilita el analisis
de su comportamiento temporal, el disefio de estrategias de control avanzadas y la construc-
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cién de observadores. Primero se presenta el modelo continuo y, posteriormente, se deriva su
version discreta para su implementacion digital.

3.3.1 Modelo en espacio de estados en tiempo continuo

Con el objetivo de representar el sistema Ball & Beam mediante un espacio de estado en
tiempo continuo usando la funcién de transferencia definida en [3.39] la cual es corresponde
a un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) de 4to orden.

Se define el vector de estados fisicos como

o] [x
)] [ X _
w0 =T = x| 0= (3.40)
o] | X,

Como se observé anteriormente el servomotor se aproxima por un sistema primer orden en
velocidad con constante de tiempo 7,,, y ganancia K, como se puede observar en la funcién
de transferencia

Reordenando los términos para obtener las ecuaciones fisicas correspondientes al servomo-
tor:

Oout(8) s (T s + 1) = Ky, Vin() (3.41)
Aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuacién [3.41] y usando las propiedades:
L HsO0u(s)} = é(t), L7Hs*Ogu(s)} = 9(t)
Se obtiene la ecuacion diferencial en el dominio del tiempo:

T Oout(t) + Oout(t) = Ko Vi (1) (3.42)

Definiendo w(t) = 0(75) equivalente a X; = X, en funcién de los estados, se puede reescribir
el sistema como:

—w(t K, V..(t . —Xo K, Vn(t
) KVl g =X K V()

() =
W( ) Tm Tm Tm Tm

(3.43)

Para el subsistema Bola-Viga se tiene la ecuacién [3.33] ,la cual se evalud en términos de
estados:

Xs(t) = Xa(t),  Xu(t) = Kip X(t) (3.44)
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3.3.2 Modelo completo en espacio de estados en tiempo continuo

Con el propésito de obtener las matrices A, B, C', D del modelo de espacio de estados, se
agrupan las ecuaciones en funcién de los estados.

X, =X, (3.45)
. Xy K, Vi(t
X, =224 K V(1) (3.46)
Tm Tm
Xs(t) = Xu(t) (3.47)
Xy(t) = Ky, X1(t) (3.48)
Obteniendo el siguiente modelo:
0 1 00 0
0 -+ 00 o
i(t) = i t |t
R I FO RS B3 10
Ky 0 00 0

yit)=1[0 0 1 0]x(¢t)

Por lo tanto, las matrices resultas de manera numérica (7, = 0,025, K, = 0,418, K,, =
1, 5) del sistema continuo son:

0 1 00 0
0 —40 0 0 60

A= B= = D= 4
0 0 01 0 C=1[0 60 0 0 0 (349
0,418 0 0 0 0

De esta forma se obtiene el modelo que describe la dindmica del sistema usando variables de
estado, donde x(t) € R* el cual representa el vector de estados, u(t) es la sefial de entrada, y
y(t) es la salida del sistema, la cual corresponde a la posicién de la bola sobre la viga.

3.3.3 Modelo en espacio de estados en tiempo discreto

Para obtener el modelo en espacio de estados en tiempo discreto, se parte de la representacion
continua, dado que el sistema Ball and Beam es relativamente lento se define un periodo de
muestreo 73=0.1 para realizar la discretizacion.

El sistema discreto se expresa como:
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zlk + 1] = Agz[k] + Bqulk]

(3.50)
ylk] = Cyz[k] + Dgulk]
Donde las matrices A; y By se calculan a partir de las matrices continuas.
T
Ag=e" =L {(s] — A} (1), By = / e Bdr (3.51)
0

Mientras que Cy = C'y D; = D. Esta transformacién garantiza que el modelo discreto pre-
serve la dindmica del sistema original en los instantes de muestreo.

Para el calculo de Ad lo primero que se tiene que realizar es el calculo de (sI — A)~*

1 1
s s(s—|1—40) 0 0
. 0 - 0 0
(sT=A) "=l T 1 1 (3.52)
500s%  500s3(s+40) s s2
209 209 0 1
50052 50052 (s+40) s

Realizando la transformada de Laplace inversa de la matriz anterior de manera simbdlica
usando Matlab se obtiene.

e—40t

1
1 ~ 00
_ _ 0 e 0 0
L™ {(3] - A) 1} = | 2092 2092  209e4%t  209¢ 4 209 1 ¢ (3.53)
1000 40000 _ 32000000 800000 ' 32000000
209¢ 209t 209e—40% 209 0 1
500 20000 ' 800000 800000
Remplazando ¢ por Ts= 0, 1[s] en se obtiene la siguiente matriz A,.
1,0000 0,0245 0 0
1
. 0 0,0183 0 0 (3.54)

0,0021 0,0000 1,0000 0,1000
0,0418 0,0008 0  1,0000

Para obtener la matriz B, se resuelve de manera simbodlica utilizando Matlab la ecuacién
3.51] para finalmente también evaluar los 7" por ;= 0, 1[s] en la ecuaci(’)nm

3T 3e—40T 3

2 80 80
3 3e 0T

(3.55)

2 2
6277 627407 62772 + 20973 627
1600000 64000000 80000 2000 64000000
62772  627e~ 40T 627T 4 627
2000 1600000 40000 ' 1600000
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0,1132
1,4725

By= | .

4~ 10,0001 (3-56)

0,0020

Las matrices finales obtenidas del espacio de estados en tiempo discreto Ay, By, Cqy Dy son

iguales a las obtenidas utilizando el comando c2d de Matlab [|12]], revisar anexo(PreCompilar

Ball And Beam)

1,0000 0,0245 0 0 0,1132
0 0018 0 0 1.4725
A _= ’ B = ! —=
4~ 10,0021 0,0000 1,0000 0,1000 4~ 10,0001 Ca=1[0 60 0 0]
0,0418 0,0008 0  1,0000 0,0020

(3.57)

3.3.4 Analisis de Observabilidad y Controlabilidad

El andlisis de las propiedades estructurales de un sistema dindmico en espacio de estados
se centra en dos aspectos fundamentales: la controlabilidad y la observabilidad. Los cuales
evaluan la capacidad del modelo para ser controlado y monitoreado en su totalidad, lo cual
resulta indispensable en el disefio de estrategias de control por realimentacion de estados y
la construccién de observadores que permita estimar los valores de las variables no medibles
de manera fisica del sistema.

3.3.5 Controlabilidad
Un sistema discreto descrito por las ecuaciones

zlk 4+ 1] = Agz[k] + Baulk]

(3.58)
ylk] = Cawlk] + Daulk]

Se dice que es completamente controlable si existe una secuencia de entradas u[k] capaz de
transferir el estado desde cualquier condicién inicial z[0] hacia cualquier estado final z; en
un nimero finito de pasos.

La condicion algebraica se verifica mediante la matriz de controlabilidad:

C=[Bs AyBys A%By --- Al 'By (3.59)

Donde n es la dimension del vector de estados. El sistema es controlable si:
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Rank(C) =n (3.60)

Lo que nos indica que se puede disefiar y aplicar una ley de control por realimentacién de
estados lo que nos ayuda a ubicar los polos del sistema en lazo cerrado de manera arbitraria
dentro del circulo unitario, la cual tiene la siguiente forma:

ulk] = — Lx[k] (3.61)

3.3.6 Observabilidad

De manera dual, un sistema es completamente observable si, a partir de las salidas y[k] y las
entradas u[k], es posible reconstruir el estado inicial 2[0] en un nimero finito de pasos.
La condicién algebraica se establece mediante la matriz de observabilidad:

o, T
CyAqy
0= | CaAj (3.62)
[CaAy ™ ]
Y el sistema es observable si se cumple que:
Rank(O) =n (3.63)

Esta condicién garantiza que todos los estados del sistema pueden ser inferidos a partir de las
salidas medidas, lo cual es esencial para el disefio de observadores como el de Luenberger o
el filtro de Kalman.

Para realizar, verificar el andlisis tanto Controlabilidad y Observabilidad correspondiente al
sistema de estudio usando los comandos de Matlab ctrd(A,, By), obsv(Ad, Cd) obteniendo
los siguientes resultados:

0,1132 0,1493 0,1500 0,1500
1,4725 0,0270 0,0005 0,0000

= 3.64
¢ 0,0001 0,0005 0,0016 0,0034 (3.64)
0,0020 0,0078 0,0141 0,0204
0 0 1,0000 0
0 — 0,0021 0,0000 1,0000 0,1000 (3.65)

0,0084 0,0002 1,0000 0,2000
0,0188 0,0004 1,0000 0,3000
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De las matrices se observan que ambas tienen rango 4. Es decir tienen rango completo
por lo que el sistema es controlable y observable, lo cual nos permite realizar una pre-
estabilizacion de la planta si ha de ser necesaria. Revisar anexo (Controlabilidad vy
Observabilidad Sistema Discreto)

3.3.7 Pre-estabilizacion de la planta

Una vez verificada la controlabilidad y observabilidad del sistema Ball and Beam en su re-
presentacion discreta, se procede a la verificacion de estabilidad y al disefio de una ley de
control optima de realimentacioén de estados. El objetivo es garantizar la estabilidad interna
del sistema en lazo cerrado, reubicando los polos dentro del circulo unitario del plano z, y es-
tablecer un régimen operativo seguro para la posterior implementacion de control predictivo.

Para verificar la estabilidad del sistema se hace un anélisis de los polos del sistema, siendo
inestable si alguno de los polos estan sobre el borde o afuera del circulo unitario. Los polos
corresponden a los autovalores de la matriz A,.

det(A\] — Ag) =0 (3.66)

Al remplazar la matriz A,[3.54]en la ecuacion 3.66] se obtienen los siguientes autovalores:

A1 =1,0000 Ag =1,0000 A3=1,0000 X;=0,0183 (3.67)

Puesto que el sistema tiene autovalores con multiplicidad 3 sobre el circulo unitario, se con-
cluye que el sistema es marginalmente estable por lo que se requiere ser pre-estabilizado
mediante realimentacion de estados observados, la cual tiene la siguiente estructura:

U = —L.f‘k + 7k (368)

Xnp1 = Axn + Bu,

_vY

(k) 1J u(k) ¥n=Coxy + Duty, yik)

PLANTA

L Xny1 = Ax, + Bu,
»

nl ¥n = Cxy + Duy,

Observador
Ly
Ganancia L

<o
SV

Fig. 3.5: Diagrama de la ley de control con prealimentacion de estados.
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Para disefiar la ganancia L, bajo un enfoque de Control Optimo Discreto (DLQR), se toma
en cuenta solo la parte u, = — Lz}, del lazo de control definido en[3.68]y se busca minimizar
la funcion cuadratica de costo para un horizonte infinito:

[M]¢

J(u) =) (x[k]"Qx[k] + u[k]"Ru[k]) (3.69)

i

1

Donde Q, R son las matrices de peso de estado, control respectivamente.
La solucién éptima para la ganancia estacionaria L de la ecuacion [3.68] se obtiene mediante
la solucion de la ecuacion Algebraica de Riccati Discreta (DARE) definida como P.

La matriz de ganancia 6ptima L y P se calcula como:
L= (BJPB,+R) " (BJPA,) (3.70)
Donde A,y B, son las matrices de estado y entrada del sistema discretizado.

P = ATPA, — (ATPB,)(R+ BYPB,) '(BIPA,) + Q (3.71)

Al sustituir la ley de control por realimentacién de estados (3.68)) en el modelo de espacio de
estados discretizadd3.50} se obtiene la nueva dindmica del sistema en lazo cerrado.

x[k + 1] = Agx[k] + By(—Lx]k]) (3.72)
La nueva representacion de estados en lazo cerrado es:
x[k + 1] = (Aq — B4L)x[k] (3.73)

Donde la matriz de dindmica en lazo cerrado (A) ha sido modificada por la ganancia
Optima L:
Acr =A;,—B,L (3.74)

Esta nueva matriz garantiza que los autovalores del sistema a lazo cerrado se reubiquen dentro
del circulo unitario, confiriendo la estabilidad asintética deseada.

A1 = 0,0000 + 0,0000¢ (3.75)
A2 = 0,9082 + 0,0000¢ (3.76)
g4 = 0,9302 £ 0,0892: (3.77)

Otra forma para el calcular la ganancia anterior, se puede utilizar el comando de Matlab diqgr,

42



3. PLANTA DE INTERES

el cual tiene la siguiente sintaxis [8]]

[L, S, P] = digr(As, Ba,Q, R) (3.78)

Dado que la magnitud de todos los autovalores es menor que la unidad (|\;| < 1), se con-
cluye que el sistema ha sido correctamente estabilizado y la representacion final del sistema
estabilizado, obtenida después de la realimentacion de estados, se presenta como:

Xpt1 = Aaxy + Bgug (3.79)
Vi = Caxy

Dado que el esquema de DLQR presenta un estimador de estados (observador) en su estruc-
tura[3.5] se disefia el observador sabiendo que su dindmica del se define mediante la siguiente
ecuacion:

Tpr1 = AaZr + Bauy + Lo(yk — Odi’k) (3.80)
Donde:

= 7, es el vector de estados estimado.
= [, esla ganancia de correccion del observador.

» (y,—C4iy) representa el residuo o error de innovacion entre la salida real y la estimada.

Para hallar la ganancia L, de forma Optima, se resuelve la Ecuacion Algebraica de Riccati
una vez obtenido P, la ganancia 6ptima del observador se calcula como:

L, = (AgPCT)(C4PCT + R)™! (3.81)

Por otra parte el valor de P para el observador se puede calcular usando el comando de Matlab
tdare, el cual tiene la siguiente sintaxis [7]).

P =idare(Al, Cl), Qo, Ro); (3.82)

se puede expresar la dindmica final del observador con la forma:

Tra1 = (Aa — LoCq)2y + [Ba Ly B]‘j (3.83)

A partir de@ se extraen las matrices que definen el comportamiento del estimador (A,ps, Bops, Cops):

Aobs - [Ad - LoCd}
Boys = [By L, (3.84)
Cobs = [Ian}
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Con n = 4 correspondiente a los estados del sistema.

3.3.8 Planta aumentada

Para la implementacién del Control Predictivo por Modelo (MPC), es imperativo contar con
una representacion que integre tanto la dindmica fisica de la planta como la dindmica del
estimador de estado. Al sustituir la ley de control por realimentacion u, = — L2y, + i en las
ecuaciones de estado y del observador, se obtiene la dindmica de la planta aumentada.

Para obtener la planta aumentada en primer lugar, se sustituye la accién de control en la
dindmica original de la planta :

Tpa1 = AdZEk + Bd(ﬁc — Lli‘k) (385)

Posteriormente, se realiza la sustitucion en la ecuacién del observador [3.83]en, considerando
la diferencia entre la salida real y, = Cyzy. y la estimada C,2y ,desarrollando paso por paso
se obtiene lo obtenido en

Tpp1 = AgZy + Ba(ry — Lig) + Lo(yn — Caly)
= Adi’k - BdLi“k + Bdi + LO(Od.Tk — Cdi’k) (386)
= (Ad — BdL — LoCd)af:k + LOCdl’k + Bd'f’k

3.3.9 Representacion matricial aumentado

Al definir el vector de estado aumentado como x, = [z, 2]7

cerrado queda representado por el par (Aa, Ba):

, el modelo completo en lazo

Tyl Ag —BgL T By
= 3.87
L:AHJ {Lood Ad—Locd—BdL} [xk] * {Bd " G871
;l:z Ba

3.3.10 Observador extendido para estimacion de perturbaciones

Para el disefio de este observador se definen B, € R**! representa la matriz de perturbacién
de entrada y C,, € R"*! corresponde a la matriz de perturbacién de salida, las cuales permiten
modelar las incertidumbres y disturbios del sistema fisico de forma independiente.

El vector de estado aumentado para este estimador se define como X...p = [z, 2, d]T S
R?*!, Basado en la arquitectura de pre-estabilizacion y la dindmica de perturbacién constante
(dy1 = dg), las matrices del sistema extendido se pueden escribir de la siguiente manera:
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Ad —BdL Bp Bd
AextP = [ L,Cy Ad — L,Cq — ByL Bp ,  Bewtp = | By (3.88)
014 014 1 0

La matriz de salida se define para que el observador pueda corregir sus estimaciones basando-
se en la diferencia entre la salida real de la planta y la influencia de la perturbacién estimada:

Ceth: [Cd 0154 Cp} (389)

Se ha optado por definir la matriz de perturbacion de entrada como nula (53, = 0), asumiendo
asi la ausencia de disturbios en el actuador. No obstante, el modelo incorpora perturbaciones
de salida de tipo constante.

3.3.11 Obtencion de la Ganancia ()ptima del Observador

La ganancia del observador K p se obtiene resolviendo el problema dual de control regulador
lineal cuadratico mediante la Ecuacién Algebraica de Riccati en Tiempo Discreto (DARE).
Se definen las matrices de ponderacion ), p y R,p para balancear la confianza entre el modelo
dindmico y el ruido de medicion:

P =idare(AL ,,,CT .. Q.p, Rop) (3.90)

Finalmente, la ganancia de correccidon K p que minimiza la varianza del error de estimacién
se calcula como:

KP - (Aea:tPPOg;tP)(CeactPPCthP + }%0P>_1 (391)

3.3.12 Matrices del estimador de orden extendido

Las matrices que definen la dindmica del observador de 9 estados, encargado de reconstruir
los estados fisicos, los estados del primer estimador y la perturbacién de salida, son las si-
guientes:

Aobs = [Aeth - KPCeth]
Bops = [BextP KP} (3.92)
C’obs = [[9><9:|
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4 Simulacion del Sistema de Control

En este capitulo se presenta las simulaciones del esquema de control del sistema Ball &
Beam con el proposito de validar el correcto funcionamiento del del controlador MPC. La
simulaciodn se realiza en el software Matlab/Simulink el cual contiene el modelo de la planta
de estudio en conjunto del bloque encargado del control predictivo y el bloque de seguimiento
a referencia.

4.1 Herramientas de Software

4.1.1 Matlab

MATLAB es una plataforma de programacién y computacién numérica de alto nivel disefiada
para el analisis de datos, el desarrollo de algoritmos y la creaciéon de modelos matematicos.[9]]
Su entorno integra un lenguaje orientado al calculo matricial, lo que optimiza el procesa-
miento de operaciones complejas en dreas como la ingenieria, la ciencia y la investigacion
académica. Gracias a su arquitectura modular, permite la integracion con herramientas es-
pecializadas (toolboxes) para control automatico, procesamiento de sefiales y aprendizaje
profundo.

Fig. 4.1: Entorno de programacién Matlab.
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Algunos de los componentes principales del entorno de MATLAB que se pueden observar en
la figura[.1] son:

= Current Folder: Panel que permite gestionar el sistema de archivos, establecer el di-
rectorio de trabajo activo y acceder rapidamente a los scripts y funciones disponibles.

= Command Window: Interfaz principal para la ejecucién de comandos en tiempo real,
permitiendo visualizar resultados inmediatos y depurar lineas de cédigo de forma in-
teractiva e inmediata.

= Editor: Entorno de desarrollo integrado (IDE) para la creacién, edicién y depuracion
de scripts (.m) y funciones personalizadas de MATLAB.

= Workspace: Panel que almacena y muestra las variables creadas durante la sesion ac-
tual, detallando sus dimensiones, valores y tipos de datos asociados.

4.1.2 Simulink

Simulink es un entorno de programacién gréfica integrado en MATLAB, disefiado para el
modelado, simulacidn y andlisis de sistemas dindmicos multidominio.[10] Basado en un es-
quema de diagramas de bloques, permite representar sistemas complejos de forma visual,
facilitando el disefio basado en modelos. Es ampliamente utilizado en la industria para el
prototipado rdpido de sistemas de control, procesamiento de sefiales y simulacion de hardwa-
re en el lazo. Esta plataforma permite que el proceso de desarrollo gire en torno a un modelo
virtual, lo que facilita la verificacion temprana de disefios y reduce significativamente la de-
pendencia de prototipos fisicos.

5

Fig. 4.2: Entorno de programacién Simulink.

Los componentes fundamentales del entorno de Simulink incluyen:
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= Barra de herramientas principal: Ubicada en la parte superior, contiene pestainas
como Simulation, Debug, Modeling, Format y Apps, que permiten acceder a comandos
de ejecucion, configuracion y analisis.

= Panel de modelado (Canvas): Area central donde se colocan y conectan los bloques
para crear el diagrama de simulacion, soportando multiples pestafias de modelos abier-
tos simultdneamente.

= Library Browser: Repositorio central que organiza bibliotecas de bloques predefini-
dos para modelado de algoritmos, funciones matematicas y sistemas de control.

= Model Browser: Panel que permite navegar jerarquicamente por los diversos niveles
de subsistemas y organizar los componentes internos del modelo.

= Property Inspector: Interfaz utilizada para visualizar y modificar de forma répida las
propiedades y pardmetros del bloque o subsistema que se encuentre seleccionado.

= Controles de simulacion: Incluyen los botones para iniciar, detener o avanzar paso
a paso la simulacién, ademds de opciones para configurar el solver y el tiempo de
ejecucion.

= Herramientas de analisis de resultados: Ubicado en la pestafia Review Results, per-
miten el uso de herramientas como el Data Inspector y el Simulation Manager para
validar el comportamiento del sistema.

4.1.3 Preparacion simulaciéon

Para el desarrollo de las simulaciones se utilizan las matrices en espacios de estados obtenidas
en@, discretizando las matrices usando el comando de Matlab c2d y utilizando Ts=0,1(s],
con el propdsito de verificar si el controlador MPC disefiado es capaz de compensar la accién
de control de DLQR. Revisar anexo (PreCompilar Ball And Beam).

Para realizar las pruebas con el esquema de MPC, se establecen los parametros de la siguiente
manera: Np= 12, I' = 0,3 y 2 mostrada en la figura[4.T| como matriz de pesos de penalizacién
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le6 0 0 0 0 0 0 0
0 12 0 0 0 0 0 0
0 0 24 0 0 0 0 0
0 0 0 26 0 0 0 0

= 0 0 0 0 1.2 0 0 0 “.1)
0 0 0 0 0 lel 0 0
0 0 0 0 0 0 57 0
0O 0 0 0 0 0 0 oI1el

Como se busca verificar la compensacién de MPC, el vector de estado iniciales se expresa de
la forma:

r=1[0 00 0 (4.2)

Por otra parte se establecen las restricciones para los estado, principalmente la posicion de
la bola para mantenerla dentro de los limites fisicos de la viga, también las restricciones de
actuacion dentro del rango de voltaje maximo soportado para no dafar el servomotor y el
angulo de la viga por debajo del valor maximo soportado para evitar dafios mecanicos.

= [ 7 /4]
—100 100
—0.21 0,21
| =100 100
Hmin = —m/4]|’ Hmaz = /4 (4.3)
—100 100
—0,21 0,21
—100 100
Umin = —10,  Upmaer = 10

Sabemos que el estado inicial del sistema original 4.2] tiene cuatro estados,el vector de res-
tricciones contiene ocho, puesto que MPC actua sobre la planta aumentada.

La ganancia de DLQR como las ganancias de los observadores estdn calculadas en Matlab
en el anexo (PreCompilar Ball And Beam)y tienen los siguientes valores.
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[—0,0727]
—0,2505

0,0001 0,0822

0,000 0,2395
L =[1,8252 0,0460 24846 4,7238] L, = |.’ KP = |-0,0751 (4.4)

o —0.2505
’ 0,0662
0,0796

| 0,9375 |

Las matrices de peso ocupadas para configurar tanto para DLQR como para los observadores
tienen los siguientes valores:

lel 0 0 0
0 52 0 0
— R =005 4.5
@ 0 0 53 0 ’ 4.5
0 0 0 3e3
le2 0 0 0
0 10 0 0
0: R():O,l 4.6
@ 0 0 1le6 0 (4.6)
0 0 0 led
[1e—2 0 0 0o 0 0 0 0 0]
0 10 0 O 0 0 0 0 0
0 0 12 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 12 0 0 0 0 0
Qop=1| 0 0 0 0 1le=2 0 0 0 0|, Rp=1 4.7)
0O 0 0 0 0 10 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 12 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 12 0
O 0 0 0 0 0 0 0 1e9

A continuacién se muestran las partes del esquema de control implementado en Simulink el
cual estd compuesto por el modelo de la planta aumentada, el controlador MPC y el bloque de
seguimiento a referencia, estos bloques son los que se van a utilizar durante las simulaciones.
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Planta aumentada vicente
FE' -
. E
——»+ } ‘
¢ UPant

Medelo discreto de la planta

X_actual

Estados del sistema

Ganancia LOR1
@J b

Fig. 4.3: Modelo Simulink planta aumentada.

En la figura .3 se muestra el modelo de la planta aumentada implementada en Simulink
segtin el esquema definido en la figura [3.5] en la entrada a la planta se conecta el observa-
dor extendido {£.4] el cual se encarga de estimar los estados de la planta aumentada, para el
posterior uso en el bloque MPC, el cual opera sobre la planta aumentada con el propésito de
compensar la accién de control de DLQR y asi cumplir con las restricciones definidas en4.3]

- = [x,x_hat]

U_MPG
Salida observer perturba

observer perturbaciones

salidasum_d]

Fig. 4.4: Observador extendido de la planta aumentada.

=

Seguimiento Ref

inv2*u

Fig. 4.5: Bloque seguimiento a referencia.

En la Figura [4.3] se presenta la implementacién del bloque de seguimiento de referencia.
Este sistema incorpora tres ganancias precalculadas en MATLAB, entre las cuales destaca la
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matriz B,, definida segin los ocho estados de la planta aumentada, cabe recalcar que tambien
presenta dos sumadores donde el primero es el inico que se va a usar puesto que es el que
corresponde para la entrada de perturbaciones de salida el segundo sumador correspondiente
a u;n f es utilizado para las perturbaciones de entrada que en nuestro caso es una matriz nula.
Para un mayor detalle sobre este calculo, consultar el anexo (Precompilar Ball And
Beam).

=)

aaaaaaaaaaaaaaaaa

) —
- )

Fig. 4.6: Bloque MPC Simulink.

En la Figura[4.6]se ilustra la arquitectura del controlador MPC, la cual estd integrada por tres
modulos principales: CAlculo de h’,Cédlculo de ¢ y My SolverMPC. Los dos
primeros se encargan de la formulacién del problema de optimizacion.El bloque Cadlculo
de h' determina el término lineal de la funcién de costo, mientras que el bloque Cd1culo
de c y M define las restricciones de desigualdad del sistema. Estos pardmetros son pro-
cesados por el bloque SolverMPC, que ejecuta el algoritmo quadprog de MATLAB confi-
gurado con el método active-set. Para una descripcion detallada de la 16gica interna de cada
componente, consultense los anexos (Solver MPC, Cdlculo De h’ y Cdlculo De
cy M.
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i To

Fig. 4.7: Esquema de control MPC con seguimiento a referencia.

Finalmente, se presenta el esquema de control completo en la figura[4.7) con el cual se lleva
acabo las pruebas iniciales.

4.1.4 Pruebas DLQR

Para la primera parte se va a corroborar el correcto funcionamiento de DLQR afadiendo
una perturbacion de salida en t =35 [s] de 0.02[m] , donde el observador externo con accion
integral estima la perturbacion correspondiente como se observa en la figura[4.§|
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x10% Perturbacién v/s Tiempo

magnitud d
T
I

Posicién cm]

12 L 1 | I I 1

Angulo Viga vis Tiempo

f—p r——

Angulo [°]

| | | | | |
0 20 4 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.9: Posicién y dngulo de la bola DLQR con perturbacién d=0.02 [m].

En la figura 4.9] se observa que DLQR es capaz de rechazar la perturbaciones y seguir la
referencia sin ningin problema.
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4.1.5 Pruebas de simulacion MPC sin perturbaciones

Posicién Bola vis Tiempo

Posicién [cm]

Angulo Viga vis Tiempo

Angulo [

Time (secs)

Fig. 4.10: Posicién y dngulo de la bola sin perturbaciones.

Posicién Bola vis Tiempo

osicién (cm]

e 1 1 1 1 1 1 —
Angulo Viga v/s Tiempo

W T T T T T

Angulo [°]

0 2 40 60 80 100 120

Fig. 4.11: Posicién y dngulo de la bola sin perturbaciones.
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Posicién Bola vis Tiempo

x5 T T T T T

Posicion [cm]

2 | | 1 1 1 ]
Angulo Viga v/s Tiempo

I I I I |

Angulo [

30—

] L 1 L 1 1 | -
0 20 2 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.12: Posicién y dngulo de la bola condicion inicial -5[cm] sin perturbaciones.

Posicién Bola v/s Tiempo

_Mtocmt
I Posicién bola

ion [cm]

e ram
o [T

/ngulo Viga vis Tiempo

Angulo [

Fig. 4.13: Valor detallado overshoot condicién inicial -5 [cm)].

De las figuras anteriores se puede concluir que tiene una gran importancia en donde se define
la posicion inicial de la bola, debido a que existe un overshoot en el transiente producto de la
inercia de la bola que el controlador no es capaz de frenar, como se puede observar end.11no
existe riesgo de overshoot que produzca que la bola salga del limite fisico de la viga, también
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se puede observar que en y a medida que la condicidn inicial es definida mas lejos
de la referencia existe mas complicaciones al momento de parar el efecto de la inercia, hasta
tal punto de que la bola se sale de los limites de la viga, rompiendo también los limites de
seguridad de 0.5 [cm] extra en ambos lados de la viga como se puede observar en[d.13]

Estados Sistema Ampliado v/s Tiempo

=
53
oz

Magnitud de los estados del sistemna
> T I

l

1

|

|

|

|

i

|

|

|

i

=

0 20 40 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.14: Estados del observador sin perturbaciones.

Estados originales y observador vis Tiempo

fl f
i i

~
-
\\
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/
-
{
~
/
-
(
™

e

Magnitud de los estados originales y observador

08—

| | | | | |
0 20 40 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.15: Estado dngulo viga de la planta y del observador sin perturbaciones.
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Estados originales y observador vis Tiempo

X actual2

Magnitud de los estados originales y observador

0 20 40 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.16: Estado velocidad angular viga de la planta y del observador sin perturbaciones.

Estados originales y observador vis Tiempo

Magnitud de los estados originales y obse vador

| | | | | |
0 20 40 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.17: Estados posicion de la planta y del observador sin perturbaciones.
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Estados originales y observador vis Tiempo
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Fig. 4.18: Estados velocidad bola de la planta y del observador sin perturbaciones.

De las figuras . 14] [F. 13|, 4. 16, .17y [4.18] se puede ver que el observador externo el cual es
encargado de estimar tantos los estados como la perturbacion de salida es capaz de estimar

los estados originales de la planta de manera correcta.

«10¢ Tiempo de ejecucion vis Tiempo

T SoverMPCH_sxec

3= —

Tiempo de ejecucion [s]

T
|

| | | | | |
0 20 40 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.19: Tiempo de ejecucion del solver sin perturbaciones
En la figura .19| se puede observar que el tiempo de ejecucion del solver Quadprog estd en
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el orden de los 1074, lo que nos indica que el calculo lo realiza con una diferencia de tres
ordenes de magnitud con respecto al tiempo de muestreo.

Actuacién vis Tiempo
== f I

Uk V]

N A N N N N

Fig. 4.20: Actuacién de la planta

Actuacién vis Tiempo
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i
]
-
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Fig. 4.21: Voltaje de salida de MPC.

de la figura #.20] se puede observar que en ningiin momento el voltaje aplicado a la planta
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sobrepasa los limites definidos en[4.3|

Posicion Bola vis Tiempo

Angulo [7)

Fig. 4.22: Valor angulo detallada

En la figura[d.22]se observa que el dngulo pasa de 0° a 42° cumpliendo con los requisitos defi-
nidos en4.3]en un instante de tiempo muy pequefio, estos cambios bruscos pueden ocasionar
dafio en el servomotor por lo que a futuro se propone implementar condiciones de actuacion
del tipo Slew Rate el cual no permita saltos tan bruscos de dngulos.

4.1.6 Pruebas de simulacion MPC con perturbaciones

Para las pruebas realizadas en esta seccion se incorpora dos bloques step a la salida del
sistema, lo cual simula perturbaciones contantes. Las perturbaciones involucradas son de
I[cm] el cual se activa a los 20 segundos y la otra es de 0.5[cm] la cual se activa a los 50
segundos, también se mantienen los pesos de las matrices de penalizacién y el horizonte de
prediccion definidos con anterioridad.
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00 ion original v/s Tiempo
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Fig. 4.23: Perturbacién de salida original ingresada al sistema.
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Fig. 4.24: Perturbacién estimada por el observador externo.
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Posicién Bola vis Tiempo
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Fig. 4.25: Posicién bola y dngulo de la viga con solo perturbaciones.
: T
i i . i i fnguo Viga vis Tiampo i ] i i ]
' (o] |

Fig. 4.26: Posicion bola y dngulo viga con perturbaciones detallada.

De las figuras [4.25]y [4.26] se puede observar que con los pesos definidos MPC no es capaz de
rechazar al 100 % la perturbacién alcanzando un valor final de 0,0364[cm].
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Posicién Bola vis Tiempo
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Fig. 4.27: Posicién bola y dngulo viga con condicién inicial O [cm].
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Fig. 4.28: Posicion bola y dngulo viga con condicién inicial O [cm] overshoot detallado después de la
primera perturbacién.
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Fig. 4.29: Posicion bola y dngulo viga con condicién inicial 5 [cm] detallada después de la segunda
perturbacidn.
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Fig. 4.30: Posicion bola y angulo viga detallada.

Las figuras [4.27] [4.28] y .29] muestran que el overshoot después de la primera perturbacién
cumple con el limite de seguridad de la viga, después del segundo overshoot no se llega a
cumplir dicho limite llegando a un valor de 21,6045 [cm], tambien se puede observar que
los angulos a los que llega la viga estan dentro de las condiciones pero presentan el mismo
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problema que anteriormente se mostrd, el cual nos da una justificacién para implementar

condiciones de slew rate para observar si los saltos de los dngulos no son tan agresivos.

=10+ Tiempo de ejecucién vis Tiempo

Tiempo de ejecucion (5]
T

[—— SolerPCT_exec

[P N o L

Tiempo de ejecucion [s]

b
1 | 1 1 | |
0 20 40 60 Time (sece) 80 100 120
Fig. 4.31: Tiempo de ejecucion del solver Quadprog.
<10 Tiempo de ejecucion vis Tiempo & AEMeAR
T
LLMJLLA_J\'L LJL s Pk’u_l\ ) m MLLL . .Nv ]
L | | | | |

0 20 40 60 80 100
Time (secs)

Fig. 4.32: Tiempo de ejecucion del solver Quadprog detallado.
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Magnitud de los estados originales y observador

Uk [V]

Estados originales y observador vis Tiempo

T T T T

A
|
| 'l
. - ¥ \ N, M
j | [/ !
L | | | | |
0 20 40 60 Time (secs) 80 100 120
Fig. 4.33: Estados originales del sistema y de la planta aumentada.
Actuacion vis Tiempo
= T T T

0 20 40 60 80 100
Time (secs)

Fig. 4.34: Actuacién de la planta con perturbaciones.
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Actuacién vis Tiempo

20 40 60 80 100 120

Fig. 4.35: Voltaje de salida MPC con perturbaciones.

4.1.7 Implementacion de condiciones slew rate

En sistemas mecatrénicos reales, como la planta Ball and Beam, los actuadores presentan li-
mitaciones fisicas inherentes a su construccién y capacidad de torque. El servomotor SRV02
posee una velocidad angular méxima finita, lo que le impide responder ante variaciones ins-
tantdneas en la sefial de mando.

Sin una restriccion adecuada, un controlador MPC puede generar seiales de control tipo
escalon que exigen aceleraciones tedricamente infinitas. Como se evidencié en las pruebas
experimentales previas, este comportamiento deriva en estrés mecanico severo sobre la caja
de engranajes, picos de corriente en el motor y la excitacion de dindmicas no modeladas que
degradan la precision del seguimiento.

Para garantizar una simulacién lo mas cercana a la realidad con el propdsito de obtener una
operacion segura y fluida, se implementa una restriccion de Slew Rate. Esta se define como
una restriccion de desigualdad aplicada sobre la variacion temporal de la accién de control
entre dos instantes de muestreo consecutivos (k' y k — 1), expresdndose mateméaticamente
como:

lu(k) — u(k — 1) < Atpag (4.8)

Donde Au,,,, representa el incremento maximo permitido por el actuador en un periodo de
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muestreo 7.

Desde la perspectiva de la optimizacion, esta restriccion no modifica la estructura de la fun-
cion objetivo del controlador; en su lugar, actia directamente sobre el espacio de busqueda
del problema de Programacion Cuadrética QP. Al delimitar el drea efectiva de soluciones fac-
tibles, se asegura que el voltaje enviado al motor sea siempre compatible con sus capacidades,

protegiendo asi la vida util del hardware.

4.1.8 Preparacion de la simulacion

Para estas pruebas se usan los mismos valores definidos en las pruebas anteriores agregando
un valor nuevo que es Au,,q,, el cual tiene un valor de 5 [V] para las pruebas con slew rate.

MPC

>

call

Al

T
2
|

I

A,
.—'—’ -

Qomega

Qomega X_actual
i

4
fen

=

eox_hat]

Calculo da '

I

ET

W

.

i$

|

U_MPC

flag

sal Nﬁ‘IFC _@
-0

Calculo da o y M

SohverMPC

]

Fig. 4.36: Esquema de control MPC con Slew Rate.
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Seguimiento Ref

o
=
)

[Ref] NI

o o

B

[znf]

Fig. 4.37: Esquema seguimiento a referencias para las pruebas.

i

e

Fig. 4.38: Esquema final MPC con slew rate.
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4.1.9 Resultados de la implementacion

Posicion Bola vis Tiempo

Posicidn [cm]

B | | | | | | —

Angulo Viga vis Tiempo

Angulo [°]

e I | | | | | —
0 20 4 60 80 100 120
Time (secs)

Fig. 4.39: Posicién bola y dngulo viga condiciones iniciales 0 [cm] con slew rate.

Posicion Bola vis Tiempo

Angulo Viga vis Tiempo

E
Time (secs)

Fig. 4.40: Posicién bola y dngulo viga condiciones iniciales 0 [cm] con slew rate detallado.
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Posicion Bola vis Tiempo

sicion [cm)

Angulo Viga vis Tiempo

Angulo ]

Fig. 4.41: Posicién bola y dngulo viga condiciones iniciales 0 [cm] con slew rate detallado2.

Posicion Bola vis Tiempo

-

Angulo Viga vis Tiempc

Angulo [°)

Fig. 4.42: Posicién bola y dngulo viga seguimiento a referencia.

Se puede observar de las figuras [4.39] [4.40] .41] que los saltos en los dngulos de la viga al
compararlos con los resultados anteriores vistos en[d.22]y [#.30[son de menor agresividad por
lo que el servomotor no deberia llegar a sufrir dafios debido al cambio brusco en los dngulos.

también al igual que en las figuras anteriormente comentadas se puede observar que en todo

momento se cumple las restricciones con respecto al dngulo de la viga.
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Uk V]

Umpc[V]

Actuacién vis Tiempo

Fig. 4.43:
Voltaje de salida MPC con slew rate.

Actuacién vis Tiempo

0 20 40 60 80
Time (secs)

Fig. 4.44: Actuacién de la planta con slew rate.
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Tiempo de ejecucion [s]

Magnitud de los estados del sisterna

Estados Sistema Ampliado vis Tiempo

20 40 60 80 100
Time (secs)

Fig. 4.45: Estados del sistema ampliado con slew rate.

Tiempo de ejecucion vis Tiempo

120

SoNerMPCH_exec

20 40 60 80 100
Time (secs)

Fig. 4.46: Tiempo de ejecucion solver Quadprog con slew rate.
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Tiempo de ejecucion vis Tiempo

Fig. 4.47: Tiempo de ejecucion solver Quadprog con slew rate detallado.

La figura presenta que en el peor de los casos el solver de Quadprog se demora 2,84972107 3[s]
valor que es mucho menor que al periodo de muestreo, lo que indica la factibilidad del méto-
do propuesto utilizado.

Con el propésito de mejorar el seguimiento de la referencia, se buscan nuevos valores para la
matriz de penalizacion del MPC. Se prioriza el ajuste del séptimo estado, el cual representa
el error de posicion, al incrementar este valor, la diferencia entre la referencia y la posicion
real se reduce.

Manteniendo los valores de Np= 12, [' = 0,3. La nueva matriz ¢} queda de la siguiente
manera:

le6 0O 0 0 0 0 0
0 1le2 0 0 0 0 0
0 0 24 O 0 0 0 0

0_ 0 0 0 26 0 0 0 0 4.9)

0 0 0 0 1le2 0 0 0
0 0 0 0 0 lel O 0
0 0 0 0 0 0 0,7¢8 0
0 0 0 0 0 0 0 lel

Para estas pruebas también se deja solo la perturbacion de 1[cm] la cual se activa a los 20 [s]
obteniendo los siguientes resultados:
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Posicion Bola vis Tiempo

ion [cm]

Angulo Viga vis Tiempo

e

Time (sees

Angulo ]

icion [cm]

Angulo 1

Fig. 4.49: Overshoot posicién bola y dangulo viga nuevos valores.

Si comparamos los resultados obtenidos en [4.48] 4.49] y [1.28] se puede observar que existe
una relacion directa entre el overshoot estacionario y la precision de la referencia. En donde

a mayor precision mayor es el overshoot presentado.
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Esto se puede confirmar en la siguiente figura donde se sube a 18 el valor del estado siete de
la matriz 2

le6 0O 0 0 0 0O 0 0
0 1le2 0 0 0 0o 0 0
0 0 24 O o 0 0 O
0_ 0 0 0 26 0 0O 0 0 (4.10)
0 0 0 0 1le2 0 0 O
0 0 0 0 0 lel 0 O
0 0 0 0 0 0 1e8 O
0 0 0 0 0 0 lel

Posicion Bola vis Tiempo

Angulo Viga vis Tiempo
50 Radians &
W
30
2
0
N [~
<0
2l
30
0
50
ok . L L L L . . .
o 10 20 EJ 3 EJ & o £ %0 100 o 20

Time (secs)

Fig. 4.50: Posicién bola y angulo viga valor 1e8.
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Posicion Bola vis Tiempo

Angulo Viga vis Tempo

d\, J\/, ‘j\ —

Time (secs)

Angulo [

Fig. 4.51: Overshoot posicién bola y dngulo viga valor 1e8.

Donde se puede observar que el cambio de 0.7 a 1 es suficiente para llegar con un overshoot
al limite de la zona de seguridad de la viga.

Actuacién vis Tiempo

Uk V]

Fig. 4.52: Actuacion de la planta con slew rate caso 7mo estado valor 1e8.
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Actuacion vis Tiempo
f f

5 —

Umpe[V]

0 20 40 60 80 100 120

Fig. 4.53: Voltaje de salida MPC con slew rate caso: 7mo estado valor 1e8.

Con el prop6sito de ver como se comporta el control se procede a variar el horizonte de
prediccion y estos son los resultados:

Posicién Bola vis Tiempo

on [em]

20 \/\
&

0

E)

Angulo Viga vis Tiempo

fngulo 1

Time (secs)

Fig. 4.54: Posicién de la bola con Np=1.
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Posicion [cm]

Angulo [

Posicion [cm]

Angulo [7]

Posicion Bola vis Tiempo

\ [\

| v v

ngulo Viga vis Tiempo

(o |

10 E] E] ) E] E] 70 E] %
Time (secs)

Fig. 4.55: Posicion de la bola con Np=5.

Posicion Bola vis Tiempo

Angulo Viga vis Tiempo

I Radians to Degrees| |

Time (secs)

Fig. 4.56: Posicion de la bola con Np=6.
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Posicién Bola v/s Tiempo
-
.
.
20 I~
Angulo Viga vis Tiempo
.
.
.
.
B3
: E 5 5 5 5 5 5 5 5 i
Time (secs)
Fig. 4.57: Overshoot estacionario en la posicidn de la bola con Np=7.
.
.
:
0 P
fingulo Viga vs Tiempo
.
.
3 F
W = % 0 B w = w 0 g ] ™

Time (secs)

Fig. 4.58: Referencia alcanzada en la posicién de la bola con Np=7.
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Posicion [cm]

Angulo [*]

Posicion [cm)]

Angulo []

Posicidr

Bola vis Tiempo

Time (secs) 632000
Valve: 21.7078

Gsecs 65000
|aVaive: 13013]

Angulo

Viga vis Tiempo

I Radians to Degrees|

E) E] )

&
T

(g
ime (secs)

Fig. 4.59: Overshoot estacionario en la posicién de la bola con Np=8.

Posicidr

Bola vis Tiemy

Time (secs) 697000
Value: 20,4065

Gsecs 55000
oVaive:1.3013]

fnguo

Viga s Tiempo

I Radians to Degrees] |

E] 3 ] E]

Fig. 4.60: Referencia alcanzada en la posicién de la bola con Np=8.
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Posicion [cm]

5

Angulo ]

Posicion Bola vis Tiempo

Time (secs) 632
Valve: 215628

Tsecs 64236
|aVaive: 1.1377]

764

/Angulo Viga vis Tiempo

I Radians 1o Degrees|

d\\ !

Time (secs)

Fig. 4.61: Overshoot estacionario en la posicién de la bola con Np=9.

Posicion Bola vis Tiempo

Tsecs 6.4236.
|aValve:1.1377]

Time (secs) 637000
Valve: 20 4552

Angulo Viga vis Tempo

I Radians to Degrees|
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W E] E]

sl
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Fig. 4.62: Referencia alcanzada en la posicién de la bola con Np=9.
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Posicion Bola vis Tiempo

Valve: 21,511

escs 55235
2Vaive:1.0337|

Time (secs) 63 2764
08

Angulo Viga vis Tiempo

Angulo [7]

|

)

B E) 0] E] E] 7
Time (secs)

£l

%

100

o

Fig. 4.63: Overshoot estacionario en la posicion de la bola con Np=10.

Posicién Bola vis Tiempo

Posicion [cm]

e 55255
aVaive:1.0337|

Time (secs) 59,8000

Value: 204771

/Angulo Viga vis Tiempo

Angulo ]
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-

-
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%
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100
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Fig. 4.64: Referencia alcanzada en la posicion de la bola con Np=10.
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Posicion [cm]

Posicion [cm)]

Angulo [°)

Angulo [*]

Posicion Bola vis Tiempo

Time (secs) 63,4000
Valve: 215117

Tsecs 6.9000,
|aVaive: 10273}

Jingulo Viga vs Tiempo

Jin
-

3 0 E] C) 0 E) % 100 o 20 T30
Time (secs)

Fig. 4.65: Overshoot estacionario en la posicién de la bola con Np=11.

Posicion Bola vis Tiemps

Time (secs) 693000
Valve: 20.4844

sscs 6 4000
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Fig. 4.66: Referencia alcanzada en la posicion de la bola con Np=11.
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Posicion Bola vis Tiempo
T

Time (secs): 63,3000

Posicion [cm]

Aingulo Viga vis Tempo
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10 30 W E] E] 0 E] E] 100 o 20 130
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o (g £
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2 0

Fig. 4.68: Referencia alcanzada en la posicion de la bola con Np=12.

También con el proposito de analizar mas en detalle los tiempos de computo del solver se
varia el septimo termino de la matriz omega los resultados se pueden observar en la tabla {.6|
Por ultimo se vari6 la restriccion de actuacidn para observar como se comporta tanto la ac-
tuacién que le entra a la planta como el funcionamiento del slew rate.
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Actuacion vis Tiempo

Y
=4

Fig. 4.69: Actuacion de la planta +10.

Para los limites de control en el intervalo v € [—9,9] hasta u € [—5, 5], se observa que el
sistema se comporta de la misma forma que en .69

Actuacién vis Tiempo

Y

Fig. 4.70: Actuacién de la planta 4.
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Posicién Bola vis Tiempo

Angulo Viga vis Tiempo

Time (secs) 451772
S Vae: 232120

Time (secs)

Fig. 4.71: Valor angulo actuacién +4.

Actuacién vis Tiempo

Uk

L 1

Time (secs)

Fig. 4.72: Actuacién de la planta +3.
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Actuacién vis Tiempo

Uk

—

Fig. 4.73: Actuacién de la planta £-3.

Posicion Bola vis Tiempo

Angulo Viga vis Tiempo

Angulo [*]

Fig. 4.74: Valor dngulo actuacion +3.

4.2 Tablas de resultados

Los resultados anteriores se pueden resumir en las siguientes tablas:
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Tab. 4.1: Efecto de la condicion inicial para {277 = 5 X 10" T =0,3, N, =12).

Condicion Inicial Overshoot Transiente Controla Observaciones

No presenta overshoot en el transien-

15 No Si
te.
j No presenta overshoot en el transien-
5 No Si p
te.
) ) Presenta overshoot en el transiente
-5 Si Si

de 21,71.

Tab. 4.2: Efecto de la condicién inicial para Q77 = 5 X 107 (I = 0,3, Ny = 12, Aupae=5[V]) con
Slew rate.
Condicion Inicial Referencia alcanzada Overshoot Transiente Overshoot Estacionario Controla Observaciones

-5 20,27 21,81 21,35 Si Slew rate actia de manera efectiva.
0 20,27 No 21,35 S
5 20,27 No 21,35 S

Slew rate actia de manera efectiva.
Slew rate actia de manera efectiva.

Tab. 4.3: Efecto de la condicién inicial para Q77 = 0,7 x 10% (' = 0,3, N, = 12, Atynaz= 5[V]) con
Slew rate.

Condicion Inicial Referencia alcanzada Overshoot Transiente Overshoot Estacionario Controla Observaciones

-5 20,38 21,86 21,43 Si Slew rate actda de manera efectiva.
20,38 No 21,43 Si Slew rate actda de manera efectiva.
20,38 No 21,43 Si Slew rate actia de manera efectiva.

Tab. 4.4: Efecto de la condicién inicial para Q77 = 1 x 10% (I' = 0,3, N,, = 12, Atiyna,= 5[V]) con
Slew rate.
Condicién Inicial Referencia alcanzada Overshoot Transiente Overshoot Estacionario Controla Observaciones

-5 20,48 21,71 21,50 N Slew rate actia de manera efectiva.
0 20,48 No 21,50 Si Slew rate actia de manera efectiva.
5 20,48 No 21,50 Si Slew rate actia de manera efectiva.
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Tab. 4.5: Anlisis de control y observaciones para diferentes valores de N,,,(§27 7 = 1,0 108, T = 0,3,
Ts = 0,1, Atymag=5[V]) con Slew rate.

Np Controla

Observaciones

1 No
5 Si
6 Si
7 Si
8 Si
9 Si
10 Si
11 Si
12 Si

Sistema inestable
Se observan respuestas subamortiguadas,no respeta limite fisico
Se observan respuestas subamortiguada de menor amplitud, no respeta limite fisico
Se observan respuestas subamortiguadas con menor overshoot 21.91, estabiliza en 20.32
Se observa respuesta subamortiguada con menor overshoot 21.70, estabiliza en 20.40
Se observa respuesta subamortiguada overshoot 21.59, estabiliza en 20.45
Respuesta subamortiguada overshoot 21.51, estabiliza en 20.47
Respuesta subamortiguada overshoot 21.51, estabiliza en 20.48

Respuesta subamortiguada overshoot 21.50, estabiliza en 20.48

Tab. 4.6: Andlisis del desempefio y tiempos de computo para variaciones de 27 7, (I' = 0,3, N, = 12,
Ts = 0,1[s], Aumaz= 5[V]) con Slew rate.

Omega (€27 7) Referencia Alcanzada Overshoot Estacionario T_solver max [ms] T_solver prom [ms]

0,7 x 108
1,0 x 108
1,2 x 108
1,5 x 10%
1,7 x 108
2,0 x 108

20.38 20.43 0.4050 0.0768
20.48 20.50 0.4630 0.0910
20.50 21.58 0.3653 0.0925
20.56 21.63 0.4194 0.0969
20.59 21.65 0.6344 0.0969
20.61 21.65 0.4498 0.1008
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Tab. 4.7: Efecto del rango de actuacion con Slew rate en el control del sistema (277 = 1 x 108),

Atpmaz=5[V].
Limite u [V] Q77 Gamma Controla Observaciones

[—9,9] 1 x 108 0.3 Si Slew rate es efectivo,u;, = 4,6 [V].

-8,8] 1 % 108 03 Sq Slew rate es efec‘Flvo,uk = 4,6[V], se
comporta de la misma forma.

-7, 7] 1 x 108 03 Sq Slew rate es efec"uvo,u,.C = 4,6[V], se
comporta de la misma forma.

=6, 6] 1 % 108 03 Sq Slew rate es efecFlvo,uk = 4,6[V], se
comporta de la misma forma.

=5, 5] 1 % 108 0.3 Si Slew rate es efec"uvo,u;C = 4,6[V], se
comporta de la misma forma.
Disminuye en amplitud v, = 4,6 [V] a

, 3,6 [V]. Angulo disminuye de —27,21°

— 8 ? )

[-4.4] 1> 10 0.3 St a —23,21°. Saltos de angulos mds pe-
quenos.

-3,3) 1 % 108 03 S Disminuye en amplitud v, = 3,6 [V] a

2,6 [V]. Saltos de angulos mds suaves.

92



5. CONCLUSIONES Y TRABAJOS A FUTURO

5 Conclusiones y trabajos a futuro

5.1 Conclusiones

Este proyecto consistié en el disefio e implementacion de un sistema de Control Predictivo
por Modelo (MPC) aplicado a una planta Ball & Beam de Quanser mediante un proceso de
modelado y simulacion. El desarrollo comenz6 con la obtencion de las ecuaciones fisicas de
los subsistemas electromecdnico y mecénico, las cuales fueron linealizadas y representadas
en un espacio de estados. Debido a la estabilidad marginal de la planta, se implement6 una
estrategia de pre-estabilizacion mediante DLQR, integrando ademds un observador de esta-
do extendido para la reconstruccion de variables internas y la estimacién de perturbaciones.
Finalmente, el sistema fue discretizado con un periodo de muestreo de 0, 1 segundos y vali-
dado en MATLAB/Simulink, donde el controlador optimizé las acciones de mando sujeto a
restricciones de voltaje y seguridad operativa utilizando el algoritmo Active-Set mediante el
solver Quadprog.

A partir de los resultados obtenidos, se pueden extraer las siguientes conclusiones:

Las simulaciones demostraron que el controlador MPC rechaza perturbaciones externas de
manera efectiva. Se identificé que la magnitud del overshoot transitorio exhibe una depen-
dencia directa con la condicién inicial, incrementdndose a medida que el estado inicial se
aleja del punto de operacién objetivo.

Al incrementar la ponderacion del séptimo estado en la matriz €2 (error de posicién en la
planta aumentada) , pero genera una respuesta transitoria con mayor overshoot alcanzando
un valor referencia maxima de 20,48 cumpliendo con las restricciones fisicas de la viga.

Se determind que un horizonte de predicciéon Np > 10 es necesario para asegurar la estabili-
dad y el cumplimiento de las restricciones frente a la dindmica del sistema.

La implementacion de restricciones de Slew Rate permiti6 suavizar los cambios bruscos en

el dngulo de la viga. Esto es vital para reducir el estrés mecédnico en la caja de engranajes del
servomotor y evitar picos de corriente que degraden el equipo.
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Se verific6 que el solver Quadprog con el metodo Active-Set es viable para aplicaciones en
tiempo real. Los tiempos de ejecucion entre 10~% y 10~2 segundos son significativamente in-
feriores al periodo de muestreo de 0, 1 segundos, garantizando el calculo de la accion 6ptima
en cada ciclo.

Las pruebas de simulacion validan que el controlador disefiado cumple con regular la posi-
cion de la bola bajo una estrategia predictiva. La correcta identificacion de parametros y la
linealizacion permitieron un modelo cuya controlabilidad y observabilidad fueron verifica-
das. La eficacia del DLQR fue critica para permitir el funcionamiento seguro del MPC. Se
garantiz6 el cumplimiento de restricciones de voltaje, dngulos fisicos y limites de slew rate,
confirmando que la arquitectura propuesta es capaz de adaptarse a los requisitos de desem-
peiio exigidos para el sistema y obtener una correcta implementacion fisica.

5.1.1 Trabajos a futuro

Para trabajos a futuro se propone:

= Validacion e implementacion en hardware real: Esto permitira evaluar el desempefio
del controlador MPC disefiado ante efectos no modelados, como la fricciéon no lineal
del servomotor, retardos en la comunicacién y el ruido real de los sensores.

= Exploracion de técnicas de optimizacion alternativas: Se propone estudiar la aplica-
cién de algoritmos de optimizacion distintos al método de Active-Set. En particular, el
uso del Método de Multiplicadores de Direccion Alternante (ADMM) con el propdsi-
to de implementar el controlador en hardware que tienen recursos limitados como lo
puede ser una FPGA.

= Implementacion de aproximaciones no lineales basado en redes neuronales tipo
ReLU: Se sugiere explorar el uso de funciones de activacion de tipo ReLU para ace-
lerar los tiempos de computo facilitando la implementacién y entrenamiento de una
red neuronal que ayude a la implementacion de modelos de prediccién mas complejos
y precisos con la intensién de aplicarlo en hardware de recursos limitados como una
FPGA.
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Anexo. Codigos MATLAB

Anexo | Cédigos MATLAB

1 Calculode A;y B,

%$%calculo de Ad manual
clear; clc ; close all

kbb=0.418;
tau=0.025;

% Definir variables simbdlicas
syms s t T tau

%$Discretizando

Ts=0.1; $tiempo de muestreo
%(x1,x2,x3,x4)=(Thetha, omega, pos, acelera)
A _nueva = [0 1 0 0;

0 -40 0 0;

0 0 0 1;

kbb 0 0 01;

B_nueva=[0; 60; 0; 0];

o\

usando Matriz A_nueva

% Identidad
I = eye(size(A_nueva));
% Resolver (sI - A)

sI_A = sxI — A_nueva,
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¢

% Inversa simbdlica

inv_sI_A = simplify(inv(sI_A));

% Inicializar matriz para la transformada inversa
invLap = sym(zeros (size(inv_sI_A)));

o)

% Aplicar ilaplace a cada elemento

for i = l:size(inv_sI_A, 1)

for j = l:size(inv_sI_A, 2)

invLap (i, j) = ilaplace(inv_sI_A(i, J), s, t);
end

end

A_d2 = subs(invLap, t, Ts);

% Pasar a valores numéricos
A_d2 = double(vpa(A_d2, 12));

disp('Ad calculado con Laplace inversa =');
disp (A_d2)

%usando B_nueva calculo de Bd, manual
% Exponencial de matriz simbolica
expA_tau = expm(A_nueva * tau); % e {A tau}

% Integral simbolica de 0 a T del producto de e {A tau} % B
Bd2 = int (expA_tau * B_nueva, tau, 0, T)

Bd_eval = simplify(subs(Bd2, T, Ts));
double (Bd_eval)

2 Controlabilidad y Observabilidad Sistema Discreto

%% primera parte : discretizar la planta
clear; clc ; close all
s=tf ('s');

kbb=0.418;



Anexo. Codigos MATLAB

$Discretizando
Ts=0.1; $tiempo de muestreo

%

o

¢}

o . , .

% representacion de estados continuo , siendo los estados
o

o

(x1,x2,x3,%x4)=(Thetha, omega, pos, acelera)
A_nueva = [0 1 0 0;
0 —-40 0 0;
0 0 0 1;
kbb 0 0 0];

B_nueva=[0; 60; 0; 0];
C_nueva=[0 0 1 01];

D_nueva=0;

$discretizando el sistema

o)

sysc = ss(A_nueva,B_nueva,C_nueva,D_nueva); % sistema continuo

[o)

sysd = c2d(sysc, Ts, 'zoh'); % discretizacidn

Ad_nueva = sysd.A;
Bd_nueva = sysd.B;

Cd_nueva sysd.C;

sysd.D;

Dd_nueva

% Calculando los autovalores

%
%

sistema continuo y discreto

eig_continuo=eig (A_nueva); %marginalmente estable tiene parte real =0
eig_discreto=eig(Ad_nueva); %marginalmente estable porque tiene valores
%1 pero dentro del circulo

%% Calculando observabilidad y Controlabilidad Sistema Discreto

Contro_d= ctrb (Ad_nueva,Bd_nueva) ; $prueba controlabilidad
rank_Co_d=rank (Contro_d)
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Ob_d= obsv (Ad_nueva,Cd_nueva) ; $prueba observabilidad
rank_ob_d=rank (Ob_d)

%el rango es igual al numero de estados de la
matriz A

% tanto en control como en obs 4 = 4 estados
%es observable y controlable

3 Calculo de A y B caligraficas (Ay. Y Opar)

function [A_cal, B_cal] = MatrizCal (A, B, N)
Construye las matrices A_bar y O_bar
Entrada:

A - matriz del sistema

B - matriz de entrada

N - horizonte de prediccidn
Salida:

A_cal - apilamiento de A"i x x0

o0 o° o od° o0 o oo o°

B cal - matriz extendida de dindmica de control

[nx, nu] = size(B); % tamano del sistema

% Matriz A cal

A _cal = zeros (N % nx, nx);

for i = 1:N

A_cal((i-1)*nx + l:ixnx, :) = A"1i;
end

(oy)
Q
o)
'_J
Il

zeros (N » nx, N * nu);

for i = 1:N

for 3 = 1:1

B_cal((i-1)+*nx + l:ixnx, (j-1)+*nu + 1l:j*xnu) = A" (i—-7j) * B;
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4 PreCompilar Ball And Beam

clear; clc ; close all
s=tf ('s');

kbb=0.418;
$Discretizando

Ts=0.1;%tiempo de muestreo

o°

o0 o o° o° oP°

la bola y velocidad de la bola)

A _nueva = [0 1 0 0;
0 -40 0 0;

0 0 0 1;

kbb 0 0 0];

B_nueva=[0; 60; 0; 07];
C_nueva=[0 0 1 01];

D_nueva=0;

representacidén de estados continuo , siendo los estados
(x1,x2,x3,x4)=(Thetha, omega, pos,acelera)= (angulo del brazo del
motor,velocidad angular de la viga,posicion de

Bp=[0;0;0;0];% matriz de pertubacidén de entrada

Cp=1; %perturbacion de salida

$discretizando el nuevo sistema

sysc = ss (A_nueva,B_nueva, C_nueva,

o)

D_nueva); % sistema continuo

sysd = c2d(sysc, Ts, 'zoh'); % discretizacidn

Ad_nueva = sysd.A;
Bd_nueva = sysd.B;

Cd_nueva = sysd.C;
Dd_nueva = sysd.D;
%$%DLOR

Q = diag([lel, 5e2, 5e3, 3e3]); %

matriz de pesos para el control DLQR
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R = 0.05; % Matriz de penalizacidn para el control
L = dlgr (Ad_nueva, Bd_nueva, Q, R); % Ganancia del controlador DLQOR
Kr = inv(Cd_nuevaxinv (eye (4) - (Ad_nueva—-Bd_nuevaxLl) ) *Bd_nueva) ;

disp("autovalores prealimentado™)

eig (Ad_nueva-Bd_nuevax*L) S%ver estabilidad del sistema
$prealimentado por dlgr

[L2,S,P] = dlgr (Ad_nueva, Bd_nueva, Q, R);

%diseflar observador planta usando (ricatti)

%Qo=1; %$penalizacion al error del estado estimado
Qo=diag([le-2 1e0 le6 1ed]);
Ro=0.1; %penalizacion del ruido en la salida

%$solucion optima ricatti
P_optimo_ricatti=idare (Ad_nueva',Cd_nueva',Qo,Ro0);

%ganancia del obserdor G en la literatura
Lo= (Ad_nuevax*P_optimo_ricatti+Cd_nueva')/
(Cd_nuevaxP_optimo_ricatti*Cd_nueva'+Ro);

Aobs=Ad_nueva-Lo*Cd_nueva;

Bobs =[Bd_nueva Lo];
Cobs=eye (size (Ad_nueva,l));
Dobs=zeros (size (Ad_nueva,l),2);

%% Nueva planta lazo cerrado LQOR
Acl=Ad_nueva—-Bd_nuevaxL;

$dindmica estabilizada por LQR (A-BL)\\ (KC A-KC-BL)
%esta es la nueva planta aumentada

¥matriz A aumentada de la nueva planta

Aa = [ Ad_nueva, -Bd_nuevaxL ; (LoxCd_nueva),
(Ad_nueva-LoxCd_nueva—-Bd_nuevaxL) ];
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Ba = [Bd_nueva;Bd_nueva]l;
Ca = [Cd_nueva,zeros(1l,4)];
Da = Dd_nueva;

%$segundo observador con estimacion de perturbaciones (x ;x_estimado;d)
A _extP=[Ad_nueva, -Bd_nuevaxL, zeros (4,1);

LoxCd_nueva, (Ad_nueva - LoxCd_nueva - Bd_nuevaxL),zeros(4,1);
zeros(1,4),zeros(1,4),1];

B_extP=[Bd_nueva;Bd_nueva;0];

C_extP=[Cd_nueva, zeros(1,4),17;

D_extP=zeros(9,1);

%QoP=1; S%Spenalizacion al error del estado estimado
%penalizacion al error del estado estimado

QoP=diag([le-2 1e0 1le2 le2 le-2 1le0 le2 1le2 1e9]);
%$penalizacion del ruido de salida

RoP=1;

%ganancia de ricatti para el observador con perturbaciones
P_optimo_ricatti_P=idare (A_extP',C_extP',QoP,RoP);

%ganancia del obserdor K en la notacion formal

KP= (A_extP*P_optimo_ricatti_P*C_extP')/
(C_extPxP_optimo_ricatti_PxC_extP'+RoP);

AocbsP=A_extP-KP*C_extP;
BobsP=[B_extP,KP];
CobsP=eye (9) ;
DobsP=zeros (9, 2);

%% MPC : Horizontes y pesos
Np =12; % horizonte de prediccidn
x0 = [0;0;0;0];% estado inicial
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nx = size (Ad_nueva,l); %4 estados
nu = size (Bd_nueva, 2); %1 entrada

$matrices de Penalizacion de estados

diag Q = [le0, 1e0, 1e0, 1e0, 1e0, 0.5el, le6, 1le0];

Omega = diag(diag_Q);

gam = 0.5;

[A_cal, B_cal] = MatrizCal(Aa, Ba, Np); %A caligrafica, B caligrafica

Qomega=kron (eye (Np) ,Omega) ;% matriz Q de omegas
Rmatriz=gam*eye (Npxnu) ; $matriz R de gammas

H=2+% (Rmatriz+B_cal'xQomega*B_cal);

$matrices de estados
valorgrande=100;

Xx_min = -valorgrandex*ones(4,1);

Xx_max = valorgrandexones(4,1);

x_min(1)=-45+xpi/180; % -56 grados el max soportado por el servo
x_max (l)= 45xpi/180; %+56 grados max soportado por el servo
Xx_min(3) = -0.21;%limitaciones de salida

Xx_max (3) = 0.21;%limitaciones de salida

$restricciones de la actuacidn: voltaje max del servo +-10 V
u_min=-10; %volts
u_max=10;

%% sequimiento a referencias

invl = inv(eye(size (Aa))-Aa);
inv2 = inv (Caxinvl1+Ba);

5 Precompilar Ball and beam con Slew rate

clear; clc ; close all
s=tf ('s');
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kbb=0.418;
$Discretizando

Ts=0.1;%tiempo de muestreo

o\

representacidén de estados continuo , siendo los estados
(x1,x2,x3,x4)=(Thetha, omega, pos,acelera)= (angulo del brazo del

o° o° o o°

motor,velocidad angular de la viga,

o)

%posicion de la bola y velocidad de la bola)

A _nueva = [0 1 0 0;
0 -40 0 0;

0 0 0 1;

kbb 0 0 01;

B_nueva=[0; 60; 0; 0];

C_nueva=[0 0 1 07;

D_nueva=0;

Bp=[0;0;0;0];% matriz de pertubacidén de entrada
Cp=1; %perturbacion de salida

$discretizando el nuevo sistema
sysc = ss(A_nueva,B_nueva,C_nueva,D_nueva); % sistema continuo
sysd = c2d(sysc, Ts, 'zoh'); % discretizacidn

Ad_nueva = sysd.A;

Bd_nueva = sysd.B;

Cd_nueva = sysd.C;

Dd_nueva = sysd.D;

%$%$DLOR

Q = diag([lel, 5el, 5e3, 3e3]); % matriz de pesos para el control DLQR
R = 0.05; % Matriz de penalizacidn para el control

L = dlgr (Ad_nueva, Bd_nueva, Q, R); % Ganancia del controlador DLQR
Kr = inv (Cd_nuevax*inv (eye (4) - (Ad_nueva-Bd_nuevax*L))*Bd_nueva);
disp("autovalores prealimentado")

o)

% ver estabilidad del sistema prealimentado por dlgr
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eig (Ad_nueva-Bd_nuevaxL)
[L2,S,P] = dlgr (Ad_nueva, Bd_nueva, Q, R);

%disenar observador planta usando (ricatti)

Qo=diag([le-2 1e0 1le6 1led]);
Ro=0.1; %penalizacion del ruido en la salida

%$solucion optima a ricatti

P_optimo_ricatti=idare (Ad_nueva',Cd_nueva',Qo,Ro);

%ganancia del obserdor G en la literatura
Lo=(Ad_nuevaxP_optimo_ricatti+Cd_nueva')/
(Cd_nueva*P_optimo_ricatti*«Cd_nueva'+Ro);

Aobs=Ad_nueva-Lo*Cd_nueva;

Bobs =[Bd_nueva Lo];
Cobs=eye (size (Ad_nueva,l));
Dobs=zeros (size (Ad_nueva,l),2);

%% Nueva planta lazo cerrado LQR

dindmica estabilizada por LQR (A-BL)\\ (KC A-KC-BL)
esta es la nueva planta aumentada

o o

Acl = Ad_nueva — Bd_nuevaxL;

¢

% matriz A aumentada de la nueva planta

Aa = [Ad_nueva, -Bd_nuevaxL; (LoxCd_nueva),
(Ad_nueva-LoxCd_nueva—-Bd_nuevaxL) ];

Ba = [Bd_nueva;Bd_nueval;

Ca = [Cd_nueva, zeros(1l,4)];

Da = Dd_nueva;

%¥segundo observador con estimacion de perturbaciones
A _extP=[Ad_nueva, -Bd_nuevaxL, zeros (4,1);

(x

; X_estimado; d)
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LoxCd_nueva, (Ad_nueva-Lo*Cd_nueva-Bd_nuevaxL), zeros(4,1);
zeros(1,4),zeros(1,4),1];

B_extP=[Bd_nueva;Bd_nueva;0];

C_extP=[Cd_nueva, zeros(1,4),11;

D_extP=zeros(9,1);

%$penalizacion al error del estado estimado

QoP=diag([le-2 1e0 1le2 1le2 1le-2 1e0 1le2 1le2 1le6]);
RoP=1; %$penalizacion del ruido de salida

%ganancia de ricatti para el observador con perturbaciones
P_optimo_ricatti_P=idare (A_extP',C_extP',QoP,RoP);

%ganancia del obserdor K en la notacion formal
KP= (A_extP*P_optimo_ricatti_P+C_extP')/
(C_extP+P_optimo_ricatti_P*C_extP'+RoP);

AcbsP=A_extP-KP*C_extP;
BobsP=[B_extP,KP];
CobsP=eye (9) ;
DobsP=zeros (9, 2);

o\
o\

MPC : Horizontes y pesos
Np =12; % horizonte de prediccidn

x0 = [0;0;0;0];% estado inicial
nx = size (Ad_nueva,l); %4 estados
nu = size (Bd_nueva, 2); %1 entrada

$matrices de Penalizacion de estados

diag_Q = [1e0, 1e0, 1e0, 1e0, 1.2e3, 0.1lel, 0.9e6, 1e0];

Omega = diag(diag_Q);

gam = 0.3;

[A_cal, B_cal] = MatrizCal (Aa, Ba, Np); %A caligrafica, B caligrafica
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o)

Qomega=kron (eye (Np) ,Omega) ;$ matriz Q de omegas
Rmatriz=gamxeye (Npxnu) ; $matriz R de gammas

H=2+* (Rmatriz+B_cal'xQomegax*B_cal);

$matrices de estados
valorgrande=100;

x_min = -valorgrandexones(4,1);

Xx_max = valorgrandex*ones(4,1);

x_min(l)=-pi/4; % -56 grados el max soportado por el servo
x_max(l)= pi/4; %+56 grados max soportado por el servo
Xx_min(3) = -0.21;%limitaciones de salida

Xx_max(3) = 0.21;%1limitaciones de salida

$restricciones de la actuacidn: voltaje max del servo +-10 V
u_min=-10; %volts
u_max=10;

%% seguimiento a referencias

invl = inv (eye(size (Aa))-Aa);

inv2 = inv(Caxinvl*Ba);

% 2. Calcular el promedio en milisegundos

%
%

promedio_ms = mean (datos) = 1000;

3. Calcular el valor mdximo (pico) en milisegundos
i

o°  o°

pico_ms = max(datos) * 1000;

4. Imprimir en consola

printf ('Promedio: %.4f ms\n', promedio_ms);

)
°
<)
°
o
°

f
fprintf ('Maximo: %.4f ms\n', pico_ms);

6 Calculo My c con slew rate

function [c, M]= fcn( A_cal,B_cal,x_max,x_min, Np,
u_max,u_min, Lpre, x_actual,xinf,

uinf, u_prev, delta_u_max)

o)

% armando las desviaciones
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x0_virguli = x_actual - xinf;
%armado vector de estados

X_minrep = repmat (x_min,2,1);
X_maxrep = repmat (x_max,2,1);

$redimencionado de las matrices dependiendo de Np

xmin_stack = kron(ones(Np,1l), x_minrep);

(Np*n) x 1

o)
°
%

xmax_stack kron (ones (Np, 1), x_maxrep); (Np*n) x 1

u_minrestric = repmat (u_min,Np,1);

u_maxrestric repmat (u_max,Np, 1) ;

xinf_sat=xinf;
xinf_sat=min (max (xinf_sat,x_minrep), X_maxrep) ;

%$armado de desviacion estados y entradas
o)

xmin_virguli=xmin_stack-repmat (xinf_sat,Np,1l); % limitacion de estados
xmax_virguli=xmax_stack-repmat (xinf_sat,Np,1);

umin_virguli = u_minrestric - repmat (uinf,Np,1);% limitacion de entrada

umax_virguli = u_maxrestric - repmat (uinf,Np,1);

%prediccion por x_original
X_pred_stack = A_cal » x0_virguli;

o\

1. Parte del calculo M y c respecto a los estados
M x = [B_cal; -B_call;
c_x = [xmax_virguli - X_pred_stack; -xmin_virguli + X_pred_stack];

% Restricciones de ENTRADA APLICADA usando L_pre
nu = numel (u_min) ;

% entradas por paso

Iu = eye(Np * nu);

% L_pre

Lpre_stack = repmat (Lpre(:), Np, 1);
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Q |Z o°
o o P
Il

Parte actual: Restricciones de magnitud (u_min <= u <= u_max)
[ ITu; —-Iu ];
[ umax_virguli + Lpre_stack; -umin_virguli - Lpre_stack 1];

***‘k‘k‘k‘k*****‘k‘k‘k‘k*****‘k‘k*‘k***Slew Ratexxxx,xd,krxkhhkhkrxkhkrkhkhkhkrhkrxkhkkhkkk*xk*x%k

% 2. Restricciones de Slew Rate (|lu_k - u_{k-1}| <= delta_u_max)
$ D x u_tilde = [u_tilde_0; u_tilde_1 - u_tilde_0; ... ]

D = eye (Npxnu) - diag(ones((Np-1)~*nu, 1), -nu);

% Limite superior: u_k - u_{k-1} <= delta_u_max

c_slew_up = delta_u_max x ones (Np*nu, 1);

% Ajuste para el primer paso (k=0): u_0 — u_prev <= delta_u_max
% (u_tilde_0 + uinf - Lpre) - u_prev <= delta_u_max
c_slew_up(l:nu) = delta_u_max + u_prev - uinf + Lpre;

% Limite inferior: —(u_k - u_{k-1}) <= delta_u_max

c_slew_lo = delta_u_max * ones (Np*xnu, 1);

% Ajuste para el primer paso (k=0): —-(u_0 - u_prev) <= delta_u_max
% —u_tilde_0 <= delta_u_max - u_prev + uinf - Lpre
c_slew_lo(l:nu) = delta_u_max - u_prev + uinf - Lpre;

M _slew = [D; -DJ];

c_slew = [c_slew_up; c_slew_1o];

% 3. Unidén de todas las restricciones

M=[ Mx ; Mu,; M.slew ];

c =[] cx; c_u,; c_slew ];

end
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