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Resumen

La planificacion de la producciéon a largo plazo en mineria a cielo abierto se reali-
za tradicionalmente utilizando la metodologia de pits anidados, cuyos fundamentos
fueron establecidos en 1965 por Lerchs y Grossmann (LG). De un conjunto de pits
anidados se genera un diseno de fases, esencial para el agendamiento de produccion.
Sin embargo, este disefio de fases presenta limitaciones: (i) el problema comunmente
conocido como gap problem, donde se generan grandes diferencias entre los tonelajes
de fases consecutivas; y (ii) la falta de consideracion del tiempo en esta definicién,
lo cual es un aspecto condicionante que debe incluirse en las siguientes etapas del
agendamiento de produccion de bloques.

En esta memoria, se presenta una extension de la metodologia tradicional de LG
basada en pits anidados para generar una seleccion de fases basada en tres ideas:
(i) nuevas familias de pits anidados parametrizadas por el limite de profundidad,
(ii) incorporacién de la dimensién temporal para generar nuevas familias de pits; y
(iii) interseccion de pits anidados tradicionales de LG con estos pits extendidos para
ampliar aiin més la base de seleccién. Ademas, se genera un modelo de selecciéon auto-
matica de pushbacks para la busqueda de planes de produccion factibles. Una de las
ventajas de este enfoque es la mejora en el proceso de seleccion de fases, aumentando
las opciones para el diseno minero a cielo abierto, focalizando los esfuerzos de los
planificadores mineros en etapas posteriores a la seleccion de pushbacks, reduciendo
el tiempo empleado en esta tarea y generando planes de produccién operativos.

Palabras clave: Mineria a cielo abierto, planificacién minera a largo plazo, disefio
de pits anidados, seleccion de pushbacks, algoritmo de Lerchs-Grossmann.



Abstract

Long-term production planning in open-pit mining is traditionally carried out using
the nested pits methodology, whose fundamentals were established in 1965 by Lerchs
and Grossmann (LG). A phase design is generated from a set of nested pits, which
is essential for production scheduling. However, this phase design has limitations:
(i) the commonly called gap problem, where large differences between the tonnages
of consecutive phases are generated; and (ii) the lack of time consideration within
this definition, which are highly conditioning aspects that must be included in the
following stages of block production scheduling.

This manuscript presents an extension of the traditional LG methodology based on
nested pits to generate a phase selection based on three ideas: (i) new families of
nested pits parameterized by depth limit, (ii) incorporation of the time dimension to
generate new families of pits; and (iii) intersection of nested pits from the traditional
LG methodology with these extended pits to further expand the selection base. Ad-
ditionally, an automatic pushback selection model is generated to search for feasible
production plans. One of the advantages of this approach is the improvement in the
phase selection process, increasing options for open-pit mining design, focusing the
efforts of mine planners on stages after the pushback selection, reducing the time
spent on this task, and generating operational production plans.

Keywords: Open-pit mining, long-term mine planning, nested pit design, pushback
selection, Lerchs-Grossmann algorithm.
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Capitulo 1

Introduccion

La actividad minera consiste en la explotaciéon de recursos minerales ubicados en
la litosfera terrestre. Realizar exitosamente esta accion, basada en el desarrollo de
la planificacién, conducird a beneficios econémicos para quienes la ejecuten. Esta
actividad se clasifica segin la ubicacion de los recursos en:

= mineria a cielo abierto, si los recursos se encuentran cercanos a la superficie, y

= mineria subterrdnea, si los recursos se encuentran a mayores profundidades.

En particular, la mineria a cielo abierto se basa en la extracciéon de minerales a
través de grandes excavaciones superficiales. Como consecuencia de esta extraccion,
se forma lo que se denomina “pit”: el agujero en la tierra que se expande a medida que
la extraccion progresa. Este proceso se lleva a cabo mediante operaciones unitarias
como perforacién, tronadura, carguio y transporte (Miranda, 2023).

La planificacion estratégica de la explotacion minera es indispensable en la opera-
cion minera a cielo abierto. Esta disciplina integra recursos geolégicos, técnicos y
econémicos para definir la mejor estrategia productiva. El objetivo de la planifica-
cién estratégica es maximizar el Valor Actual Neto (VAN) del proyecto minero. El
principal resultado de esta planificacion es el plan de produccion, apoyado por un
agendamiento, que establece como y cudndo se extraeran las reservas mineras, cuan-
tificando el capital humano, econémico y técnico. Este plan debe asegurar ritmos de
produccién constantes, optimizando el uso de equipos y recursos, y satisfaciendo las
demandas de la planta de procesamiento.

Si bien el desarrollo de la planificacion minera es similar a la planificacion de cualquier
otro tipo de actividades, posee algunas caracteristicas que la distinguen:



1. El valor de la actividad estara limitado al recurso minero conocido.

2. Se trata de un recurso agotable y complejo, cuyos atributos serdn determinados
a lo largo de la duracion del proyecto.

Por tanto, se propone establecer una planificacion 6ptima, que permita explotar el
depdsito con todas las complejidades técnico-operacionales y restricciones de distinta
indole (Jélvez, 2017).

Una forma estratégica de llevar a cabo este proceso es dividir los horizontes de
planificaciéon en:

= corto plazo: vision operacional, enfocada en la ejecucion diaria de las operacio-
nes mineras, el cumplimiento de las metas de produccion, y la retroalimentacion
con la informacién actualizada;

= mediano plazo: visién tactica, centrada en la planificacion y coordinacion de
actividades en un horizonte de meses a pocos anos, alineando los objetivos con
la operacion;

= Jargo plazo: vision estratégica, que define el plan minero, el tamafio y la vida
de la mina, las reservas mineras y la forma en que seran explotadas, estable-
ciéndose una secuencia de explotacion.

Esta memoria se centra especificamente en la planificacion de produccion minera a
largo plazo de la mineria a cielo abierto. En este plan crucial, se define la secuencia
temporal de explotacién que maximice el VAN del proyecto. Dada la complejidad
del proceso, la planificacion se divide en etapas:

1. Delimitacion del pit final, donde se define la subregién del yacimiento donde
se llevara a cabo la extraccion.

2. Seleccion de pushbacks, que corresponde a las fases intermedias de extraccion,
que guiaran el proceso de extraccion y aseguran la estabilidad y seguridad en
las paredes del pit.

3. Agendamiento temporal de la produccion, donde se establece cuando y cémo
las diferentes zonas de la mina seran extraidas y procesadas.
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Figura 1.1: Etapas del proceso de planificacién.

La Figura 1.1 muestra las diferentes etapas del proceso minero, desde la generacion
de un modelo de bloques a partir del cuerpo mineralizado hasta la creacién de un plan
de produccién. Es un proceso iterativo y de prueba y error para obtener planes de
produccion factibles. En particular, el trabajo presentado se centrara en la selecciéon
de pushbacks, una etapa tradicionalmente desarrollada por ingenieros expertos en
planificacién minera. Utilizando reglas empiricas sobre los pits anidados generados
mediante la metodologia de Lerchs y Grossmann (1965), los ingenieros seleccionan un
grupo de pits para definir los pushbacks, basandose en criterios técnicos y geologicos.
Este procedimiento tiene limitaciones significativas:

1. No garantiza que los tonelajes de mineral y lastre se distribuyan uniformemente
entre los pushbacks. Esto es conocido como el problema del gap: tener brechas
de tonelaje muy grandes entre pits. En la Figura 1.2 se observa un ejemplo del
problema del gap.

2. No se considera la incertidumbre de la ley del mineral.

3. La seleccion de pushbacks es una decision subjetiva, dependiente de la expe-
riencia del ingeniero a cargo de la planificacion minera (Meagher et al., 2014).
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Figura 1.2: Representacion del problema del gap. La brecha de tonelajes entre Ps y
P; es extensa. Fuente: Meagher et al. (2014).

Estas limitaciones afectan las etapas subsecuentes del proceso de planificaciéon mine-
ra, influyendo sobre el plan de produccion.

En esta memoria, se propone una metodologia para la seleccion automdatica de push-
backs a partir de una generacion extendida de pits anidados y el posterior uso de
un modelo de programaciéon lineal entera mixta, abordando las limitaciones men-
cionadas en el problema tradicional, y que permitird definir las fases de extraccion
operativas que maximizan el VAN.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se presentan
los antecedentes tedricos del problema, necesarios para su correcta comprension; en
el Capitulo 3 se delimita el problema y se definen los objetivos; en el Capitulo 4 se
realiza una revision de la literatura respecto a los avances obtenidos en la resolucién
de problemas asociados; en el Capitulo 5 se expone la metodologia propuesta y los
pasos a seguir para la seleccion de pushbacks; en el Capitulo 6 se evaltian y analizan
los resultados del modelo en un caso de estudio; finalmente, en el Capitulo 7 se
presentan las conclusiones y las lineas de trabajo futuro.



Capitulo 2

Preliminares

En esta seccién, se detalla informacion relevante para el desarrollo de la metodologia,
con base en las etapas de la planificacion minera.

En la planificaciéon minera a largo plazo se establece la estrategia global de extraccion.
Dada la complejidad presentada de resolverlo directamente, es separado en problemas
mas pequenos para abordarlos de forma independiente. Estas etapas son:

(i) Delimitacion del pit final.
(ii) Seleccién y diseno de pushbacks.

(iii) Agendamiento de la produccién.

Para este proceso, se considera como base de la planificacién un modelo de bloques
que describe los recursos geoldgicos de un yacimiento. A partir de este modelo, se
desarrollan las etapas de planificacion, cuyo resultado final es un plan de produccion
que busca obtener la mayor rentabilidad econémica, considerando tanto los criterios
geofisicos como los operativos.

Como todo proyecto, la planificacién minera esta sujeta a una evaluacion de proyec-
tos. A lo largo de este trabajo de memoria, se hablard de maximizar el Valor Actual
Neto (VAN), que corresponde a la suma de los flujos de caja futuros descontados
al presente, utilizando una tasa de descuento que determina cuanto valen hoy esos
flujos futuro, reflejando el costo de oportunidad. Este parametro posee la siguiente
formula:



T 1 t
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donde T corresponde al horizonte de planificacién, ¢ a un periodo especifico, F; al
flujo de dinero bruto durante el periodo ¢, d representa la tasa de descuento, e Iy a
la inversion inicial.

Si la tasa es alta, los flujos futuros valen menos en el presente, lo que puede impactar
negativamente en la evaluacién del proyecto. Por esto, la estrategia 6ptima busca
extraer el mayor valor posible en las primeras etapas del proyecto, minimizando asi
el impacto negativo de la tasa de descuento en los flujos de caja a largo plazo.

2.1. Modelo de bloques

Sea B un conjunto de bloques, desde ahora el modelo de bloques. Esto corresponde a
una discretizacion de las unidades de volumen que componen el yacimiento minero.
Este modelo se basa en campanas de exploracién, como los sondajes, que permiten
estimar la concentraciéon de mineral en el yacimiento mediante métodos de estadistica
espacial. Se considerara que b € B es un bloque dentro del modelo. Se asumira que
el modelo de bloques contiene inicialmente la siguiente informacion:

’x\y\z\Ley\Ton‘

Tabla 2.1: Resumen de atributos del modelo geoldgico de bloques.

donde x, y, z corresponden a las coordenadas espaciales del bloques, Ley corresponde
a la ley del bloque (concentracién promedio de un metal valioso en una determinada
masa), y Ton corresponde al tonelaje del bloque. Esto también se le denomina el
modelo geoldgico de bloques.

Se asumira que el modelo de bloques se compone de N niveles de profundidad lla-
mados bancos, y ademas se ordena como sigue:

Zstart -~ Zstart — h > ... > Zend + h > Zend, (22)

donde zg.¢ corresponde a la capa mas alta del modelo de bloque y z.nq a la capa
mas profunda. El valor A, que corresponde a la altura de cada banco, se obtiene
calculando Zstartz=end
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Figura 2.1: Representacién de la Ley de Corte Marginal. La funcién en rojo corres-
ponde a v, dada la ley del bloque.

2.1.1. Valorizaciéon del modelo de bloque

Las leyes de corte en mineria se refieren al valor minimo de concentracién de un
mineral en un yacimiento que hace econémicamente viable su extraccion. Estas leyes
son fundamentales en la toma de decisiones y la evaluacion de proyectos, ya que indi-
can puntos criticos en la rentabilidad. Segin el contexto operativo, pueden definirse
distintas leyes de corte para un proyecto, como ley de corte marginal, ley de corte
interna, leyes de corte minimas, ley de corte de equilibrio, ley de corte para seleccién
de procesos, entre otras.

En el contexto de valorizacion de bloques, la ley de corte marginal es la cantidad
minima de concentracion de metal que debe tener una tonelada de material para
que sea econémicamente viable su procesamiento. Es decir, es el punto en el que el
beneficio neto por procesar un bloque es cero (Miranda, 2023).

Cp + C,

Le = (P—-C,) Rec-f

(2.3)
La evaluacion del modelo de bloques es requerida para obtener un modelo de bloques
econémico, tomando en cuenta diferentes parametros:

= P es el precio del metal por tonelada,

= (), es el costo mina o de extraccién por tonelada,



C), es el costo de procesamiento por tonelada,

C, es el costo de venta por tonelada,

Rec es la recuperacion metaldrgica por tonelada, que corresponde a la fraccion
del metal valioso que se recupera en el procesamiento del mineral,

f es un factor de ajusta las unidades,

Ley, es la ley del bloque b, y

Ton,, es el tonelaje del bloque b.

La ecuacion (2.4) describe el calculo del beneficio en un bloque b:

(2.4)
—C,, - Tony, en otro caso,

o {((P —C,) - Rec-f - Ley, —C,, — C,) - Tony, si Ley, > LC,
by =

Existen distintos destinos que puede asignarse a cada bloque, por ejemplo su pro-
cesamiento o botadero. Los bloques que seran procesados son denominados mineral
(del inglés, ore); en otro caso, se llamaran estéril o lastre (del inglés, waste). De esta
forma, se puede obtener otro atributo, asociado a aquel tonelaje que sera procesado
en alguna planta:

T i Ley, > LC
OTonb—{ Oty SR = S (2.5)

, en otro caso.

El modelo de bloques cuya valorizaciéon ya ha sido calculada se denominara modelo
economico de bloques.

\x\y\z\Ley\Ton\v\OTon\

Tabla 2.2: Resumen de atributos del modelo economico de bloques.

2.1.2. Precedencias entre bloques

Para trabajar correctamente sobre el modelo de bloques, se debe tomar en cuenta las
caracteristicas geoldgicas que debe cumplir la fosa durante la vida til de la mina. Un
talud es la pared inclinada de la mina que contiene cierto angulo que determina su
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Figura 2.2: Precedencias de bloques. Las reglas de precedencias afecta la secuencia:
por ejemplo, en la extraccién de cinco bloques por arriba del bloque 6 (izquierda); o
la extraccién de nueve bloques por arriba de un bloque dado, bloque 10 (derecha).
Fuente: Espinoza et al. (2013).

estabilidad, tamano y forma. La estabilidad del talud es de suma importancia y esta
sujeta a un andalisis continuo y cuidadoso para garantizar la seguridad y eficiencia de
las operaciones mineras (Miranda, 2023).

Para resolver el problema de pit final, se considera la precedencia entre bloques
a través de restricciones que limitan la extraccién de un bloque dado. Deben ser
extraidos todos los bloques que se encuentren inmediatamente en la parte superior
de éste para poder ser sacado.

Esta limitante geofisica posee una propiedad de transitividad, que indica que, si el
bloque a requiere que sea extraido el bloque b, y a su vez, el bloque b necesita que sea
extraido el bloque ¢, entonces el bloque a también requiere que se extraiga el bloque
¢ (Espinoza et al., 2013).

Se dira By al conjunto de bloques que son predecesores del bloque b € B.

2.2. Delimitaciéon de pit final

El problema del pit final corresponde a delimitar los bloques que seran extraidos del
yacimiento, de modo de maximizar el valor neto de la operacién durante la vida ttil
de la mina. Esta etapa es relevante en la planificacién minera, pues se relaciona con la
evaluacion econémica del proyecto, incorporando a su vez parametros operacionales.
Este restriccion dependera de distintos parametros, tales como los dngulos de talud,
precio del metal y objetivos generales. Este problema se define como sigue:



UPIT ' : 2.6
(UPIT) max Y v, (2:6)

beB
S.a. Ty S Ty Vb e B, b/ c Bb, (27)
x, € {0, 1}, VbeB. (2.8)

La funcién (2.6) modela el valor total bruto del pit final. La desigualdad (2.7) re-
presenta las restricciones de precedencia, donde para extraer un bloque b, se debe
extraer primero el bloque ¢’ € B,. La condicién (2.8) establece que x;, es una variable
binaria; es 1 si el bloque se considera dentro del pit final, 0 en otro caso.

El problema (UPIT) posee buenas propiedades que permiten la construccion de algo-
ritmos eficientes para su resolucion. Entre ellas, existe la garantia de que un algoritmo
eficiente (polinémico) puede resolverlo (Wolsey, 2020).

Definicién 2.2.1. Una matriz A es totalmente unimodular si toda submatriz cua-
drada de A tiene determinante +1, -1, ¢ 0.

Resultado 2.2.1. La matriz de restricciones del problema (UPIT) es totalmente
unimodular.

Demostracion. La formulacion del problema se puede expresar como un problema
de fluyjo maximo (Espinoza et al., 2013). La matriz de restricciones de un problema
de flujo maximo es totalmente unimodular (Wolsey, 2020). [

Teorema 2.2.1. Considere el problema lineal

(LP) max ¢’z (2.9)
s.a. Az <D, (2.10)
r e RY. (2.11)

donde A € Myxn(R), c € R" y b € R™ representan los conjuntos de parametros,
y x € R™ representa el conjunto de variables. El problema (LP) tiene una solucion
entera optima para todos los vectores enteros b para los cuales tiene un valor optimo
finito si y solo si A es totalmente unimodular. (Wolsey, 2020).

El Teorema 2.2.1 establece que el problema (UPIT) puede resolverse mediante la
relajacién de la restriccion (2.8). Sin embargo, el problema no siempre tiene tnica
solucién, ya que pueden haber existir partes del yacimiento con beneficio nulo. En
caso de haber mitiples soluciones, se suele optar por el conjunto minimo como pit
final, el cual sera tnico.
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L

A

Figura 2.3: Dibujo conceptual de la seccién de dos pits 6ptimos A (para valores v?)
y A’ (para valores v*'), considerando la particién X, Y e Z. Fuente: Morales et al.
(2023).

Resultado 2.2.2. Eziste una tunica solucion del problema (UPIT) que es de conjunto
minimo, es decir, que posee el minimo numero de bloques.

Demostracion. Suponga que existen dos soluciones de conjunto minimo = = {x }ses
y ' = {x} }rep tales que x # 2’ (es decir, difieren en al menos una coordenada). Se
definen los siguiente conjuntos:

(A={beB:z =1}
A'={beB:ux, =1},

X = A\ A, (2.12)
Y =AnA,

Z = A\ A

\

La Figura 2.3 ilustra los conjuntos definidos en (2.12). De esta forma, se tiene

o= (2.13)

beA be A’

:>va+2vb:va+va (2.14)
beX bey beEY beZ

= ) u=) u. (2.15)
beX beZ

Observe que:
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m Si) v = D opes U > 0, entonces definiendo 7T tal que T, = méx{wz, z}}
para cada b € B, se tendra:

Z VpTp > Z UpTp Z VpTp > Z Ubl",b. (2.16)

beB beB beB beB

Esto implica que el valor de T, en el problema (UPIT) es mayor, lo que con-
tradice el hecho de que x, 2’ son soluciones 6ptimas.

m Si) cx U = ey Vs = 0, entonces definiendo 7 tal que 7, = min{xy, r;,} para
cada b € B, se tendra que:

vax_b = vax_b = vaxb = vaxg. (2.17)

beB beY beB beB

Esto implica que T, es solucién de (UPIT) y, ademds, posee menos variables
activas que x y 2/, lo que contradice el hecho de que x,x’ son soluciones de
conjunto minimo.

m Si) ex U = 2 pey Up < 0, entonces definiendo 7 tal que 7, = min{wxy, x;} para
cada b € B, se tendra que:

Ty > Ty Ty > VpTy (2.18)
PR PR

beB beB beB beB

Esto implica que el valor de T, en el problema (UPIT) es mayor, lo cual nue-
vamente contradice el hecho de que x, 2’ son soluciones 6ptimas.

Por tanto, se concluye que existe una tnica solucién del problema que corresponde
al conjunto minimo. O

Los primeros esfuerzos en resolver este problema se originaron en los afios 60, y han
sido evolucionando continuamente hasta la actualidad, desarrollando metodologias
mas completas. Sin embargo, al ser un problema complejo, compuesto de distintos
factores y aspectos técnicos, geométricos y geoldgicos, no se ha definido un consenso
respecto a la formulacién final del problema (Miranda, 2023).

A continuacién, se presentan algoritmos desarrollados para resolver el problema
(UPIT).
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1 2 3 4 5 6 1 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1[3]3]3][3]3][3][3][3]-3 1]13]-3]-3]-3]-3[-3]-3|]-3]-3
2047 ]-4]6]-4]-4]-4]8]-4 2|47 4]6|-4]-4]-4]|8]-4
35551555 5]5]-5 355555 5]5]-5]-5

(i) (i)

Figura 2.4: Implementacién del método de cono flotante. (i) valores del modelo eco-

némico de bloques en 2D; (ii) pit final 6ptimo desarrollado mediante el algoritmo.
Fuente: Elahi et al. (2012).

2.2.1. Conos flotantes

El método de conos flotantes es una técnica clasica y utilizada en la planificacion de
minas a cielo abierto. Fue el primer intento computacional para resolver el limite del
pit final, desarrollado en la década de los 60 por la Kennecott Copper Corporation.

Este método es una simplificacion geométrica que permite determinar el pit 6ptimo
bajo ciertas condiciones.

Un cono flotante se refiere a una estructura geométrica tridimensional que simula
la forma de un cono invertido. La idea es identificar un conjunto de bloques que
pueden ser extraidos de manera rentable, considerando los costos de extraccion, pro-
cesamiento, y el valor del mineral contenido.

El proceso comienza seleccionando un bloque de mineral y construyendo un cono
hacia la superficie. Si la extraccién de todos los bloques dentro de este cono es
rentable, el cono se considera una unidad de extraccion viable. Este proceso se repite
para cada bloque mineralizado, generando multiples conos. Luego, se comparan y
seleccionan aquellos que maximizan el valor econémico de la extraccion.

El método de cono flotante tiene limitaciones en su capacidad para producir un pit
optimo:

1. No permite examinar todas las combinaciones posibles y, por tanto, no permi-
ten el calculo 6ptimo del pit final.

2. Un bloque de mineral puede no justificar la remocién de bloques de desecho
mientras que la combinacion de estos bloques con otros puede generar valores

positivos.

3. La inclusion de bloques no rentables reduce el valor neto del diseno de la mina
(Ares et al., 2022).
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Para mas detalle sobre algoritmos posteriores, se puede consultar a Khalou (2007),
Wright (1999), Elahi et al. (2012), David et al. (1974) y Dowd y Onur (1993).

2.2.2. Metodologia de Lerchs y Grossmann

La metodologia de Lerchs y Grossmann (abreviado LG) corresponde a los algoritmos
exactos para la optimizacién del pit final en 2D y 3D (Lerchs y Grossmann, 1965).
Se presenta en 1965, y corresponde al método de mayor relevancia actualmente en
la planificacién minera a largo plazo. La metodologia busca encontrar el contorno
optimo del pit que maximice el beneficio de la extraccion.

Los alcances del algoritmo son:

1. Los parametros econémicos y geoldgicos son conocidos para todo punto.
2. Las restricciones geométricas del pit deben ser especificadas previamente.

3. El objetivo es maximizar el beneficio total neto.

A partir del modelo de bloques, el algoritmo en 2D aborda el problema por secciones
transversales, donde cada bloque pondera un valor que representa el beneficio total
del mineral luego de restar el costo de extraccion. Una vez obtenidos los valores
por bloques, se procede a calcular sumas por columnas del beneficio. Finalmente, se
traza el contorno éptimo desde el maximo valor de la primera fila avanzando por los
bloques adyacentes hacia la izquierda.

Para un modelo 3D, se propone un algoritmo de grafos tridimensional para abordar
esta secuencia, donde cada bloque correspondera a un vértice con peso equivalente
al beneficio neto asociado, y las precedencias como arcos del grafo. El problema de
pit final serd equivalente al problema de clausura maxima. (Miranda, 2023)

En Anexo A, se presenta el algoritmo de Lerchs y Grossmann en profundidad.

2.2.3. Algoritmo de Pseudo-Flow

El algoritmo de pseudoflow es un método desarrollado en la década del 2000 por
Dorit Hochbaum y sus colaboradores para resolver el problema de flujo maximo.

Este algoritmo, cuyas propiedades permiten ser utilizadas para la resolucion del pro-
blema de pit final, permitié mejorar considerablemente los tiempos de procesamiento
en comparacion a la metodologia de Lerchs y Grossmann. El algoritmo se centra en
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Figura 2.5: Algunas posibles selecciones de pushbacks a partir de cinco pits anidados.

buscar una particiéon del conjunto de nodos en subconjuntos, algunos de los cuales
tienen excesos y otros tienen déficits, de modo que todos los arcos que van desde
los subconjuntos con exceso hacia los subconjuntos con déficit estén saturados. La
particion con esta propiedad es también un corte minimo en el grafo. (Hochbaum,
2008)

Actualmente, el problema (UPIT) se resuelve con el algoritmo de pseudoflow, pues
es el algoritmo mas eficiente computacionalmente.

En Anexo A se presenta el algoritmo de pseudo-flow en profundidad, junto con con-
ceptos previos necesarios.

2.3. Seleccién de pushbacks

Los pushbacks corresponden a voliimenes de roca conectados que forman una par-
ticion del pit final, definiendo fases de extraccion. La seleccién de pushbacks esta
estrechamente vinculada con la planificacion de mediano y corto plazo, ya que guia-
ra el agendamiento de la produccion, por lo que una correcta secuencia de pushbacks
sera fundamental para asegurar flujos de caja positivos y una recuperacion rapida de
la inversién inicial. Actualmente, esta selecciéon se realiza principalmente utilizando
la metodologia de Lerchs y Grossmann a través de una parametrizacion del valor del
metal (Krzanovic¢ et al., 2018).
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2.3.1. Ciriterios de selecciéon de pushbacks

La seleccién de pushbacks se basa en una variedad de criterios que varian segin
el tipo de yacimiento, la calidad de la informaciéon disponible, la distribucién de la
mineralizacién y los costos asociados. Los criterios incluyen, entre otros:

Tonelaje entre pushbacks

El tonelaje extraido debe ajustarse a la capacidad de procesamiento de la planta y
la capacidad de movimiento de la mina. Los criterios de tonelaje ayudan a evitar
brechas significativas entre fases y aseguran un flujo constante de material, lo que
facilita la continuidad operacional y la optimizacion del uso de los equipos.

1. Tonelaje a planta: Se refiere a la cantidad de material que debe ser procesado
en la planta de produccién. El objetivo es mantener la planta funcionando de
manera continua, evitando tiempos muertos y cumpliendo con las metas de
produccién que la planta debe alcanzar, también conocido como cuota de fino.

2. Tonelaje a mina: Se refiere a la capacidad de la mina para mover material. Este
criterio esté condicionado por la cantidad y tipo de equipos mineros disponibles,
asi como por las necesidades de la planta. Ademas, busca minimizar los gaps
o saltos grandes entre fases, promoviendo una remociéon de material lo més
uniforme posible para asegurar la eficiencia operativa y la rentabilidad del
proyecto a lo largo del tiempo.

Criterios geométricos y operacionales

Los criterios geométricos y operacionales son consideraciones de diseno que aseguran
que los pushbacks planificados sean factibles desde un punto de vista practico y
operable en el entorno minero. Esto implica ajustar los modelos matematicos y las
optimizaciones tedricas para que se respeten las restricciones operacionales, evitando
disenos impracticos que, aunque maximizan el VAN, no pueden ser implementados
de manera efectiva.

Los ingenieros expertos en diseno de fases consideran 3 parametros operacionales:

1. Espacios minimos operacionales: Cada fase debe tener un ancho operacional
adecuado para permitir una operacion segura y el transporte eficiente del equi-
po minero;
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2. Conectividad de la fase: Todas las regiones de la fase deben estar conectadas
para asegurar la continuidad operativa;

3. Rampa: Cada fase debe tener al menos una rampa de transporte para acceder
a la fase desde acceso desde la superficie hasta el fondo del pit.

Si un pushback cumple con estos tres parametros, se considera prdctico. Si solo cumple
con dos, se considera semiprdctico (Yarmuch, 2020).

Razén estéril/mineral

La razén estéril/mineral, abreviado como REM, es la relacién entre la cantidad de
material sin valor ecénomico (estéril) que debe ser removido de la mina y la cantidad
de mineral valioso econémicamente viable que se puede extraer. Esta relacion es
fundamental para el plan productivo. Se pueden aplicar diferentes estrategias para
optimizar la recuperacion de la inversiéon y minimizar los costos operativos, como
una razon decreciente, creciente o constante.

1. REM decreciente: Se realiza la remocion de todo el material estéril junto con
el mineral del mismo nivel hasta alcanzar el fondo del pit. Esto también se
conoce como explotacion en el “worst case”. Este enfoque, aunque sistematico,
suele generar flujos de caja negativos durante los primeros anos y requiere de
una alta inversion inicial en equipos.

2. REM creciente: Se enfoca en remover menos estéril al principio, lo que permite
un rapido retorno de la inversion y con menores riesgos iniciales. Esto también
se conoce como una explotacion en el “best case”. A medida que la explotacion
avanza y se profundiza, se incrementa la cantidad de estéril removido. Este
enfoque busca minimizar la inversién inicial y acelerar la recuperacion del ca-
pital, aunque puede aumentar los costos hacia el final de la vida util de la mina
debido a la necesidad de adquirir mas equipos.

3. REM constante: Se mantiene una relacién estable entre el estéril y el mineral
a lo largo de la vida util de la mina. Su principal ventaja es la estabilidad
en el uso de la maquinaria y el personal, evitando fluctuaciones significativas
en los costos operativos. Este enfoque es equilibrado, pero requiere una inver-
sion inicial considerable para adquirir la flota completa de equipos desde el
comienzo.
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Es posible combinar diferentes tipos de REM a lo largo de la vida 1til de la mina para
optimizar la inversién inicial, la recuperacion del capital y la estabilidad operativa.
Un enfoque flexible que ajuste la REM segtin las condiciones del proyecto puede
proporcionar una mejor adaptacion a las exigencias financieras y técnicas a lo largo
del tiempo.

Valor neto entre pushbacks

El principal objetivo del valor neto entre pushbacks es maximizar los flujos de caja
durante los primeros periodos de la vida 1til del proyecto. Esto implica disenar los
pushbacks de manera que los ingresos sean mas altos al principio, logrando una rapi-
da recuperaciéon de la inversién y asegurando la estabilidad financiera del proyecto.
Idealmente, los flujos de caja deberian ser decrecientes a lo largo del tiempo, lo que
significa que las fases iniciales deben ser las més rentables, reduciendo gradualmente
la generacién de ingresos a medida que el proyecto avanza. A medida que se progresa
en el proyecto, es necesario ajustar las fases para mantener un equilibrio entre la
rentabilidad y la sostenibilidad operativa, evitando caidas abruptas en los flujos de
caja.

Leyes de corte

Las leyes de corte determinan la cantidad minima de mineral valioso para que su
extraccién sea econdémicamente viable, afectando la rentabilidad y la vida 1til de
la mina. Al aplicar leyes de corte altas al inicio, se maximizan los flujos de caja
tempranos y el VAN. Con el tiempo, estas leyes pueden disminuir, extendiendo la
explotacion del yacimiento. Ademas, las leyes de corte pueden ser ajustadas para
diferentes escenarios dentro del proyecto, como la decisiéon de almacenar material
para un procesamiento futuro o la seleccién del proceso adecuado cuando existen
multiples opciones.

2.3.2. Pits intermedios

La seleccion de pushbacks requiere particionar el pit final en distintas fases de extrac-
cion. Para esto, la metodologia mas utilizada en la actualidad es la presentada por
Lerchs y Grossmann, donde se ingresa a la valorizacién de bloques un ponderador A
(también conocido como revenue factor) que modifica el precio de venta del mineral
y, en consecuencia, entrega una serie de pits intermedios 6ptimos para cada valor del

18



precio. El propdsito de estos pits intermedios es establecer la transicion desde el pit
con mayor material econémicamente rentable, hasta el pit menos rentable.

La metodologia se realiza como sigue: Considere un revenue factor A, con 0 < A < 1.
La ley de corte marginal es reemplazada por

Co + C,

LC)\ = . 2.19
AT (N-P=C,) Rec-f (2.19)
Por tanto, la valorizaciéon del bloque para un revenue factor esta dado por:
A (A-P—Cy)-Rec-f - Ley, —C,, — C,) - Ton,, si Ley, > LC), (2.20)
vy = :
b —C,, - Tony, en otro caso,

Finalmente, para obtener los pits intermedios anidados para cada revenue factor A,
se resuelve el siguiente problema:

(UPIT,) méx Y v} - m, (2.21)
e

s.a. Ty < Ty, Vbe B, b € By, (2.22)

z, € {0,1}, VbeB. (2.23)

Este problema, cuya formulacion es equivalente al problema (UPIT) con una modi-
ficacion del precio, se resuelve con los métodos presentados por la Seccidon 2.2.
Observe que la familia de pits generados por esta metodologia es anidada (creciente
en términos de conjuntos). En efecto:

Teorema 2.3.1 (Anidamiento). Sean A y X' dos revenue factors, donde 0 < A < X <
1. Supongamos que {v*}peny{v* }rep € RN son dos vectores de valores de bloques
definidos segin la ecuacion (2.20), con N representando el tamano de un modelo de
bloques B. Ademds, supongamos que {zy}ves y {2} e € {0, 1} son soluciones ép-
timas de conjunto minimo para los problemas (UPIT)) y (UPITy/) respectivamente.
Entonces, el conjunto {Ty}pes C {0,1}Y definido por

Ty = max{zy, 2y}, Vb e B, (2.24)
también es una solucion optima de conjunto minimo de (UPITy/)

Demostracion. En primer lugar, observe que si A- P < (), entonces la operacién no
seria rentable, de modo que:

{zohven = {7y }oen = {Tohoen =0 (2.25)
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Luego, T, es solucion de (UPIT) ). En caso contrario, suponga que A - P > C,.
Observe que LC > 0 en este caso. Se probara que LC'\ es decreciente con respecto
a A. En efecto:
A<N = \N-P-C, <N -P-C, = ! > !
! ! AN-P-C,)  (N-P—-Cy)

— LC, > LCy.

(2.26)

Ademds, si A < X, entonces vj < vﬁ’ para todo b € B. En efecto, se deben estudiar

tres casos:

» Para un bloque b € B tal que Ley, > LC, > LC)/, se tiene A\- P < X' - P, que
implicara v) < vy

» Si LC) > Ley, > LC\, entonces —C,, < 0 < (NP — (C,), lo que implica
A _ N

» Si LCY\ > LCy > Ley,, entonces el valor del bloque correspondera al costo de
A N

extraccion y, por tanto, v; = v
Por tanto, v < v} para todo b € B.

Ahora, se definen los conjuntos dados por la ecuacién (2.12). Se probard que X = ().
Supongamos, por contradiccién, que X no es vacio. Se tendra que los bloques b € X
son rentables para un valor v, pero no para vj,.

du>0>) (2.27)

beX be X
Pero, segin el andlisis previo:
v, <y, VbEB = va < ng (2.28)
beX beX

Esto es una contradiccion. Observe que, la suma en X es cero, pues en otro caso, xp
no seria solucion de conjunto minimo. Por tanto, X debe ser un conjunto vacio.

Como resultado, se obtiene que x;, < zj, para todo bloque b € B, y se concluye que
{Tp}ves €s ptima de conjunto minimo para (UPIT)/). Se concluye finalmente que
A C A, lo que corresponde a la anidacién de los pits intermedios. ]
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2.4. Agendamiento de la produccion

El agendamiento de la produccion consiste en determinar qué bloques deben ser
explotados, en qué momento y qué destino les corresponde (Jélvez, 2017).

Esta es la tltima etapa de la planificaciéon minera, y corresponde al proceso posterior
a la seleccion de pushbacks. A partir de este proceso, los pushbacks seleccionados se
subdividen en conjuntos de bloques que se encuentren a la misma profundidad. Estas
subdivisiones se conocen como fases-bancos. El procedimiento implica asignar, a cada
fase-banco, tiempos de extraccion que no excedan las capacidades de los recursos
involucrados en la operacion minera. La Figura 2.6 presenta una representacioén por
etapa del proceso.

Este proceso puede ajustarse y repetirse a otras consideraciones técnicas, tales como
espacio minimo de trabajo de las maquinarias, camiones y requisitos de mezclas.
Ademas, existen pardmetros que no son constantes, y su variacion puede modificar
los planes trazados, como lo son el precio del metal o dificultades operativas. Es
importante considerar que, a medida que se desarrolla la explotacién del yacimiento,
se obtiene nueva informacion la cual puede obligar a corregir el plan determinado
inicialmente.

Para resolver este problema, existe una serie de algoritmos que han sido desarrollados
para la planificacién minera. El algoritmo mas conocido es “Milawa”, de Gemcom
Software (2011). Sin embargo, existen una serie de softwares comerciales que utilizan
el mismo principio o similar (Chicoisne et al., 2012).

En esta etapa se considera la dimension temporal, utilizando parametros necesa-
rios para evaluar el valor del dinero en el tiempo, y asi calcular el mayor beneficio
descontado para el proyecto.

Esta etapa finaliza con un plan de produccion, que consiste en la programacion de la
explotacion, identificando la cantidad, calidad y origen de los bloques a extraer en un
periodo especifico a lo largo de la vida util del yacimiento. Ademas, se determinan
los equipos que se utilizaran en cada periodo de expansiéon. El plan de produccién
puede elaborarse para distintos horizontes de tiempo, ya sea a corto o largo plazo
(Delgado, s.f.).

2.4.1. Agendamiento Directo de Bloques

El agendamiento directo de bloques (DBS, por sus siglas en inglés) es una metodologia
que permite planificar la extraccién de bloques en un yacimiento minero, integrando
la dimensién temporal. Este enfoque optimiza la produccion a lo largo del tiempo
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Figura 2.6: Secuencia de la planificaciéon minera a largo plazo. (a) se define una familia
de pits anidados; (b) se seleccionan los pushbacks; (c) se definen las fases-bancos; (d)
a las fases-bancos se les asigna un periodo de extraccion. Fuente: Chicoisne et al.
(2012).

y maximiza el VAN del proyecto minero, proporcionando una mayor flexibilidad y
precision en la planificacion.

El DBS implica la secuenciacion de la extraccién de bloques, asegurando un flujo
constante de material procesable y respetando las capacidades operativas de la mina.
Para ello, se define un horizonte temporal (ya sea en anos o meses) y se asignan
bloques especificos a cada periodo, considerando criterios técnicos y operativos.

El DBS sustituye las etapas tradicionales de planificacién minera, pues en lugar
de generar pits anidados como en la metodologia de Lerchs y Grossmann, el DBS
asigna periodos de extraccién a los bloques mediante un problema de optimizacién
subyacente.

El concepto de DBS fue propuesto por primera vez por Johnson en 1968. Sin em-
bargo, debido a limitaciones computacionales de la época, esta metodologia no fue
ampliamente adoptada. Con el avance de la tecnologia y el desarrollo de nuevas téc-
nicas de optimizacion, el agendamiento directo de bloques ha ganado popularidad y
se ha convertido en una alternativa viable a los métodos tradicionales.

A pesar de sus ventajas, el DBS presenta ciertos desafios:

1. Complejidad Computacional: Resolver problemas de programacion entera mix-
ta para modelos grandes puede ser computacionalmente intensivo.
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Método Ventajas Desventajas

- Ampliamente usado - Criterio de selecciéon de
LG en la industria. fases (pushbacks) manual y

- Operatividad de los “gap problem”.

resultados. - Proceso iterativo.

- Nuevo enfoque, lenta
- Genera programas C . .
. asimilacion en la industria.
directamente.

DBS - Tiempo de computacion

- Considera el tle.mpo y considerable en casos de
costo de oportunidad. .
estudios reales.

Tabla 2.3: Ventajas y desventajas entre las metodologias LG y DBS.

2. Viabilidad Operacional: Las soluciones obtenidas pueden no siempre ser ope-
rativamente viables, y puede ser necesario realizar ajustes manuales.

3. Implementacion Completa de Restricciones: No todas las restricciones opera-
tivas pueden ser implementadas en los modelos actuales, lo que puede resultar
en planes de produccién a largo plazo no factibles.

El agendamiento directo de bloques posee distintas formulaciones dependiendo de
las caracteristicas consideradas. A continuacion, se presentaran dos formulaciones
inspiradas en esta metodologia.

The constrained pit limit problem

El problema de delimitacién de pit restringido (del inglés, constrained pit limit pro-
blem), abreviado como CPIT, extiende el problema (UPIT) introducido previamente,
incorporando la dimensién temporal y anadiendo restricciones asociadas al modelo.
En este contexto, se asume que cada bloque puede ser extraido completamente en
un solo periodo de tiempo. Ademsds, se consideran restricciones sobre los recursos
operacionales disponibles en cada periodo. A continuacién, se presenta la notacién
utilizada:

= El conjunto de periodos de tiempo, denotado por 7.

» El conjunto de recursos operacionales (por ejemplo, aquellos asociados a la
extraccion o el procesamiento), denotado por R.
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= La tasa de descuento, denotado por «.

= El valor descontado del bloque b en el periodo t, denotado por vy, la cual puede

obtenerse a partir de la siguiente férmula:

1 t
Upt = Up - lra/)

(2.29)

» Las disponibilidades minima y maxima del recurso operacional r en el tiempo

t, denotadas por C; y C, respectivamente.

= La cantidad de recursos operacionales requeridos para extraer el bloque b para

la operacion r, denotada por gp,.

= La decision de extraer el bloque b en periodo ¢, denotado por x;.

De esta manera, el problema se formula clasicamente de la siguiente manera:

(CPIT™) max Z Z Upt * Tir

Tht

beB teT
s.a. ZQI},T < Zl‘b/ﬂ Vb e B, b e Bb, telT,
<t T<t
> aw <1,  VbheB,
teT

C;tSZQbrl'thC;, VteT, reR,
beB
xp €40,1}, Vbe B, teT.

(2.30)
(2.31)
(2.32)

(2.33)

(2.34)

En esta formulacién, la ecuacién (2.30) maximiza el VAN, considerando la tasa de
descuento sobre los flujos de dinero en cada periodo. La ecuacién (2.31) establece
restricciones de precedencia. La ecuacion (2.32) asegura que un bloque solo pueda
ser extraido una vez, asignando una variable al periodo especifico de extraccion. La
ecuacion (2.33) impone limites de capacidad en el consumo de los recursos opera-
cionales. Finalmente, la ecuacién (2.34) define la naturaleza binaria de las variables,
donde zy; = 1 indica que el bloque b fue extraido exactamente en el periodo t, y 0

en los demés casos.
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(1) (i)

Figura 2.7: Comparacion del comportamiento de las variables xzy; para un bloque b
extraido exactamente en tiempo ¢t = 3 dependiendo de la formulacién: (i) (CPIT*);
(ii) (CPIT).

Esta formulaciéon es ampliamente utilizada en la literatura, como se observa en Es-
pinoza et al. (2013). Sin embargo, en este trabajo se empleara una formulacién equi-
valente que permitird interpretar los resultados en su version relajada. La segunda
formulacién del problema se plantea como sigue:

(CPIT) mMAax Z Z Upt + (Tpr — Tpt—1) (2.35)

Tt

beB teT
s.a. Ty < Ty, vbe B,V eBy,teT, (2.36)
Tpi—1 < T, Vb e B, teT, (237)
Cry > aulaw —aw_1) <Cjy,  VteT,reR,  (238)

beB
xyp € {0, 1}, VbeB,teT. (2.39)

En esta formulacién, las variables xp; tienen la siguiente interpretacion: xp = 1 si
el bloque b fue extraido en un periodo menor o igual a ¢, y es 0 en caso contrario.
La restriccién (2.37) establece que, si un bloque fue extraido en un periodo anterior,
debe mantenerse como extraido en los periodos siguientes. La Figura 2.7 representa
el comportamiento de las variables para cada formulacién.

Si zj, es la solucion 6ptima del problema (CPIT), entonces el periodo de extraccién
tp para cada bloque b € B se determina mediante la siguiente expresion:

tp =min{t € T : xp; = 1}. (2.40)

A diferencia del problema (UPIT), este problema es fuertemente NP-dificil, lo que
lo hace computacionalmente complejo (Espinoza et al., 2013). En este contexto,
la metodologia propuesta por Chicoisne et al. (2012) utiliza la solucién relajada
del problema de programacion lineal, permitiendo resolver el problema en tiempos
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O |—=|0|—=|0.2[—|0.3|—|05 0 |—=|0|—=]0.2]—=(0.5—] 1
t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
(i) (ii)

Figura 2.8: Comparacion del comportamiento de las variables xy; para un bloque b
donde se extrae el 20% ent = 3,30% ent =4 y 50% en t = 5, dependiendo de la
formulacién: (i) una version relajada de (CPIT*); (ii) (R-CPIT).

computacionales factibles y estimar el tiempo esperado de extraccién. El problema
relajado puede formularse de la siguiente manera:

(R-CPIT)  max » > vy (2 — 1) (2.41)

Tht

beB teT
s.a. Tyt < Ty, Vb e B, b e By, teT, (242)
Tp—1 < T, Vb e B, telT, (243)
C, < qur(xbt —ap) < CY, VteT,reR, (2.44)
beB
zp € [0, 1], VbeB,teT. (2.45)

En esta formulacién, las variables xy; se interpretan como los porcentajes acumulados
de extraccion del bloque b hasta el periodo ¢, con valores que pueden variar entre 0 y
1. El algoritmo BZ (Bienstock y Zuckerberg, 2009) fue usado para resolver (R-CPIT).
Si z}, es la solucién éptima del problema (R-CPIT), entonces el periodo de extraccion
esperado ET}, para cada bloque b € B esta dado por

T
ETy =Y t-(cj —af )+ (T+1)-(1—ajy), VbeB  (246)
t=1

The precedence constrained production scheduling problem

El problema de agendamiento de la produccion con restricciones de precedencia (pre-
cedence constrained production scheduling problem, PCPSP) es una generalizacién
del problema (CPIT) que no solo determina si un bloque debe ser extraido, sino
también si, una vez extraido, se enviard a la planta de procesamiento o al vertedero.
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En este caso, se agrega una segunda variable, denotada por Y4, que representa la
cantidad del bloque b enviada al destino d en el periodo ¢t. Se debe asegurar de que un
bloque solo se envie a una instalacién de procesamiento si ha sido extraido. De esta
forma, también estamos determinando la ubicacién a la que se envian estos bloques.
A continuacién, se presenta la notacién utilizada:

El conjunto de periodos de tiempo, denotado por 7.
El conjunto de destinos, denotado por D.

El conjunto de recursos operacionales (por ejemplo, aquellos asociados a la
extraccion o el procesamiento), denotado por R.

La tasa de descuento, denotado por a.

El valor descontado del bloque b si se dirige al destino d en el periodo ¢, deno-
tado por vg, la cual puede obtenerse a partir de la siguiente formula:

1 t
Updt = Ubd ( ) : (2.47)

1+«

Las disponibilidades minima y maxima del recurso operacional r en el tiempo
t, denotadas por C; y C.t, respectivamente.

La cantidad de recursos operacionales requeridos para extraer el bloque b en el
destino d para la operacion r, denotada por g,

Los coeficientes de restriccion arbitrarios en las restricciones generales laterales,
denotado por A.

Los limites arbitrarios maximos de restricciones generales laterales, denotados
por a” y a~, respectivamente. Posteriormente, se especificard la utilidad de
estos parametros.

La decisién de extraer el bloque b en periodo ¢, denotado por .

La cantidad del bloque b enviado al destino d en periodo t, denotado por pg:.
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De esta forma, el problema puede formularse como:

(PCPSP) max Z Z Z Ubdt * Ybvdt (248)

Tht

beB deD teT
s.a. > wy <Y ay.,  VbEBVEB,teT, (2.49)

<t T<t

Ty =Y Y. VbEB LET, (2.50)
deD

> my <1, VbeBteT, (2.51)

teT

C, < qu(xbt — 1) < CH, VteT,re R, (2.52)
beB

a” < Ay <a', (2.53)

Ypar € {0, 1}, VbeB,de D, teT, (2.54)

xp €40,1}, Vbe B, teT. (2.55)

La restriccién (2.53) permiten modelar situaciones regidas por situaciones técnicas,
como por ejemplo, representar una restricciéon de ley minima para todos los tipos
relevantes de mineral en cada periodo de tiempo. Asi, por ejemplo, una planta de
procesamiento podria aceptar solo un conjunto de bloques en un periodo de tiempo
dado que cumplan con un nivel minimo de cobre y un nivel maximo de arsénico. Un
ejemplo de modelacién se presenta en Espinoza et al. (2013).

Para el caso especial en el que eliminamos las restricciones (2.53) y fijamos el destino
para cada bloque b, el (PCPSP) se reduce a (CPIT). En otras palabras, en ausencia
de esta restriccion, el (PCPSP) puede considerarse como una relajacion de (CPIT)
en la que el destino de cada bloque no esta determinado inicialmente.
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Capitulo 3

Delimitacion y objetivos del
problema

La planificacién minera a largo plazo es un proceso complejo. Para abordar esta com-
plejidad, cominmente se descompone el problema en subproblemas que se resuelven
de forma independiente, lo que puede llevar a soluciones suboptimas desde una pers-
pectiva global. Este trabajo se enfoca en la etapa de seleccién y disenio de fases (ii),
la cual depende en gran medida de la experiencia del equipo técnico para determi-
nar la secuencia Optima de extraccion que maximice el VAN, quienes utilizan una
serie de reglas empiricas sobre los pits anidados obtenidos mediante la metodologia
desarrollada por Lerchs y Grossmann. Segin Meagher et al. (2014), los principales
problemas identificados que afectan la optimizacion de esta etapa son:

1. No se consideran los requerimientos de leyes o calidad de los parametros.

2. No se tiene en cuenta la incertidumbre en las leyes estimadas en el modelo de
bloques.

3. El “problema del gap”, que se refiere a grandes variaciones de tamafio en la
seleccion de fases.

4. No se considera la dimension temporal del problema, lo que no permite consi-
derar la tasa de descuento sobre los flujos de dinero.

Estos problemas surgen en las combinaciones posibles de pushbacks obtenidos a
través de la generacion de pits intermedios por revenue factor. Las opciones se ven
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limitadas al considerar solo una base de pits generada por la metodologia de Lerchs
y Grossmann.

Es importante destacar que, una vez desarrollada la secuencia de extraccién de un
proyecto minero, los ajustes posibles son limitados. Esto resalta la relevancia de la
etapa de seleccion de pushbacks en la planificacién minera (Consuegra y Dimitrako-
poulos, 2010).

3.1. Hipbtesis

Se plantea que la automatizacion de la selecciéon de fases en la planificacién minera,
basada en objetivos econdémicos a partir de la inclusion de la dimension temporal,
mejorara significativamente la calidad de las decisiones durante la etapa de seleccion
de pushbacks. Ademas, aumentar las posibles fases presentes en la automatizacion
deben reflejarse en un disefio de fases con tonelajes mejor distribuidos, que maximi-
cen el beneficio econémico en comparacion con los métodos tradicionales, los cuales
dependen de la experiencia técnica y la seleccion manual.

3.2. Objetivos

3.2.1. Objetivo General

Desarrollar una metodologia integrada para la seleccion automatica de pushbacks en
mineria a cielo abierto, que incorpore el valor del dinero en el tiempo y extienda
los pits intermedios mediante un modelo de programacion lineal entera mixta, con
el fin de maximizar el beneficio neto y mejorar la calidad de las decisiones en la
planificacién minera.

3.2.2. Objetivos especificos

1. Definir criterios geométricos y econémicos que permitan la seleccion automatica
de pushbacks, validados por un equipo de planificacion minera.

2. Desarrollar condiciones necesarias y suficientes para la generaciéon de pits alter-
nativos, utilizando diferentes dimensiones temporales y espaciales, asegurando
que cumplan con el principio de anidamiento.
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3. Generar una extension de pits alternativos, combinando familias de pits ge-
neradas por distintos criterios geométricos y econdémicos, para aumentar las
posibles soluciones factibles.

4. Desarrollar un modelo de optimizacién, basado en programacion lineal entera
mixta, que permita la seleccién automatica de pushbacks, integrando los pits
alternativos generados previamente.

5. Validar el modelo integrado utilizando modelos de bloques que representen dis-
tintos tipos de yacimientos, y evaluar su rendimiento en términos de factibilidad
de la selecciéon de fases, eficiencia econémica, y velocidad de céalculo.

6. Comparar los resultados del modelo automatizado con los métodos tradiciona-
les, evaluando la factibilidad operativa de los resultados obtenidos y su poten-
cial para mejorar la toma de decisiones en la planificacién minera.

3.2.3. Alcances

1. No se considera la incertidumbre geolégica dentro del modelo.
2. No se considera el diseno de rampas para unir los distintos niveles de la mina.
3. No se consideran espacios minimos operacionales dentro del modelo.

4. No se considera el agendamiento de produccion por periodos ni costos de in-
versién como flota de equipos y recambio por término de vida util.
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Capitulo 4

Revision de Literatura

4.1. Metodologias para obtencion de pits anidados

Lerchs y Grossmann (1965) propusieron el primer enfoque mateméatico para determi-
nar el limite 6ptimo de un pit: el método LG. Los principales inconvenientes de este
método son su complejidad tanto en la comprensiéon como en la programacion, ya que
el proceso de normalizacion, necesario para resolver el problema de relocalizacion,
consume demasiado tiempo. Ademads, introdujeron la técnica de parametrizaciéon, que
consiste en modificar los valores de una determinada variable para generar multiples
pits dentro del mismo pit final. Sin embargo, este enfoque puede presentar el proble-
ma de que el tamano de los pits generados varie de manera erratica, creando grandes
diferencias de tamano entre los pushbacks y volviéndolos poco practicos, lo que es
comuinmente conocido como “gap problem”.

Pana (1965) y Carlson et al. (1966) describen el método del cono flotante. Utilizando
esta metodologia y parametrizando alguna de las variables del modelo de bloques, es
posible obtener un conjunto de pits anidados dentro del pit final. Variaciones de este
método han sido propuestas por Wright (1999), Khalou (2007), Elahi et al. (2012) y,
mas recientemente, por Ares et al. (2022).

Vallet (1976) desarrolla una variante del algoritmo de LG que produce una serie
de pits anidados. En cada etapa (o paso), se busca el pit con la mayor relacién de
beneficio/volumen entre todos los pits factibles en el grafo. Una vez encontrado dicho
pit, el paso se completa y el pit se extrae del grafo, logrando asi un nimero finito de
pits anidados.

Seymour (1995) modifica el algoritmo de LG incorporando como pardmetro el volu-
men del pit. Esta modificacion sigue la misma metodologia que el algoritmo de LG,
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pero incluye la parametrizacion. Estos pits pequenos se crean al parametrizar una
variable en cada uno de los bloques del modelo econémico, lo cual en este caso se
logra variando el volumen del pit.

Dagdelen y Frangois-Bongargon (1982) y Dagdelen y Johnson (1986) propusieron un
enfoque diferente, reemplazando los pardmetros econémicos (precio del metal, costo
de extraccién, leyes de corte, entre otros) por el contenido de mineral y la cantidad de
metal recuperable. Presentaron un algoritmo que genera una serie de pits anidados,
parametrizando el contenido total de metal y el volumen del incremento del pit. Un
pit pertenece a la parametrizacion si contiene la mayor cantidad de metal recuperable.

Wang y Sevim (1995) propusieron un algoritmo que produce una serie de pits ani-
dados de manera que el nimero de bloques entre dos pits consecutivos no exceda
un valor fijo. Esto tiene como objetivo superar el “gap problem”, evitando grandes
diferencias en los tonelajes a extraer entre pits consecutivos y generando resultados
mas realistas y aplicables en la practica.

Ramazan y Dagdelen (1998) desarrollaron el algoritmo de diseno de pushback de
relaciéon minima de extraccién. Este algoritmo superpone los pushbacks obtenidos
con este nuevo enfoque a los pushbacks obtenidos por métodos convencionales que
maximizan el beneficio para un cierto volumen de mineral. Esto permite seleccionar
pushbacks con el mayor beneficio econémico y la menor relacién de extraccion.

Picard (1976) demuestra que el problema del pit final es equivalente a un problema
de clausura maxima, el cual puede reducirse a su vez a un problema de corte minimo,
permitiendo el uso de algoritmos eficientes para el problema de flujo maximo. Chan-
dran y Hochbaum (2009), Hochbaum (2001), Hochbaum y Chen (2000) y Hochbaum
(2008), demuestran que el algoritmo de LG puede usarse como un algoritmo de re-
des de flujo, generando multiples pits anidados mediante la repeticiéon del algoritmo
de pseudoflow para cada revenue factor, obteniendo resultados mas rapidos que el
algoritmo de LG.

A lo largo de los anos, se han propuesto diversas metodologias para la generaciéon
de pits anidados, cada una de ellas se basa en una sola dimensién (una familia de
pits), como el revenue factor, el volumen del pit o la parametrizacién del contenido
de metal. Sin embargo, ninguna de estas metodologias propone combinar distintas
familias de pits, lo que resulta en una base limitada para el proceso posterior de
seleccion de pushbacks.

Jélvez et al. (2020) propone un nuevo enfoque para generar mas de una familia de
pits anidados. Ademas de generar pits utilizando la metodologia tradicional con re-
venue factor, también obtiene otras familias de pits mediante el tiempo de extraccién
esperado (ET), considerando la tasa de descuento y el impacto econdémico en el be-
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neficio final de cada bloque (VAN). Ademads, en ambos casos, se consideran distintas
profundidades para aumentar ain mas la cantidad de pits anidados. Aunque este
enfoque aumenta la cantidad de pits generados, se limita al proceso de obtencién de
pits anidados y no aborda el proceso de seleccién de pushbacks.

Morales et al. (2023) propone el primer modelo de optimizacién para la obtencion de
pits anidados que considera restricciones de espacios minimos operacionales en los
sectores mas profundos del pit. A pesar de generar pits factibles operacionalmente,
se limita a utilizar la metodologia de LG (con una penalizacién en el modelo para
imponer los espacios minimos operacionales) sin expandirse a otras dimensiones.

4.2. Selecciéon automatica de pushbacks

Jélvez et al. (2020) propone un nuevo modelo para seleccion de pushback utilizando
programacion lineal de enteros mixta. El modelo selecciona pushbacks a partir de
una familia de pits anidados y considera limites de mineral y estéril para garantizar
una correcta planificaciéon de produccion. Sin embargo, su enfoque se centra Unica-
mente en respetar la relacién de extraccion de mineral/estéril dentro del programa
de produccion.

Bai et al. (2018) proponen un enfoque basado en la aplicacién iterativa de operado-
res geométricos para generar pushbacks factibles que respeten los anchos minimos de
banco y de profundidad. Aunque su metodologia permite obtener pushbacks operati-
vamente factibles, solo utiliza pits anidados calculados variando el precio del metal,
lo que limita la base utilizada para la seleccion.

Yarmuch (2020) desarrollan un modelo matemdtico basado en programacion de en-
teros binaria para la generaciéon de pushbacks, considerando restricciones como el
ancho minimo de extraccion y los requerimientos de conectividad entre fases. Ade-
mas, incluyen una rampa para cada pushback que conecta la parte mas profunda con
la superficie. A pesar de obtener resultados similares a los del método convencional
(seleccién de pushbacks mediante criterio de un ingeniero planificador), su modelo se
limita a modelos de bloques de un tamano reducido y no optimiza simultaneamente
los pushbacks y la programaciéon de la mina, por lo que no considera el VAN dentro
del modelo.

Nancel-Penard y Morales (2021) presenta un modelo de programacion lineal entera
para generar el pit final, considerando anchos minimos para el sector mas profundo de
la mina. Definen una propiedad de suavizamiento para asegurar que haya suficiente
espacio para moverse entre las diferentes zonas profundas del pit. Utiliza su modelo
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de programaciéon para una secuencia de pushbacks a través de una modificacion
de la metodologia de LG. Su modelo selecciona pushbacks a partir de pits obtenidos
parametrizando el precio del metal, sin considerar otras variables de parametrizacién
que podrian generar un mayor beneficio econémico al momento de generar la seleccion
de pushbacks.

4.3. Agendamiento de produccion

Una metodologia alternativa a la propuesta tradicional de Lerchs y Grossmann (1965)
es la presentada por Johnson (1968) y Johnson (1969) conocida como Agendamiento
Directo de Bloques (DBS). En este enfoque, también se han desarrollado trabajos
que incorporan espacios minimos operacionales como restricciones dentro de la me-
todologia.

Cullenbine et al. (2011) introducen una variante del modelo DBS, permitiendo la
inclusion de espacios operacionales en la parte mas profunda de la mina median-
te restricciones de precedencia entre bloques adyacentes, que forzan la extraccién
de al menos un bloque adyacente del bloque extraido en el mismo banco. Deutsch
(2019) presenta técnicas basadas en la satisfabilidad booleana para el agendamiento
de produccién con restricciones de espacios minimos operacionales, optimizando el
programa de produccion al considerar estas restricciones. Sin embargo, la metodo-
logia no es aplicable en problemas mineros de gran escala. Nancel-Penard y Jelvez
(2023) proponen un modelo de programacion lineal entera con una heuristica de
descomposicion para los requerimientos de espacios minimos operacionales, garanti-
zando la seguridad de las paredes del pit y las restricciones operativas, aunque esta
limitado por el tamafio de la instancia. Yarmuch y Sepulveda (2024) presenta un en-
foque novedoso para abordar el problema de agendamiento de la produccién minera
a cielo abierto con restricciones de espacios minimos en el contexto de la planificacion
a medio plazo.

Ademas, existen metodologias que incorporan espacios minimos operacionales para
el diseno de pits finales o pushbacks. Deutsch et al. (2023) presentan un algoritmo de
programacion dindmica para espacios minimos entre pushbacks, abordando el “gap
problem” en el disefio resultante. Nancel-Penard y Morales (2021) amplian un mode-
lo de programacion lineal entera para el diseno de pits, incorporando restricciones de
ancho minimo y consiguiendo disenios operativos suavizados. Yarmuch et al. (2021) se
enfocan en el ancho minimo y la continuidad para la generacion de pushbacks usando
templates rectangulares y restricciones de flujo, mientras que Yarmuch y Rubinstein
(2023) proponen un método de agrupacién de burbujas de jabén (soap-bubble) para
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obtener formas eficientes de pushbacks. Sin embargo, estas metodologias no incorpo-
ran el agendamiento de produccion dentro de su modelo, limitandose al problema de
diseno de secuencias mineras.

Una de las ventajas del enfoque DBS es que se basa en modelos de optimizaciéon que
toman en cuenta el valor del dinero en el tiempo (tasas de descuento), las capacidades
de procesamiento y extraccién minera, y la optimizacién de leyes de corte, aspectos
relevantes que no fueron considerados en los estudios iniciales de la metodologia de
LG, pero que si han ido incorporandose en estudios mas recientes como el de Jélvez
et al. (2020), donde se limitan las capacidades de mina y planta dentro del modelo.
Sin embargo, estas metodologias, a pesar de incorporar restricciones de espacios
minimos operacionales dentro del modelo de agendamiento, resultan en programas
impracticos. Dado que las decisiones del modelo se realizan a partir de un analisis
bloque por bloque, la solucién tiende a “picotear” la mina, extrayendo bloques de
distintas locaciones en periodos diferentes y requiriendo ajustes para generar planes
de produccion factibles.
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Capitulo 5

Metodologia

En este capitulo, se establece la metodologia para la seleccion automatica de push-
backs. Asumiendo un modelo econémico de bloques, los principales pasos se resumen
a continuacion:

1. Delimitacion del pit final: Se define la fosa final que serd extraida. Este paso
dependera del problema de pit final a resolver, considerando los objetivos y
restricciones especificos.

2. Cdlculo de tiempo esperados de extraccion: Un aspecto importante de esta me-
todologia es la incorporacion de la dimensién temporal, relevante para estimar
el VAN en pasos posteriores.

3. Generacion de pits intermedios, anidados a partir de distintas familias de pits,
tales como las generadas mediante:

a) Revenue factors.

Tiempo de extraccion esperado.

)
b) Limites de profundidad (bancos).
c)

)

d

Extension de pits intermedios a partir de otras familias de pits, utilizando
operaciones como la interseccion.

4. Seleccion automdtica de pushbacks, a través de un modelo de programacion
lineal entera mixta que maximiza el VAN, sujeto a restricciones operacionales.

Es importante destacar que esta metodologia es flexible y permite la incorporacién de
distintos enfoques para abordar cada uno de los pasos mencionados. Esto implica que

37



se pueden utilizar métodos alternativos a los presentados en cada etapa, lo que podria
llevar a resultados variados dependiendo de los parametros y objetivos establecidos.

5.1. Delimitacion del pit final

La metodologia requiere, en primer lugar, delimitar la fosa final de extraccion, la cual
se obtiene resolviendo el problema de pit final en alguna de sus variantes. Por ejemplo,
el problema (UPIT) se enfoca en maximizar el beneficio total, sujeto inicamente a
restricciones de precedencia. Sin embargo, es posible incorporar otros parametros y
restricciones geotécnicas que influiran en la forma final del pit.

Un ejemplo de este dltimo enfoque se presenta en Morales et al. (2023), donde se
introduce el concepto de precedencia débil. Este concepto se aplica a bloques cercanos
que, aunque no son requeridos para la extraccién, al ser removidos, permiten reducir
el costo de extraccion de un bloque al satisfacer los requisitos de anchos operativos.
En lugar de tratarse como una restriccion, esta reduccién se modela como una pena-
lizacién que refleja el costo adicional de utilizar equipos mas pequefios para excavar
en areas estrechas. Se define (), como el conjunto de precedencias débiles del bloque
b. El costo adicional se asume como un valor ¢, > 0, para b” € Q. De esta forma,
se define el problema (UPITY) que se formula como sigue:

(UPIT+) HI;?;X Z (Ub Ty — Z Cb,b”?/b,b”) (51)

beB b EQy
S.a. Ty < Ty, Vb e B, Ve By,
Ty — Ty < Ypprs VbeB, V' € Q,,

zp € {0, 1}, Vbe B,
€ {0, 1}, vbe B,V € Q,.

T = W N
= D =

(5.
(5.
(5.
(5.

A partir de este proceso, se obtendra el pit final, el cual serd denotado como Pp.

5.2. Calculo de tiempo esperados de extraccion

La dimensién temporal en la planificacién minera proporciona informacién crucial
para definir la secuencia 6ptima de extraccion. Tradicionalmente, este atributo se
incorpora después de la seleccion de los pushbacks. Sin embargo, en esta metodologia
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se propone integrar los tiempos de extraccion directamente en el proceso de selecciéon
de pushbacks, permitiendo una estimacion mas precisa del VAN,

El problema (CPIT) aborda este paso de manera directa, aunque debido a la com-
plejidad computacional involucrada, es posible calcular los tiempos esperados de ex-
traccion utilizando la solucién del problema (R-CPIT). Alternativamente, se pueden
emplear otras metodologias, como considerar problemas mas complejos, por ejemplo.
(PCPSP) o una versién relajada de este, o bien utilizar modelos méas simples para
estimar los periodos de extraccion, como utilizar el nimero de bloques presentes en
el conjunto de precedencia. En el trabajo de Bai et al. (2018), se propone una secuen-
cia simple basada en la extraccién de bloques de niveles superiores a inferiores y de
este a oeste, descontando el valor del bloque segiin una tasa de descuento geoldgica.
Aunque esta estrategia se aplica desde la seleccién de fases, puede desarrollarse una
extension para integrarla en el proceso completo.

5.3. (eneracion de pits intermedios

A continuacién, se deben generar pits intermedios que serviran como base para el
modelo de programacién lineal que se definird posteriormente. En esta seccion, se
describen algunas estrategias para la generacion de estos pits intermedios, los cuales
deben estar contenidos dentro del pit final. Estos pits se utilizaran para definir los
pushbacks, que luego seran seleccionados en funcién de criterios técnicos con el ob-
jetivo de maximizar el VAN y, al mismo tiempo, reducir las diferencias de tonelaje
(minimizando asi el problema del gap), lo que permite generar planes de produccién
factibles. Es importante destacar que, idealmente, se deben mantener los mismos
objetivos y restricciones considerados en la Seccion 5.1, para asegurar la coherencia
entre los pits intermedios y el pit final.

En primer lugar, introduciremos el concepto de anidamiento.

Definicién 5.3.1 (Anidamiento de pits). Se dice que una familia finita de pits P =
{PZ»}?LO es anidada si es creciente en términos de conjuntos, es decir, para cualquier
par de indices i,5 € {0,1,..., N} tal que i < j, se tiene P; C P;.
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5.3.1. Familias de pits intermedios
Pits intermedios por revenue factor

Como se mencion6 en la Seccién 5.1, es posible generar pits anidados mediante la
parametrizacién del precio del metal en la Ecuacién (2.20) para la valorizacion de
bloques. Por ejemplo, para un revenue factor A, con 0 < A < 1, se resuelve el problema
(UPIT,), generando asi la familia de pits definida por:

P,={be Bz, =1, x; solucién de (UPIT,)}, Vi=0,1,...,N. (5.6)

donde X = ﬁ y donde N es el ntimero de pits anidados a generar. Es importante
destacar que el problema a resolver tiene una relacion estrecha con el paso anterior,
por lo que se debe utilizar el mismo problema presentado previamente. El trabajo
de (Morales et al., 2023) también presenta un método para obtener pits intermedios
por revenue factors bajo las mismas consideraciones mencionadas previamente.

Pits intermedios por tiempo esperado de extraccién

A partir de los tiempos de extraccion esperados obtenidos en el paso anterior, una
familia de pits es generado como sigue:

o
P, = {beB:ETbg ZT} Vi=0,1,..,N, (5.7)

donde N es el nimero de pits intermedios a generar. Observe que los pits generados
por esta metodologia son anidados, pues para i,j € {0,1,..., N} con i < j, se tiene

Pi:{bEB:ETbg%} (5.8)

Pits intermedios por profundidad

Es posible generar pits intermedios utilizando la estructura de bancos presentes en
el modelo de bloques. Este método puede realizarse de dos formas:
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1. Umbral de profundidad: Para un limite de profundidad z*, se define el problema
(UPIT.,-) de la siguiente forma:

(UPIT,~) max Z Vp + Tp (5.9)
" beB(Y)

s.a. zp < Xy, Vb e B(z*), b € By, (5.10)

xp € {0, 1}, Vb e B(zY), (5.11)

donde B(z*) corresponde a los bloques cuya coordenada z es mayor que el
umbral de profundidad z*. De esta manera, los pits intermedios se definen
como:

P,={be B:z;, =1, xj solucién de (UPIT,)}, Vi=0,1,...,N, (5.12)

donde:
. 1
Z = Zgtart — N(Zstart - Zend)7 (513)

y N es el nimero de pits intermedios a generar. Los pits intermedios generados
de esta forma son anidados. En efecto:

Teorema 5.3.1 (Anidamento). Sean z} y z5 dos profundidades, con zyax >
2] > 25 > Zmin, donde zmax es la profundidad mds cercana a la superfi-
cie. Sea N el tamano de un modelo de bloques B. Suponga que {xy}oes:r),
{a}}venzs) € {0, 1} son soluciones dptimas de (UPIT.y) y (UPIT.;) respec-
tivamente. Entonces, {Ts}ren(z5) € {0, 1}V definido por

Ty, = max{zy, 2y}, Vb e B(z), (5.14)
también es una solucion optima de (UPIT ;)

Demostracion. Observe que B(z}) C B(z3). Se definen los conjuntos A, A’,
X, Y, Z definidos en 2.12. Por la construccion de los submodelos de bloques,
se tiene X, Y C B(z}) v Z C B(z3). Se probard que X = (). Supongamos por
contradiccion que X es no vacio. Esto implica que extraer los bloques asociados
al conjunto X son rentables, es decir,

> v >0 (5.15)
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Si esta suma fuese cero, entonces {z;} no seria una solucién 6ptima de conjunto
minimo, lo que es una contradicciéon. Luego, se tendria que

Z vbfb:Zbeb—l— Z vpTy > Z (U (5.16)

beB(23) beX beYUZ beEYUZ

Esto significarfa {z}} no es una solucién 6ptima de conjunto minimo para
(UPIT.;), lo que contradice el supuesto inicial. Por lo tanto, se concluye que
X debe ser un conjunto vacio, lo que implica que z, < zj para todo bloque
b € B(z;). Finalmente, esto demuestra que {T}sep(-;) s una solucién 6ptima
de conjunto minimo para (UPIT.;), de lo que se concluye la anidacién de las
soluciones. [

2. Delimitacion por bancos del pit final: Otra forma de generar pits intermedios
anidados es limitar el pit final directamente por bancos. En este caso, los pits
intermedios se definen como:

P’i_{bEPF:ZbZZstart_i'<W)}a VZ:O7177N (517)

donde N es el nimero de pits anidados a generar. El anidamiento se puede veri-
ficar utilizando el mismo procedimiento que se aplica para los pits intermedios
por tiempo esperado de extraccion.

Es importante senalar que, en ambos casos, es posible agrupar bancos para reducir
el nimero de pits intermedios generados, si es necesario.

5.3.2. Extensién de pits intermedios

La metodologia tradicional se basa tinicamente en la propuesta de Lerchs y Gross-
mann, obteniendo los pits intermedios mediante revenue factor. Este enfoque tiene
desventajas significativas, principalmente por la presencia del problema del gap. El
objetivo de la metodologia presentada en este trabajo es ampliar la cantidad de pits
intermedios generados, utilizando distintas familias de pits construidas bajo variados
criterios. Esto permite aumentar el conjunto factible del modelo de programacion
lineal que se utiliza posteriormente.

Primero, es necesario introducir algunos conceptos clave. Una familia que depende de
multiples parametros se denomina familia de pits multi-indezada. Para estas familias,
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redefinimos el concepto de anidamiento y establecemos un orden parcial sobre los
indices. Se usara la siguiente notacion:

D
[J0.1, . Ni} = {0,1,.., Nu} x {0, 1,.., o} x ... x {0, 1, ..., Np} (5.18)
k=1

Definicién 5.3.2 (Orden parcial para multi-indices). Se define el orden parcial sobre
los indices (i1, iz, . .., ip) € [1o_{0, ..., Ni} si existe un incremento en al menos una
de sus coordenadas. Es decir,

jk < Z.ka Vk= ]-7"'7D7
> (i = i) > 0.

Definicién 5.3.3. (Anidamiento de familias de pits multi-indezadas) Se dird que una
familia de pits multi-indexada es anidada si, para todos los indices (iy,ia,...,ip) ¥y

(j1,J2,---,7D) €n Hszl{O, ..., Ny}, se cumple que:

(J1,J2s - -5 Jp) < (i1, i2,...,ip) <= { (5.19)

(.jh.j?a s 7jD) = (ih Zl?v s 7Z.D) — Pj1j2...jD g ‘Pili2---iD' (520)
A continuacién, se presentaran dos metodologias para extender los criterios:

1. Formular y resolver un problema que integre multiples criterios simultanea-
mente. Como ejemplo, se mencionan algunos modelos descritos por Jélvez et
al. (2020) basados en esta idea.

2. Generar familias de pits anidados utilizando operaciones de conjuntos entre
diferentes familias de pits.

Esta metodologia asume que todas las familias de pits coinciden en el pit final y que
cada una de ellas es anidada. En algunos casos, sera necesario realizar modificaciones
a los pits generados para preservar esta suposicion. En la Seccién 5.3.3, se describen
algunas operaciones que permiten resolver estos problemas.

Pits intermedios mediante revenue factors y limite de profundidad

Para generar nuevos pits intermedios, se considera el valor econémico del bloque
escalado por el revenue factor A, con 0 < A < 1, y se imponen restricciones sobre
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los bloques que se encuentran por debajo del umbral de profundidad z. Para esto, se
resuelve el problema:

(UPIT.) maX Z v - 2 (5.21)
beB(z*)

s.a. xy, < @y, Vb e B(z*), b € By, (5.22)
zy € {0,1}, Vb e B(z"), (5.23)

donde B(z*) corresponde a los bloques cuya coordenada z es mayor que el umbral de
profundidad z*, y v} es el valor econémico del bloque b cuando el precio del metal
es escalado por el revenue factor .

De esta manera, los pits intermedios se definen como el conjunto de bloques cuya
extracciéon es viable segin la solucion éptima del problema planteado:

Py ={be€ B(z"): a2, =1, x4 es solucién de (UPIT)}, (5.24)
donde:
; :
A= N; 2* = Zsup — ﬁ(zsup - Zinf)a (525)

para todo i € {0,1,..., N} y j € {0,1,..., M}. Ademds, N y M indicardn el ntimero
de criterios utilizados para revenue factor y profundidad, respectivamente.

Pits intermedios mediante tiempos esperados de extraccién y limite de
profundidad

Para generar nuevos pits intermedios, se considera un horizonte de planificacion
T, una tasa de descuento «, y se imponen restricciones sobre los bloques que se
encuentran por debajo del umbral de profundidad z y de limites de recurso por
periodo. Para esto, se resuelve el problema:

R-CPIT,«) max Upt - (Tpr — 5.26
( 18 be; tze; be - (Tor — Toe—1) (5.26)
s.a. Ty < Ty, Voe B(z*), b € By, teT, (5.27)

Tpi—1 < Tpe, Vbe B(z%),teT, (5.28)

C, < Z Qor (Tpr — Tpe—1) < CF, VteT,re R, (5.29)
bEB(2*)

o €[0,1],  VbeB(z), teT. (5.30)
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donde se siguen la definicién de los pardmetros del problema (R-CPIT).

El tiempo esperado de extraccién para cada bloque se calcula a partir de la solucion
6ptima del problema. Si 7, es la solucién 6ptima de (R-CPIT.,-), entonces el tiempo
esperado por periodo ET; para cada bloque b € B se define como:
T
BTy =St (o — ) + (T +1)- (1 —a3) (5.31)
t=1
De esta forma, los pits intermedios se definen por:

* ) - T
donde:
. J
Z = Zsup — M(Zsup - Zinf)a (533)

para todo i € {0,1,...., N}y j€{0,1,...., M}. Ademas, N y M indican el nimero de
criterios utilizados para tiempos de extraccién esperados y profundidad, respectiva-
mente.

Es importante senalar que, a diferencia del método anterior, este enfoque no ga-
rantiza la generacion de pits anidados. Por lo tanto, sera necesario realizar ajustes
adicionales, como se detalla en la Seccion 5.3.3, para asegurar que los pits generados
cumplan con las propiedades de anidamiento.

Interseccion de familias de pits

Otra metodologia que puede ser utilizada para la seleccion de pushbacks es considerar
la interseccion de distintas familias de pits anidados, obtenidos a partir de diversos
criterios. Supongamos que se tienen D familias de pits anidados, representadas como:

Pr={PF:i=01.,N,J}, Vk=1,..0D. (5.34)
En este caso, cada familia Py se compone de N} pits.

El siguiente teorema establece que la interseccion de estas familias de pits también
es una nueva familia de pits anidados:

Teorema 5.3.2 (Anidamiento de intersecciones de familias de pits). Sean P =
{PZ’Z}Z’;O familias de pits anidados, para k = 1,2,...,D. Definimos la familia P
como todas las posibles intersecciones entre conjuntos de Py, Po, ..., Pp:

=P nP.n---NPY: PF e Fy para todo k} (5.35)

Entonces, P es una familia de pits multi-indexada anidada.

-----

45



Demostracion. Dado que cada Fj es una familia de pits anidada, para cada k, y
(41725 -, dp) =< (i1,12, ..., ip) con ji < i se tiene

k k
PEC P, Vk=1,.,D. (5.36)
Por tanto,
D D
'le7j2ﬁ"'7jD - ﬂ ‘P‘]Iz g ﬂ P’L’Z = -P7:1,7:2,.‘.,'L.D' (5-37)
k=1 k=1
O]

A través de esta metodologia, se obtienen

N = J(N: +1) pits. (5.38)

=1

5.3.3. Consideraciones para la extensiéon de familias de pits
intermedios

Considere P = {P;}Y, como una familia de pits. En algunos casos, la generacién
de pits intermedios no satisface las suposiciones establecidas al inicio. Por ejemplo,
la familia de pits intermedios puede no estar anidada, o el recubrimiento de esta no
coincide con el pit final Pr. Se estudiaran algunos procedimientos para resolver estos
problemas, considerando que la eleccion correcta de estos dependera de la naturaleza
de las familias y los criterios con los cuales fueron generadas.

Estos procedimientos se presentan para familias de pits generadas bajo un solo cri-
terio, pero también pueden extenderse a familias de pits multi-indexadas.

Uniones progresivas

Si la familia no es anidada, se puede considerar el siguiente procedimiento para
obtener una familia de pits anidada:

pr=\JP, Vieo,1,..,N. (5.39)

Jj=0
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Este procedimiento generard pits anidados, pues para i,k € {0,1,..., N} tal que
1 < k, se tiene:

i i k k
E*ZUPJQUPJUUPJ:UR’:P’:' (5.40)
j=0 j=0 Jj=0

j=i+1

Intersecciones regresivas

Similarmente al caso anterior, si la familia no es anidada, se puede considerar el
siguiente procedimiento para obtener una familia de pits anidada:

N
pP;=(\P, Vie{0,1,.. N} (5.41)
j=i
Este procedimiento generard pits anidados, pues para i,k € {0,1,..., N} tal que
1 < k, se tiene:

N k—1 N N
pr=(\P=(\Pn(\PBCS(\P="F Vie{01,..,N} (5.42)
j=i j=k

j=i j=k

Asegurar cobertura completa del pit final

Si algunos pits de la familia estdan estrictamente contenidas dentro del pit final,
se puede generar una nueva familia de pits mediante la intersecciéon de cada pit
intermedio con el pit final:

P*=PNPr, VYie{0,1,.. N} (5.43)

Esto garantiza que cada pit intermedio esté contenido dentro del pit final, asegurando
asi una cobertura completa.

Por otro lado, para garantizar que las familias de pits intermedios cubran comple-
tamente el pit final, se puede anadir un nuevo pit correspondiente al pit final. Es
decir:

P —

P, i€{0,1,..,N}, |
Z { ied b V{0l NNt1} (544

Pp, 1=N+1,

De este modo, se asegura que el pit final esté incluido en la familia de pits intermedios,
garantizando una cobertura total.
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5.4. Modelo de seleccién automatica de pushbacks

Una vez que se establece la familia de pits anidados, el siguiente paso es el siguiente
paso es seleccionar pushbacks o fases. Para esto, es recomendable simplificar el ma-
nejo de los indices multidimensionales de los pits anidados generados por distintas
metodologias. Se convierte cada indice multidimensional en un indice unidimensional.

5.4.1. Simplificacion de indices para pits intermedios

Supongamos que tenemos una familia de pits anidados por D criterios. Sea N el
numero de pits anidados. Para un manejo simplificado de los indices multidimensio-
nales (i1, 19, ...,ip) correspondientes a cada pit generado por la interseccién de estas
familias, se transforma este conjunto de indices en un tnico indice lineal 7.

Para esto, se define la funcién de transformacién @ : Hszl{O, ..., Nk} — {0, ..., N}
dada por
d—1
iy, iz, .rip) = Y _da [ [(Na+1) (5.45)
d=1 k=1

Por ejemplo, para D = 3, se tiene
(il,ig,’ig) - le + iQ(Nl + 1) -+ ’i3<N1 -+ 1)(N2 -+ 1) (546)

Observe que esta funcién es biyectiva, por lo que existird la funcién inversa ®= :
{0,..,N} — Hszl{O, 1,..., Ny }. Para obtener el valor inverso en varias coordenadas,
se puede proceder de la siguiente manera: dado un indice unidimensional 7, se puede
obtener el conjunto de indices multidimensionales (i1, 42, ..., ip) realizando divisiones
sucesivas y obteniendo los residuos. El procedimiento es el siguiente:

Algoritmo 1: Funcién Inversa de Transformacion Unidimensional a Mul-
tidimensional
Requiere: i, N;, Ny,...,Np
Asegura : iy,io,...,ip
1 parad=1a D hacer
2 | g4 i méd (Ng+ 1);
. L i L/ (Na+ 1))
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Criterio 2 Criterio 2

9] © @ © © o o o o o o 91 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99
8] © © o o o o o o o o 81 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
7{ © @ o e o o o o o o 71 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
6 e 06 o 0 0 0o 0o o o o 61 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
5 e o 0o 0 0 0 0 o o o 51 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
4] © @ © © o o o o o o 41 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
3] © ©¢ © o o o o o o o 31 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
2 e o o 0 0 0 0 o o o 21 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
1 e 06 o 0 0 0 0 o o o 1{ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
0 e © © o 0 © o o o o 0 01 2 3 4 5 6 7 8 9
01 2 35 15 6 7 5 g Creel 0132 3 15 6 7 5 g Crteel
(i) (ii)
Criterio 2

9

6

’ 0-99

: 100 - 199

) 200 - 209

1

Y0 1 2 5 4 5 6 |1 |8 o Citol

1

Criterio 3
(iii)

Figura 5.1: Transformaciéon de puntos multidimensionales a valores unidimensiona-
les. (i) Distribucién de indices como puntos para dos criterios; (ii) Enumeraciéon de
indices como puntos al aplicar funciéon de transformacién; (iii) Extensién de planos
de enumeracion para un tercer criterio.
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De esta forma, sea P; el 1-ésimo pit al convertir los indices multidimensional al indice
lineal i, con i € {0,1,..., N}.

Para la posterior generacion de pushbacks, se requiere de un cambio de soporte, reco-
pilando la informacion de los bloques en atributos de pits con estadisticos adecuados.
De esta forma, para cada pit, se consideran los siguientes parametros:

VD;: el valor descontado para el pit P;:

VD =) w- ! ETb. (5.47)
1+«

beB

rton;: el tonelaje total de cada pit P;:

rton; = Z rtony, . (5.48)
beB

oton;: el tonelaje de mineral de cada pushback P;.

oton; = Z otony . (5.49)

rem;: la razon lastre-mineral del pit P;, la cual se obtiene como:

Zbepi (rton; — oton;)

> _pep, OON;

(5.50)

rem; =

ET;: el tiempo esperado promedio de extraccién del pit P;, la cual se obtiene
como un promedio ponderado entre los bloques dentro del pit:

> pep, ETy - 1tomy,

ET, = Zbepi rton,
0, en otro caso.

, i t > 0,
si Y pepItony (5.51)

5.4.2. Definicion de pushbacks y conjuntos

Para automatizar la seleccion de pushbacks, es fundamental caracterizar la familia
de posibles pushbacks. Definimos el conjunto de indices factibles Z como

Z=A{(i,j) €{0,1, ., NP : 7'(j) < (i) } . (5.52)
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Criterio 2

90 91 92 93 94 95 96 97 98 99
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
01 2 3 4 5 6 7 8 9

S = N W e OO N 0o ©

01 3 3 4 5 6 7 § g  Urteriol

Figura 5.2: Vista de pits precedentes (en celeste) y sucesores (en verde) para el pit
44, en el caso de dos criterios.

Este término se extendera para establecer todos los pits que definen una preceden-
cia en términos de pits. A partir de los indices Z, podemos definir el conjunto de
pushbacks factibles F como

F={F;=P\P:(ij) €I} (5.53)

Se puede obtener el nimero de pushbacks factibles generados por la siguiente formula:

ﬁ Ne(Ne +1) (5.54)

2
k=1

En Anexo B, se desarrolla el célculo de la ecuacion (5.54). Observe que la férmula
anterior es de orden O (Hszl N, ,3) El conjunto de predecesores (PREC) y sucesores
(SUC) para cada pushback se definen como:

PREC” = {F’iojo e F = j}, V(Z,j) & I, (555)

SUCZJ = {ono eF:j= Z}, V(Z,j) el (556)

Para la seleccion automatica de pushbacks, se requiere nuevamente de un cambio de
soporte. En este caso, se deben generar los atributos por pushbacks a partir de la

informacion de los pits asociados. De esta forma, para cada pushback, se consideran
los siguientes parametros:
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» VD,;: el valor descontado para el pushback Fj;, dado por:

VD,; = VD, = VD, . (5.57)
= rton;;: el tonelaje total de cada pushback Fj;, dado por:
rton;; = rton; — rton; . (5.58)
» otony;: el tonelaje de mineral de cada pushback Fj;, dado por:

oton;; = oton; — oton; . (5.59)

» remy;: la razén lastre-mineral de cada pushback F;;, dado por:

rem; - rton; + rem; - rton;

,  si rton; +rton; > 0,
rem;; = rton; + rton;

(5.60)
0, en otro caso.

» ET;;: el tiempo esperado promedio de extracciéon del pushback Fj;, la cual se
obtiene como un promedio ponderado entre los pits asociados:

ETl . I‘tOl’li + ETJ : I'tOIlj

ET;; = rton; + rton;

,  si rton; +rton; > 0,
(5.61)

0, en otro caso.

5.4.3. Variables

Las variables relacionadas a la decision de seleccionar o no un pushback dado son:

1, siel pushback Fj; es seleccionado,

! {0, en otro caso. ( )

5.4.4. Funciéon Objetivo

El objetivo final de la planificacion minera es maximizar el VAN, lo cual se logra al
optimizar la secuencia y el momento de la extraccion de los bloques de mineral. Para
estimar adecuadamente el valor econémico a lo largo del tiempo, es necesario ajustar

92



la tasa de descuento por periodos a una aplicable a fases de extraccion. Para esto, se
obtiene la tasa de descuento por pushbacks resolviendo esta ecuacion:

1 Npb 1 T
= 5.63
(H%) (Ha) ’ (5.63)

donde ayy, es el nimero de pushbacks a seleccionar, T' es el horizonte de planificacion
vy « es la tasa de descuento por periodos. Estos dos tltimas deben coincidir con los
utilizados en el calculo de tiempo esperado de extraccion por bloques.

De esta forma, se considera la siguiente funcién objetivo para el modelo de progra-
macién lineal entera mixta:

1 ET;;

5.4.5. Restricciones

1. Estructurales: la seleccion de pushbacks debe ser una particion del pit final.
Por tanto, se deben imponer las restricciones:

a) Pushbacks iniciales y finales: la seleccion de pushback debe considerar un
pushback inicial de la forma Fj, y un pushback final de la forma Fy; en
la particion. Luego,

N
D ap =1 (5.65)
=1
N-1
D an =1 (5.66)
j=0

b) Relacion con pushbacks predecesores: para seleccionar el pushback Fj;,
se debe haber seleccionado también uno y sélo uno de sus pushbacks

predecesores F; ;, € PREC;;.
<Y, T <1 V(i) €T\ {j#0} (5.67)
Figjo €PREC;;

¢) Relacion con pushbacks sucesores: para seleccionar el pushback F;;, se de-
be haber seleccionado también uno y sélo uno de sus pushbacks sucesores
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v <Y Wi <1, Y(i,§) €I\ {i# N} (5.68)

FinOeSUCij

2. Especiales: son restricciones opcionales que afectan algunos atributos, tales
como:

a)

Niumero predefinido de pushbacks: este parametro, definido previamente
en el modelo como ny, se asocia con la siguiente restriccion:

>z =g, (5.69)

(4,9)€T

Esta restriccion puede generalizarse estableciendo un intervalo para el
numero de pushbacks:

Ny < Z T < n;rb. (5.70)

(4,9)€T

— + ’ . . . . 7
donde n_; y ny representan los limites inferior y superior para el ntimero
de pushbacks seleccionados. En este tltimo caso, es recomendable utilizar
el valor nf, en la ecuacién (5.63).

Tonelajes de pushbacks: es necesario limitar la cantidad de roca y mine-
ral para reducir el gap problem. Para esto, se consideran las siguientes
restricciones:
OT; *Tij S OtOIlz‘j L S OT;;, A (’l,j) S I, (571)
RT;] Lij S I'tOHij Lgj S RT+ A (Z, j) < I, (572)

17

donde OTy;, OTZ‘-; corresponden a los limites inferior y superior de tonelaje
de mineral, y RT;, OT;; a los limites inferior y superior de tonelaje total

de cada pushback Fj;, respectivamente.

Determinar los limites adecuados para los maximos y minimos de tonelaje
total y mineral dependera de la distribucién geolégica del yacimiento. En
este caso, una estimacion inicial se realizan de la siguiente manera:

1) El tonelaje total y el tonelaje de mineral del pit final se dividen en
ny, pushbacks.
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2) Se consideran margenes mgrr y mor para cada tonelaje, anadiendo
cierta holgura a los intervalos de tonelaje total y de mineral, respec-
tivamente. Esto se expresa como:

_ rtonpyg rtonyg
RTij = — MprT RT;; = + MR, (573)
U Tpb
_ oton oton
OTij = NO mor , OT;; = Al + mor, (574)
Mpb Tpb

Ademaés, como el ultimo pushback debe finalizar en el pit final, no se le
asigna un limite minimo, ya que debe alcanzar el maximo extraible del
yacimiento. Esto es:

RT,;, sii#N
R = { e AN (5.75)
0, sit =N,

c) Pushbacks con pérdidas: si el pushback no genera ingresos, entonces selec-
cionar implicaria tener pérdidas durante un periodo, lo que no es viable
econémicamente. Para esto, se formula la siguiente restriccion:

Esta restriccién puede generalizar al establecer un umbral minimo de be-
neficios por fase de extraccion, denotado por V'

VDy; @iy 2 Vi, V(i,j) €T (5.77)

d) Relacion esteril-mineral: la relacién esteril-mineral puede ser limitada pa-
ra obtener un retorno rapido de la inversion y tener valores positivos en
los flujos de caja. Esta restriccion puede formularse como:

REM;; < remy; -z; < REM v (i,j) € Z, (5.78)

50

donde REM;;, REM;; corresponden a los limites inferior y superior de la
razoén lastre mineral.

3. Simplificadoras: estas restricciones tienen como objetivo fijar variables para
reducir el espacio de busqueda de las soluciones factibles.

55



)

Fijar pushbacks vacios I: si los primeros K~ < N pits anidados por reve-
nue factors corresponden a pits vacios, entonces es posible fijar las varia-
bles de decision asociadas a aquellos pushbacks en cero. Esto es:

zi; =0, V(i,j)eT.: \i)< K, (5.79)
vy =0,  Y(ij) €L : Aj) <K, j#0, (5.80)

donde la funcién \ es la proyeccién de @1 en la coordenada que representa
el criterio de revenue factor.

Fijar pushbacks vacios II: De manera similar, si a partir del pit KT < N
en adelante se coincide con el pit final, es posible fijar en cero las variables
de decision asociadas a esos pushbacks. Esto se expresa como:

x; =0, V() €I : A\i) > K", i#0, (5.81)

donde la funcién \ es la proyeccién de @1 en la coordenada que representa
el criterio de revenue factor.

Estas restricciones pueden aplicarse a cada una de las familias de pits conside-
radas; sin embargo, generalmente solo es necesario formularlas sobre la familia
de pits generada por el revenue factor.

5.4.6.

Ejemplo de modelo de programacion lineal

A continuacién, se presenta un modelo de programacién lineal basado en las secciones

anteriores.

Este ejemplo se utilizara mas adelante para implementar la metodologia
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propuesta.

, 1\
(PS) max Z Ty (VDij (—1 +%b) ) (5.83)

(4,7)€T
N
s.a. ino =1, (5.84)
=1
N-1
doan =1, (5.85)
7=0
Tij < Z Tigjo < 1, V(i,j) € Z\{j # 0}, (5.86)
FiojOEPRECZ‘j
FiOJOESUCzJ
> @y =5, (5.88)
(4,9)€T
OTZ__] 'xij S OtOIlij 'Iij S OT:;, V (Z,j) - 1-7 (589)
RTy; @y < rtong; -z <RIy, V(i,5) € Z, (5.90)
VDy;-xy; 20, V(i j) €L, (5.91)
l'i]':o7 V(i,j)EI,Z )‘(j)<K_7]7é07 (593)
Tij = 0, V(Z,j) el : )\(2) Z K+, ) 7& 07 (594)
z;; =0, V(i,j)€ZL. : A(j) > K™, (5.95)
Zij € {07 1}7 (Z7j) €z (596)

Los parametros OT~, OT", RT~ y RT™" se asignaran en etapas posteriores durante la
implementacién, pues dependera de cada caso de estudio. Sin embargo, se aplicara el
método presentado en (5.75) para evitar imponer restricciones de capacidad minimas
al ultimo pushback seleccionado.
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Capitulo 6

Implementacién y resultados

Se utiliza la biblioteca Minelink 3.0 desarrollada en el Laboratorio Delphos de la Uni-
versidad de Chile, la cual implementa estructuras de datos para almacenar el modelo
de bloques, los arcos de precedencia y luego generar pits anidados. La biblioteca esta
escrita en C++, pero también existe un wrapper para usarla desde Python 3.7.8.
El modelo se implementa dentro de la biblioteca Pyomo 6.6.2. Se utiliza GUROBI
como solver, versiéon 9.1.2 para la programacion lineal entera mixta. La ejecucion del
codigo se realizé en una maquina con procesador Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2680
v3 @ 2.50GHz y 64 GB de RAM, ejecutando Linux version 4.15.0-213-generic. La
visualizacién se realiza mediante Minelink.

6.1. Casos de Estudio

Para la aplicacion de la metodologia propuesta, se utilizaran dos casos de estudio. Los
datos (a excepcion del tercer caso de estudio) fueron obtenidos de Minelib (Espinoza
et al., 2013), una libreria publica de bases de datos de mineria a cielo abierto, cuyos
datasets estan disponibles en su pagina web.

1. Depdsito de cobre de Arizona (abreviado KD), compuesto de 14.153 bloques.
La ley del cobre se expresa en porcentaje (%).

2. Depdésito de oro McLaughlin (abreviado MCL), compuesto de 112.687 bloques.
El modelo de bloques extendido contiene 2.140.342, pero para efectos del mo-
delamiento se utilizard una version reducida que incluye solo el pit final. La ley
del oro se expresa en onzas por tonelada (oz/ton).
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3. Déposito de porfido de cobre BMT. Debido a consideraciones de confidencia-
lidad no se pueden proporcionar mas detalles. El modelo de bloques contiene
cerca de 400.000 bloques. La ley del cobre se expresa en porcentaje (%).

100000

0

Figura 6.1: Visualizacién del modelo de bloques KD. Fuente: Espinoza et al. (2013).

Figura 6.2: Visualizacién del modelo de bloques MCL. Fuente: Espinoza et al. (2013).
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Los modelos de bloques incluyen atributos como tonelaje de roca y mineral, y leyes
de mineral. En todos los casos, las restricciones geotécnicas, tales como las pendientes
de las paredes del pit, se establecen con un angulo total de 45° y 7 bancos de altura
(cono de precedencia).

La Tabla 6.1 muestra los parametros econémicos y técnicos utilizados para la eva-
luacién econémica de cada uno de los modelos de bloques en la Ecuaciéon (2.4).

Parametro Mina KD Mina MCL Mina BMT
Precio del Metal (P) 2.4 ($/1b) 1100 ($/0z) 2.5 (3/1b)
Costo de Venta (C,) 0.6 ($/1b) 100 ($/oz) 0.4 ($/1b)
Costo de Mina (C,,) 4.0 ($/ton) 1.5 ($/ton) 3.2 ($/ton)
Costo de Procesamiento (C)) 9.0 ($/ton) 8.2 ($/ton) 9.0 ($/ton)
Recuperaciéon Metalirgica (R) 90 % 76 % 90 %
Factor de Conversién (f) 22.0462 (o7%;) - 22.0462 (575

Tabla 6.1: Parametros técnicos y econdémicos para la evaluacion econdémica de los
modelos.

6.2. Delimitacién del pit final

Para delimitar el pit final de los modelos de bloques, se resuelve el problema (UPIT)
utilizando el algoritmo de pseudo-flow. La Tabla 6.2 muestra resultados del ntimero
de bloques presentes en el pit final, junto con el tiempo de computo para resolver el
problema. Las Figuras 6.3, 6.4 y 6.5 presentan la delimitacién del pit final sobre los
modelos KD, MCL y BMT, respectivamente.

Modelo de Bloques | # bloques en pit final | Tiempo de computo
KD 11,266 54ms
MCL 112,687 1s, 369ms
BMT 116,253 1s, 691ms

Tabla 6.2: Resultados de la delimitacién del pit final, desglosado por modelo de
bloques.
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(i) (ii)

Figura 6.3: Vista del pit final en el modelo de bloques KD. (i) Vista en seccién Y =
880; (ii) Vista aérea.

(i) (i)

Figura 6.4: Vista del pit final en el modelo de bloques MCL. (i) Vista en secciéon X
= 40; (ii) Vista aérea.

@ A

(i) (i)

Figura 6.5: Vista del pit final en el modelo de bloques BMT. (i) Vista en secciéon X
= 10735; (ii) Vista aérea.
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6.3. Calculo de tiempos de extracciéon esperados

Para estimar los tiempos de extraccion, se resuelve el problema (R-CPIT) utilizando
el algoritmo BZ implementado en MineLink. Luego, se calcula el tiempo esperado de
extraccion mediante la Ecuacion (2.46). En la Tabla 6.3 se presentan los pardmetros
empleados para ambos modelos de bloques. En la Tabla 6.4 se presentan los tiempos
de computo para resolver este problema para cada modelo de bloques.

Pardametro KD MCL BMT
chrlzonte de planificacion (T') 19 12 12
[anos]

Tasa de descuento () 10% 10% 10%

Capacidad de extraccién (min /
méX) (C;ina,ﬁcgl_ina,t) [MTOH]

Capacidad de procesamiento
(min  / méx) (Choesr Crrocs) | 0.0 /10.0 | 0.0/10.0 | 0.0/17.5

[MTon]

0.0 /20.0 | 0.0/20.0 | 0.0/25.0

Tabla 6.3: Parametros técnicos para el calculo de tiempos de extraccion esperados
por bloque.

Modelo de Bloques | Tiempo de computo
KD 33s, 957ms
MCL 6min, 15s, 980ms
BMT 13min, 59 s, 447ms

Tabla 6.4: Tiempo de computo para obtener los tiempos esperados de extraccion.

6.4. (Generacién de pits intermedios

Para ambos modelos, se generan pits intermedios utilizando el factor de revenue, el
tiempo esperado de extraccién, y limitando la profundidad del pit final. Luego, se
extiende el analisis combinando las familias de pits obtenidas mediante la interseccion
de estos.
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Pits intermedios por revenue factor

Para cada modelo de bloques, se generan 50 pits intermedios aplicando la metodologia
LG, detallada en la seccién 5.3.1. La Figura 6.9 presenta la curva de tonelaje por pit
para ambos modelos, mientras que las Figuras 6.6, 6.7 y 6.8 muestran la visualizacién
de los pits anidados sobre los modelos de bloques KD, MCL y BMT, respectivamente.

Modelo de Bloques | Tiempo de computo
KD 0, 969ms
MCL 41s, 959ms
BMT 39s, 774ms

Tabla 6.5: Tiempo de computo para obtener los tiempos esperados de extraccion.

._,Ilt_“*.ﬁ

() o (ii)

Figura 6.6: Vista de los pits anidados por revenue factor en el modelo de bloques
KD. (i) Vista en seccién Y = 880; (ii) Vista aérea.

(i) (ii)

Figura 6.7: Vista de los pits anidados por revenue factor en el modelo de bloques
MCL. (i) Vista en seccién X = 40; (ii) Vista aérea.
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(i)

Figura 6.8: Vista de los pits anidados por revenue factor en el modelo de bloques
BMT. (i) Vista en seccién X = 10735; (ii) Vista aérea.
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Figura 6.9: Distribucién de tonelajes de pits generados por el criterio de revenue
factors. (i) Modelo KD; (ii) Modelo MCL; (iii) Modelo BMT.

Pits intermedios por tiempo esperado

Para cada modelo de bloques, se considera el atributo obtenido en la Seccién 6.3.
De esta forma se generan 12 pits intermedios a través de la metodologia detallada
en la Seccién 5.3.1. La Figura 6.13 presenta la curva de tonelaje por pit para ambos
modelos, mientras que las Figuras 6.10, 6.11 y 6.12 muestran la visualizacion de los
pits anidados sobre los modelos de bloques KD, MCL y BMT respectivamente.
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(i) (ii)

Figura 6.10: Vista de los pits anidados por tiempo esperado en el modelo de bloques
KD. (i) Vista en seccién Y = 880; (ii) Vista aérea.

~

(i) (ii)

Figura 6.11: Vista de los pits anidados por tiempo esperado en el modelo de bloques
MCL. (i) Vista en seccién X= 40; (ii) Vista aérea.

(i)

Figura 6.12: Vista de los pits anidados por tiempo esperado en el modelo de bloques
BMT. (i) Vista en seccién X= 10735; (ii) Vista aérea.
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Figura 6.13: Distribucién de tonelajes de pits generados por el criterio de tiempo
esperado. (i) Modelo KD; (ii) Modelo MCL; (iii) Modelo BMT.

Pits intermedios por profundidad

Para cada modelo de bloques, se generan pits intermedios utilizando la metodologia
descrita en la Seccién 5.3.1, aplicando la segunda propuesta que limita el pit final
directamente por grupos de bancos. En el modelo KD, se generan 19 pits intermedios,
correspondientes a cada banco presente en el modelo. Para el modelo MCL, se generan
15 pits intermedios, agrupando los bancos en conjuntos de tres. Para el modelo BMT,
se generan 16 pits intermedios, agrupando los bancos en conjuntos de tres y anadiendo
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un banco vacio sobre el modelo de bloques, para obtener una divisiéon entera. La
Figura 6.17 presenta la curva de tonelaje por pit para ambos modelos, mientras que
las Figuras 6.14, 6.15 y 6.16 muestran la visualizacion de los pits anidados sobre los
modelos de bloques KD, MCL y BMT, respectivamente.

(1) (ii)

Figura 6.14: Vista de los pits anidados por tiempo esperado en el modelo de bloques
KD. (i) Vista en seccién Y = 880; (ii) Vista aérea.

(i) (ii)

Figura 6.15: Vista de los pits anidados por profundidad en el modelo de bloques
MCL. (i) Vista en seccion X = 40; (ii) Vista aérea.
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(i) (ii)
Figura 6.16: Vista de los pits anidados por profundidad en el modelo de bloques
BMT. (i) Vista en seccién X = 10735; (ii) Vista aérea.
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Figura 6.17: Distribucién de tonelajes de pits generados por el criterio de profundi-
dad. (i) Modelo KD; (ii) Modelo MCL; (iii) Modelo BMT.

Interseccion de familias de pits anidados

Para la implementacion, se sigue el método presentado en la Seccién 5.3.2: conside-
ramos una familia de pits multi-indexada, generada por las intersecciones de los pits
de la siguiente manera:

Pil,ig,ig = Pil N P7:2 N Pia; (61)
donde:
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» P : conjunto de pits obtenidos por la metodologia tradicional de Lerchs-Grossmann,
considerando revenue factor.

» P, : conjunto de pits obtenidos por la metodologia de tiempo extraccion espe-
rado.

» P,,: conjunto de pits obtenidos por la metodologia de limites de profundidad.

La Tabla 6.6 muestra la cantidad de pits intermedios obtenidos en esta seccion de la
metodologia.

Numero de pits KD MCL | BMT

Revenue Factor 50 50 50
Tiempo Esperado 12 12 12
Profundidad 19 15 16

Interseccién 13.260 | 10.608 | 11.271

Tabla 6.6: Numero de pits anidados por cada método y modelo de bloques.

Esta metodologia aumenta significativamente el nimero de pits en comparacion con
la metodologia LG, ampliando el conjunto factible del modelo de selecciéon de push-
backs. Esto puede conducir a una solucién con una menor variabilidad en los tonelajes
entre pushbacks consecutivos y a un mayor VAN durante la seleccion de pushbacks.

La Tabla 6.7 presenta los tiempos de calculo obtenidos para intersectar entre las
familias de pits generadas previamente. Las Figuras 6.18, 6.19 y 6.20 muestran ejem-
plos de pits obtenidos mediante este método. Las Figuras 6.22, 6.21 y 6.23 muestran
la curva de tonelajes en 2D al considerar dos criterios, manteniendo otro fijo.

Modelo de Bloques | Tiempo de computo
KD omin, 17s, 134ms
MCL 2bmin, 56s, 754ms
BMT 32min, 25s, 767ms

Tabla 6.7: Tiempo de computo para la generacion de pits intermedios mediante la
interseccion de familias de pits.
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i)

(vii) (viii)

Figura 6.18: Vista del modelo KD en Y = 880 de distintos pits de la familia anidados
generada por la interseccién de familias, sobre el pit final. (i) RF = 0.8, ET = 7,
Profundidad = 665; (ii) RF = 0.8, ET = 7, Profundidad = 545; (iii) RF = 0.85, ET
=9, Profundidad = 650; (iv) RF = 0.85, ET = 3, Profundidad = 500; (v) RF = 0.9,
ET = 4, Profundidad = 620; (vi) RF = 0.9, ET = 9, Profundidad = 500; (vii) RF
= 0.8, ET = 11, Profundidad = 665; (viii) RF = 0.85, ET = 6, Profundidad = 500.
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(vii) (viii)

Figura 6.19: Vista del modelo MCL en X = 40 de distintos pits de la familia anidados
generada por la interseccién de familias, sobre el pit final. (i) RF = 0.3, ET = 7,
Profundidad = 12; (ii) RF = 0.3, ET = 7, Profundidad = 18; (iii) RF = 0.34, ET
= 2, Profundidad = 9; (iv) RF = 0.34, ET = 5, Profundidad = 24; (v) RF = 0.34,
ET = 10, Profundidad = 9; (vi) RF = 0.38, ET = 12, Profundidad = 0; (vii) RF =
0.40, ET = 9, Profundidad = 18; (viii) RF = 0.28, ET = 9, Profundidad = 18.
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Figura 6.20: Vista del modelo BMT en X = 10735 de distintos pits de la familia
anidados generada por la interseccién de familias, sobre el pit final. (i) RF = 0.58,
ET = 6, Profundidad = 2045; (ii) RF = 0.88, ET = 6, Profundidad = 1865; (iii)
RF = 0.84, ET = 1, Profundidad = 2045; (iv) RF = 0.84, ET = 12, Profundidad
= 2045; (v) RF = 0.64, ET = 12, Profundidad = 1805; (vi) RF = 0.98, ET = 7,
Profundidad = 2015.
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Figura 6.21: Distribucion de tonelajes por pits generados por la interseccion de cri-

terios, para un tiempo esperado méaximo. (i) Modelo KD; (ii) Modelo MCL; (iii)
Modelo BMT.

5



Tonelajes par pit (Revenue Factor y Tiempo Esperado)

Tonelajes por pit (Revenue Factor y Tiempo Esperado)

— Esteril - Estenl
= Mineral = Mineral

291
931

(uoy) aferRuoL

{uo) aferaug

Tonelajes por pit (Revenue Factor y Tiempo Esperado)

- Esteril
= Mineral

83l

(uon) sleraua

(iii)

Figura 6.22: Distribucién de tonelajes por pits generados por la interseccién de crite-

rios, para una profundidad maxima. (i) Modelo KD; (ii) Modelo MCL; (iii) Modelo
BMT.
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Figura 6.23: Distribucién de tonelajes por pits generados por la interseccién de crite-

rios, para una profundidad maxima. (i) Modelo KD; (ii) Modelo MCL; (iii) Modelo
BMT.
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6.5. Modelo de seleccién automatica de pushbacks

Para realizar la seleccién automatica de pushbacks, se resuelve el problema (PS)
utilizando los pits intermedios obtenidos en el paso anterior. Para comparar los re-
sultados con el método convencional, primero se aplicara sobre los pits intermedios
generados mediante la metodologia LG, y luego se calculara utilizando la extension
de los pits intermedios a través de la intersecciéon de familias de pits.

Se considerard una seleccion de 5 pushbacks, para lo cual, a partir de la Ecuacion
(5.63), se calcula una tasa de descuento por pushbacks de 0.2570. Esta tasa serd
aplica a todas las instancias y a todos los modelos.

6.5.1. Pits intermedios por revenue factor

En esta metodologia, a partir de la familia de pits intermedios por revenue factor,
se resuelve el modelo de programacion lineal considerando solo valores maximos. En
todos los casos, se emplean 50 pits intermedios segtn el criterio de revenue factor,
lo que genera 1275 pushbacks a partir de todas las combinaciones posibles. En esta
instancia, solo se calculan las capacidades maximas de tonelaje, ya que utilizar un
conjunto reducido de pushbacks podria llevar a la infactibilidad del modelo.

Instancia RF KD MCL BMT
Tonelaje total (MTon) (min / max) 0.0 /53.0 | 0.0 /26.0| 0.0 /62.0
Tonelaje de mineral (MTon) (min / max) | 0.0 / 24.5 | 0.0 / 20.0 | 0.0 / 38.0

Tabla 6.8: Valores de restricciones de movimiento de mineral y movimiento de mina
por pushbacks para la Instancia RF.

Para la mina KD, al dividir el tonelaje total de mineral y el tonelaje total del modelo
de bloques entre 5 pushbacks, con un margen del 50 %, se establece un méaximo de
53 MTon para el movimiento de mina y 25 MTon para el mineral, lo que permite
encontrar una solucién factible. El tiempo de computo para este modelo de optimi-
zacion fue de 1 segundo. Sin embargo, aunque el modelo gener6 5 pushbacks dentro
de los limites establecidos, se observo una gran diferencia en los tonelajes entre los
pushbacks 3, 4 y 5, sin lograr superar el gap problem debido a la base limitada de
pits disponibles para la selecciéon. La Tabla 6.9 resume la informacién obtenida por
tonelaje y la Figura 6.24 presenta los graficos obtenidos en esta instancia para el

modelo KD.
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En el caso de la mina MCL, se consideran 5 pushbacks con un margen del 15 %,
estableciendo un maximo de 26 MTon para el movimiento de mina y 20 MTon para
el mineral, logrando asi una solucién factible. El tiempo de cémputo para este mo-
delo de optimizaciéon fue de 5 segundos. En este caso, el modelo logra capturar una
solucion factible, distribuyendo los tonelajes de mineral de manera equilibrada entre
las ultimas 4 fases seleccionadas. La Tabla 6.10 resume la informaciéon obtenida por
tonelaje y la Figura 6.25 presenta los graficos obtenidos en esta instancia para el
modelo MCL.

Para el caso de mina BMT, se consideran 5 pushbacks, estableciendo un maximo de
60 MTon para el movimiento de mina y 30 MTon para el mineral, que corresponden
al primer grupo de restricciones que permiten una solucion factible. En este caso,
se observa una desviacién entre los tonelajes del 25 %, no logrando superar el gap
problem. La Tabla 6.11 resume la informacion obtenida por tonelaje y la Figura 6.26
presenta los graficos obtenidos en esta instancia para el modelo BMT.

N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(4, 7) ($MUSD) (MTon)
1 (30,0) $337,97 30,5 22,2
2 (31,30) $170,83 20,4 16,6
3 (34,31) $235,70 44.1 97.7
4 (39,34) $94.33 56,1 19,1
5 (50, 39) $17,20 25,3 7.2

Tabla 6.9: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados para
la Instancia RF' del modelo KD.

N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(i,7) ($MUSD) (MTon)
1 (11,0) $731,57 15,9 12,5
2 (13, 11) $525,10 24,0 17,7
3 (15, 13) $350,47 25,5 18,3
4 (16, 15) $228,26 24,1 18,1
5 (50, 16) $148,00 23,5 16,6

Tabla 6.10: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados

para la Instancia RF del modelo MCL.
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N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(4,7) (3MUSD) (MTon)
1 (25,0) $828,02 45,2 36,7
2 (29, 25) $413,82 58,0 33,9
3 (35, 29) $183,17 47,6 31,3
4 (42, 35) $104,60 59,6 33,7
5 (50, 42) $24,21 61,6 24,8

Tabla 6.11: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados

para la Instancia RF del modelo BMT.
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Figura 6.24: Resultados de la Instancia RF para el modelo KD: (i) Tonelaje pushback
a pushback; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccién de pushbacks; (iii) Visua-
lizacién en seccion Y = 880 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacién en seccion
7, de pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=0.60, RF
= 0.62, RF = 0.68, RF = 0.78, RF = 1.0.
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Figura 6.25: Resultados de la Instancia RF para el modelo MCL: (i) Tonelaje push-
back a pushback; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccién de pushbacks; (iii)
Visualizacion en seccion Y = 880 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacion en

seccién Z de pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF =
0.22, RF = 0.26, RF = 0.30, RF = 0.30, RF = 0.32, RF = 1.0.
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Figura 6.26: Resultados de la Instancia RF para el modelo BMT: (i) Tonelaje push-
back a pushback; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccién de pushbacks; (iii)
Visualizacién en seccién Y = 880 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacion en
seccion 7Z de pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=

0.5, RF' = 0.58, RF = 0.58, RF = 0.7, RF = 0.84, RF = 1.0.
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Modelo Resultado Instancia RF
N° Pushbacks factibles 156

KD Tiempo de Computo 127ms

Valor Objetivo ($MUSD) | $707,16

N° Pushbacks factibles 157

MCL | Tiempo de Computo 215ms

Valor Objetivo ($MUSD) | $1.608,73

N° Pushbacks factibles 271

BMT | Tiempo de Cémputo 2s, 909ms
Valor Objetivo ($MUSD) | $1.320,00

Tabla 6.12: Comparaciéon de resultados para las instancias segin el modelo de blo-
ques.

6.5.2. Pits intermedios por interseccion de criterios

En esta metodologia, se consideran los pits anidados generados a partir de la intersec-
cion entre pits anidados por factor de revenue, tiempo esperado y profundidad, para
seleccionar los pushbacks que maximizaran el VAN utilizando el modelo de progra-
macion lineal propuesto. Se analizaran dos instancias para cada modelo de bloques
en la seleccion de pushbacks, ajustando las restricciones de capacidad.

A diferencia de la secciéon anterior, reducir el conjunto de busqueda en funcién de
las restricciones de tonelaje produce mejores resultados. Esto se debe a que al incluir
mas pits intermedios basados en diferentes criterios, se logra reducir el problema del

gap.

Modelo de bloques | Numero de pushbacks
KD 25.326.600
MCL 16.399.968
BMT 18.450.627

Tabla 6.13: Valores de restricciones de movimiento de mineral y movimiento de mina
por pushbacks para la Instancia N° 1
Instancia 1

Para esta instancia, se estudiara la inclusion de restricciones de capacidad maximas,
no incluyendo restricciones minimas. En este caso, la Tabla 6.18 indica estos valores
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para cada modelo de bloques.

Instancia N° 1 KD MCL BMT
Tonelaje total (MTon) (min / max) 0.0 /39.0 | 0.0 /25.0| 0.0 /59.0
Tonelaje de mineral (MTon) (min / max) | 0.0 / 24.5 | 0.0 / 20.0 | 0.0 / 40.0

Tabla 6.14: Valores de restricciones de movimiento de mineral y movimiento de mina
por pushbacks para la Instancia N° 1

Para la mina KD, el modelo logra una solucién seleccionando 5 pushbacks con fases
casi constantes en términos de tonelaje de mineral y movimiento de mina en general.
El modelo de optimizacion tard6 45 minutos en encontrar una solucién factible. En los
cuatro primeros pushbacks, la desviacion en los tonelajes de movimiento de mina fue
inferior al 7 %. Para el movimiento de mineral, la desviacién fue menor al 3% en los
tres primeros pushbacks, lo que resulté en un plan con una distribucion equilibrada
de tonelajes entre las fases. Sin embargo, en el pushback N° 4, la cantidad de mineral
disminuyo6 debido a la necesidad de extraer estéril para liberar zonas mineralizadas.

En el caso de la mina MCL, el modelo obtuvo una solucién en menos de 90 minutos,
seleccionando 5 pushbacks con una distribucién de tonelajes entre las fases, con
diferencias menores al 7 %, al igual que en el caso anterior. Similarmente, para la mina
BMT, bajo el mismo tiempo de cémputo se presentan distribuciones comparables
entre el segundo y cuarto pushback con una desviacién del 2 %, aunque con niveles
de mineral por pushback considerablemente variables, con una desviacién del 25 %
en el contenido de mineral.

N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(i,7) (3MUSD) (MTon)
1 (8129,0) $334,06 34,8 23,7
2 (8431, 8129) $259,13 36,2 24,3
3 (9795, 8431) $183,59 36,5 24,4
4 (12139, 9795) $464,56 37,4 9,6
5 (13259, 12139) $316,25 31,7 11,4

Tabla 6.15: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados
para la Instancia 1 del modelo KD.
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N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(4,7) (3MUSD) (MTon)
1 (2332,0) $701,29 15,9 12,5
2 (2975, 2332) $456,72 24,0 17,2
3 (3215, 2975) $256,88 24,8 18,2
4 (3455, 3215) $133,44 24,4 18,4
5 (10607, 3455) $61,78 23,8 16,9

Tabla 6.16: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados
para la Instancia 1 del modelo MCL.

N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(4, 7) ($MUSD) (MTon)
1 (5589,0) $827,65 45,1 36,6
2 (6542, 5589) $414,20 58,0 33,9
3 (8089, 6542) $213,20 58,3 39.2
4 (9891, 8089) $77 81 57.4 30,2
5 (11270, 9891) $20,96 53,1 20,6

Tabla 6.17: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados
para la Instancia 1 del modelo BMT.
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Figura 6.27: Resultados de la Instancia 1 para el modelo KD: (i) Tonelaje pushback
a pushback; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccién de pushbacks; (iii) Visuali-
zacion en seccion Y = 880 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacién en seccién Z
de pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=0.62, ET=3,
PROF=650; RF=0.64, ET=5, PROF=620; RF=0.74, ET=8, PROF=560; RF=0.92,
ET=8, PROF=500; RF=1.00, ET=12, PROF=500.
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Figura 6.28: Resultados de la Instancia 1 para el modelo MCL: (i) Tonelaje pushback
a pushback; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccién de pushbacks; (iii) Visuali-
zacion en seccién X = 40 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacion en seccién Z
de pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=0.22, ET=2,
PROF=9; RF=0.28, ET=3, PROF=0; RF=0.3, ET=5, PROF=0; RF=0.32, ET=7,
PROF=0; RF=1.0, ET=12, PROF=0.
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Figura 6.29: Resultados de la Instancia 1 para BMT: (i) Tonelaje pushback a push-
back; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccion de pushbacks; (iii) Visualiza-
cion en secciéon X = 10735 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacién en sec-
cién Z de pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=0.5,
ET=3, PROF=1895; RF=0.58, ET=7, PROF=1865; RF=0.72, ET=7, PROF=1865;
RF=0.88, ET=9, PROF=1865; RF=1.0, ET=12, PROF=1805.

Instancia 2

Para esta instancia, se estudiara la inclusion de restricciones de capacidad minimas.
En este caso, la Tabla 6.18 indica estos valores para cada modelo de bloques. Es

89



importante destacar que no se aplicaron en la seleccién del ultimo pushback, ya que
se alcanzaria la vida 1util de la mina.

Instancia N° 1 KD MCL BMT
Tonelaje total (MTon) (min / max) | 35.0 / 39.0 | 20.0 / 25.0 | 55.0 / 59.0
Tonelaje de mineral (MTon) (min / max) | 10.0 / 24.5 | 17.0 / 20.0 | 30.0 / 40.0

Tabla 6.18: Valores de restricciones de movimiento de mineral y movimiento de mina
por pushbacks para la Instancia N° 1

Al incorporar un minimo de extraccion de mineral y movimiento de mina dentro del
modelo, se redujo la cantidad de pushbacks factibles en un 96 % para el modelo KD,
en un 97 % para el modelo MCL y en un 97 % para el modelo BMT, lo que a su vez
disminuyo el tiempo de computo necesario para la seleccion.

En el caso del modelo KD, el modelo de programacion lineal tardé menos de 4
segundos en encontrar una solucién factible, con fases casi constantes en términos de
tonelaje de mineral y movimiento de mina en general, y con una reduccién minima
del VAN de solo un 0.6 %. Para los cuatro primeros pushbacks, la desviacién en
los tonelajes de movimiento de mina fue inferior al 7%, mientras que la desviacién
en el movimiento de mineral fue menor al 1% en los tres primeros pushbacks. Los
resultados fueron casi idénticos al caso anterior, logrando una seleccion factible con
una reduccién del 99 % en el tiempo necesario para la seleccién. Sin embargo, en el
pushback N°4, la cantidad de mineral disminuye debido a la necesidad de extraer
estéril para liberar zonas mineralizadas, aunque el tonelaje total de la fase presento
una desviacién menor al 7% respecto a la fase anterior. El resumen de los tonelajes
por cada fase se presenta en la Tabla 6.19.

En el modelo MCL, el modelo de programaciéon tardé menos de 3 segundos en en-
contrar una solucién factible, con una distribuciéon equilibrada de tonelajes entre las
fases seleccionadas. En el iltimo pushback, los tonelajes disminuyen al alcanzar la
vida 1til del yacimiento. Para los cuatro primeros pushbacks, las desviaciones en los
tonelajes no superaron el 12 %. La inclusion de minimos de tonelaje para las fases
permitié una reduccién del 99 % en el tiempo necesario para la seleccién, aunque con
una disminucion del 8% en el VAN. El resumen de los tonelajes por cada fase se
presenta en la Tabla 6.20.

Similarmente, en el modelo BMT, también hubo una reduccién del tiempo de compu-
to con una desviacién del tonelaje del 5% entre los primeros 4 pushbacks selecciona-
dos, alcanzando ademaés las capacidades maximas de procesamiento en planta durante
las primeras fases. El VAN se redujo cerca de un 8 % respecto a la Instancia 1. El
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resumen de los tonelajes por cada fase se presenta en la Tabla 6.21.

N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(4, 7) ($MUSD) (MTon)
1 (8389,0) $341,26 36,3 24,2
2 (8691, 8389) $259,52 36,6 24,4
3 (10056, 8691) $180,82 36,5 24,4
4 (10336, 10056) $37,41 38,9 10,6
5 (13259, 10336) $36,86 28,3 9,9

Tabla 6.19: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados

para la Instancia 2 del modelo KD.

N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(i,7) ($MUSD) (MTon)
1 (2758,0) $576,84 24,6 17,2
2 (3000, 2758) $519,35 23,6 19,3
3 (3435, 3000) $456,04 24.8 17,1
4 (3900, 3435) $349,76 249 18,3
5 (10607, 3900) $110,45 15,1 11,2

Tabla 6.20: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados

para la Instancia 2 del modelo MCL.

N° Pits Valor Tonelaje de Tonelaje de
seleccionados descontado mina (MTon) mineral
(i,7) (3MUSD) (MTon)
1 (6264,0) $697,45 58,0 37,5
2 (7202, 6264) $543,76 55,1 38,1
3 (9208, 7202) $117,81 57,9 30,8
4 (9924, 9208) $161,10 55,0 31,9
5 (11270, 9924) $33,70 46,0 221

Tabla 6.21: Resumen de tonelajes y valor descontado por pushbacks seleccionados

para la Instancia 2 del modelo BMT.
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Figura 6.30: Resultados de la Instancia 2 para KD: (i) Tonelaje pushback a push-
back; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccién de pushbacks; (iii) Visualizacién
en seccién Y = 880 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacion en seccién Z de
pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=0.64, ET=3,
PROF=650; RF=0.66, ET=5, PROF=620; RF=0.76, ET=8, PROF=545; RF=0.78,
ET=9, PROF=545; RF=1.0, ET=12, PROF=500.
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Figura 6.31: Resultados de la Instancia 2 para MCL: (i) Tonelaje pushback a push-
back; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccién de pushbacks; (iii) Visualizacién
en secci6on X = 40 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacién en seccién Z de
pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=0.26, ET=3,
PROF=27; RF=0.28, ET=5, PROF=21; RF=0.32, ET=6, PROF=12; RF=0.36,
ET=9, PROF=9; RF=1.0, ET=12, PROF=0.
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Figura 6.32: Resultados de la Instancia 2 para BMT: (i) Tonelaje pushback a push-
back; (ii) Vista en tres dimensiones de la seleccion de pushbacks; (iii) Visualiza-
cion en secciéon X = 10735 de pushback seleccionados; (iv) Visualizacién en sec-
ciéon Z de pushback seleccionados. Se consideran como pushbacks los pits RF=0.56,
ET=4, PROF=2045; RF=0.64, ET=7, PROF=1955; RF=0.82, ET=8, PROF=1955;
RF=0.88, ET=11, PROF=1895; RF=1.0, ET=12, PROF=1805.

Finalmente, se presenta una comparativa entre ambas instancias en la Tabla 6.22
para ambos modelos de bloques.
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Modelo Resultado Instancia 1 Instancia 2

N° Pushbacks factibles 1.148.530 54.941

KD Tiempo de Coémputo 45m, 14s, 631ms 3s, 919ms
Valor Objetivo ($MUSD) | $696,42 $693,41
N° Pushbacks factibles 571.108 17.295

MCL | Tiempo de Coémputo 1h, 26m, 38s, 854ms | 2s, 815ms
Valor Objetivo ($MUSD) | $1.610,12 $1.480,90
N° Pushbacks factibles 1.779.008 42.786

BMT | Tiempo de Cémputo 1h, 38m, 59s, 360ms | 4s, 524ms
Valor Objetivo ($MUSD) | $1.318,48 $1.232,92

Tabla 6.22: Comparacion de resultados para las instancias segtin el modelo de blo-
ques.
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Capitulo 7

Conclusiones

El trabajo realizado y presentado en las secciones previas demostré cumplir con cada
uno de los objetivos propuestos. En primer lugar, se logra generar una extension para
la generacion de nuevos pits anidados distintos a los obtenidos por la metodologia
tradicional a partir de tres ideas:

1. nuevas familias de pits anidados parametrizando por limite de profundidad,
2. incorporacién de la dimensién tiempo para generar nuevas familias de pits; y

3. intersecciéon entre familias de pits anidados basados en la metodologia tradi-
cional de Lerchs-Grossman con estos pits extendidos para ampliar atin mas el
conjunto factible para la seleccién de pushbacks.

A partir de esta metodologia extendida, se logré aumentar en mas de 200 veces la
cantidad de pits obtenidos por el método convencional. Esto permite entregar més
alternativas para la seleccion de fases para guiar la secuencia de extraccion en la
planificaciéon a largo plazo de la produccion en la mineria a cielo abierto.

Ademas, considerando este aumento de pits para la seleccién de pushbacks, se de-
sarroll6 un modelo de selecciéon automatica basado en la maximizacion del VAN,
con el objetivo de apoyar a los ingenieros planificadores en la elaboracién de mejo-
res planes de produccién. El modelo encontrd distintas soluciones para la selecciéon
de pushbacks, logrando desviaciones minimas de tonelajes entre pushbacks conse-
cutivos, generando resultados factibles operacionalmente y capaces de llevarse a la
practica. Las desviaciones no superaron el 12 % entre pushbacks consecutivos, siendo
un resultado practico para las etapas posteriores de agendamiento de producciéon y
diseno de flota de equipos. Ademas, se desarrollé un modelo que no requiere grandes
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capacidades de memoria computacional, permitiendo obtener resultados en tiempos
factibles y, por lo tanto, aplicable a modelos de bloques de distintos tamanos. La
incorporacién de capacidades minimas de tonelaje redujo considerablemente el nu-
mero de pushbacks factibles, optimizando los tiempos de calculo para la seleccién
automatica.

Para trabajos futuro, algunos desafios que se deberian abordar incluyen:

1. Incorporacion de la incertidumbre geolégica para evaluar distintos escenarios
de acuerdo con posibles cambios en leyes de los modelos de bloques.

2. Consideracién de criterios dentro de las restricciones del modelo, tales como
espacios minimos operacionales para garantizar suficiente espacio para el movi-
miento de los equipos dentro de la mina, o bien conectividad de los pushbacks
seleccionados para evitar el traslado de la maquinaria durante las fases de
extraccion.

3. Agendamiento por periodos basandose en secuencias de extraccion.

4. Estudio y/o desarrollo un algoritmo para resolver el problema de seleccién de
pushbacks.
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Apéndice A
Algoritmos

En este apéndice se profundiza en los métodos de resolucion del problema del pit
final.

A.1. Problemas asociados en teoria de grafos

En primer lugar, se introducen los problemas asociados en su formulacién general
junto con las propiedades que los relacionan entre si.

A.1.1. Problema de Flujo Maximo
Considere un grafo dirigido G = (V, A), tal que:

1. Posee un nodo fuente s € V, y un nodo sumidero t € V. En el contexto de
flujos en grafos, un nodo fuente es aquel donde se origina el flujo, mientras que
un nodo sumidero es donde el flujo llega a su destino.

2. Existe una funcién de capacidad, definida como un mapeo ¢ : A — R™, que
asigna a cada arco (u,v) € A un valor ¢,,, representando la cantidad maxima
de flujo que puede atravesar ese arco.

Un grafo con estas caracteristicas se denomina red.

El flujo en un grafo dirigido es la cantidad de “material” que se mueve a través de
los arcos. Este flujo se modela mediante un mapeo f : A — R™, que asigna a cada
arco (u,v) € A un valor f,,, sujeto a las siguientes restricciones:
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1. Restriccion de capacidad: Para cada arco (u,v), se debe cumplir:
O S fU'U S CU/U? (A'l)
donde ¢y, es la capacidad del arco.

2. Conservacion de flujos: Para cualquier nodo v, que no sea la fuente o el sumi-
dero, la suma del flujo entrante debe ser igual a la suma del flujo saliente:

S fw= Y fow (A.2)

(u,v)EA (vyw)eA

En el problema de flujo mdzimo, el objetivo es maximizar el flujo total de la red que
puede entrar a través de la fuente, o, debido a la conservacion de flujos, la cantidad
que puede salir a través del sumidero. El problema se puede formular como:

(Max-Flow) max |f| Z foo = Z fot (A.3)
(s,v)EA (v,t)eA
s.a. Z fuw = Z Jow VoeV\{st} (A.4)
(u,v)€A (vyw)eA
0 < fur < Cups Y (u,v) € A. (A.5)

Este problema puede formularse y extenderse de diversas maneras. En Wolsey (2020),
se presenta el problema de flujo minimo como un problema de programacién lineal,
extendiendo la restriccién (A.4) mediante la inclusién de un vector de demandas de
flujo, lo que permite manejar un mayor nimero de nodos y fuentes. La matriz de
restricciones del problema (Max-Flow) es totalmente unimodular.

Los algoritmos para resolver este problema se pueden clasificar en dos categorias:
algoritmos de flujo factible y algoritmos de pre-flujos. En el contexto de este trabajo,
nos interesa estudiar la segunda categoria. Un pre-flujo es un flujo que no satisface
la restriccién (A.5) de conservacién de flujo, permitiendo tinicamente excesos.

A.1.2. Problema de Corte Minimo

Considere una red G = (V, A). Un corte en G, denotado por (P, Q), es una particién
de V' en dos subconjuntos no vacios, donde PCVyQ =V — P.
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El conjunto de arcos que van desde P a () se denota por
(P,Q) ={(u,v) e A:ue P veQ}. (A.6)

La capacidad de un corte P — () es la suma de las capacidades de los arcos en el
conjunto de corte,

C(P,Q) = Z Cup = Z cijdij, (A7)

(w,v)e(P,Q) (i,j)€A

donde d;; es una funcién indicatriz definida como:

d.. =

)

(A.8)

1, sitePyjeQ,
0, en otro caso.

El tamano del corte corresponde al ntimero de arcos en A que cruzan entre los

conjuntos; o bien, si GG tiene pesos en sus aristas, el tamano del corte es la suma de

los pesos de las aristas que cruzan el corte (Chakrabarti, 2005).

El problema de corte minimo busca encontrar una particion del grafo en dos subcon-
juntos tal que la capacidad del conjunto de corte sea minima. Esto se puede formular
como:

(Min-Cut) min C(P,Q) = Y cw (A.9)
7 (uv)e(P,Q)

s.a. PQ#0, PUQ=V, PNQ=0, (A.10)

Cup = 0, V (u,v) € A. (A.11)

Este problema puede extenderse a grafos no dirigidos, pero para el contexto de este
trabajo, se estudiara en el &mbito de redes dirigidas. En este escenario, y comparando
ambos problemas, se puede demostrar que el flujo maximo que se puede enviar desde
un nodo fuente s hasta un nodo sumidero t es igual a la suma de las capacidades de
las aristas de un corte minimo P — (), de modo que s € Py t € ).

Teorema A.1.1 (Teorema de flujo maximo - corte minimo). El valor mdzimo de un
flujo de s a t en una red de flujo es igual a la capacidad minima de un corte P(Q) en
dicha red.

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en Ford Jr. y Fulkerson (1962).
O
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Ademas, el flujo total en un corte (P, Q) de un flujo f se define como:

FPQ) = D fu (A12)

u,v€(P,Q)

A.1.3. Problema de Clausura Maxima

Una clausura (o cierre) en un grafo dirigido G = (V, A) es un subconjunto de nodos
que no tiene ningin arco saliente. Es decir, un subconjunto X C V' cumple con con
la propiedad de que, si i pertenece a X y (i,7) € A, entonces j también pertenece a
X. Suponga que a cada nodo 7 € GG se le asocia un peso w;.

El problema de clausura maxima consiste en encontrar un cierre X en G que maxi-
mice la suma de los pesos w(X), donde w(X) = > ..y w; (Ahuja et al., 1993). Este
problema se puede formular de la siguiente manera:

(Max-Closure) max gwi, (A.13)
s.a. X#£), X#0, XUuX=V, XnX=0, (A.l14)
Wy > 0, Y (u,v) € E. (A.15)

Picard (1976) demostré6 que el problema de clausura maxima se puede transformar en
un problema de flujo maximo. Para ello, se construye una red equivalente anadiendo
un nodo fuente s y un nodo sumidero ¢ al grafo original. Sea

S={ieV|w>0} yI'={ieV|w <0}. (A.16)

Para cada v € S, se conecta un arco desde s con capacidad ¢, = +w;. Similarmente,
para v € T, se conecta un arco hasta ¢ con capacidad c¢,; = —w;. Se tendra que
C' = (S,T) es un corte. Ademds, se asigna una capacidad infinita a los arcos del grafo
original para asegurar que los cortes minimos correspondan a las clausuras maximas.
De este modo, encontrar una clausura maxima en el grafo original se reduce a resolver
un problema de flujo maximo en la red modificada, utilizando el Teorema A.1.1.

A.1.4. Problema de Clausura de Bloqueo Maximo

El problema de clausura de bloqgue mdximo (del inglés, maximum blocking cut) es
una extension del problema de clausura maxima, pues considera grafos dirigidos con
pesos, tanto en los nodos como en las aristas. Para esto, se define el superdvit.
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Definicién A.1.1. El superdvit de S CV en el grafo G es

surplus(S) = Zwi — Z Cij. (A.17)

1€S 1€S,JES

El problema de clausura de bloque maximo se define como:

(Max-Block-Cut) Iglca‘z;c surplus(S) = Zwi - Z Cijs (A.18)
- i€S i€S,j€S

s.a. S£0, S#0, SuS=V, SNnS=0, (A.19)

w; €R, ¢ >0, VieV,(i,j) € A (A.20)

Posteriormente, se mostrara la relacion de un corte minimo y un corte de bloqueo
mAaximo.

A.2. Algoritmos para el problema de pit final

A.2.1. Representacion de grafos

En esta seccién, se considerard un grafo dirigido G = (V, A), donde cada nodo i € V'
tiene un peso asociado ¢; y cada arco (i,j) € A posee una capacidad ¢;;. Ademas, se
definen las siguientes representaciones:

1. Gg: El grafo G se puede transformar en un grafo s — ¢ al agregar dos nodos,
un nodo fuente s y un nodo sumidero ¢, conectandolos a los nodos del grafo
original mediante arcos con capacidades correspondientes a los pesos positivos
o negativos, respectivamente. Es decir:

G = (VU{s,t}, AU A(s) U A(t)) (A.21)
2. G A partir del grafo G, se puede construir una red extendido G*!, que

incluye arcos adicionales de capacidad infinita, conectando nodos al nodo raiz
r, creado al combinar s y ¢. Es decir,

G™' = (VU {r}, A", donde A" = AU A(s) UA(t) U Ay (A.22)

En Hochbaum (2008) se presenta el mapeo inverso desde el grafo G; al grafo original

G.
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Arbol Normalizado

Un drbol es un grafo dirigido conectado y aciclico. Un drbol enraizado o drbol con
raiz es un tipo especial de arbol que cuenta con un nodo designado como la raiz,
generalmente denotado por r, desde el cual todos los demés nodos se organizan
jerarquicamente en una estructura descendente.

Un drbol normalizado es una variante particular de arbol enraizado que se organiza de
manera que cumple con ciertas propiedades especificas. Este concepto fue introducido
inicialmente en el algoritmo de Lerchs y Grossmann (1965), y mas tarde fue utilizado
y extendido en el trabajo de Hochbaum (2008) para el algoritmo de pseudoflujo.

A.2.2. Algoritmo de Lerchs y Grossmann

El algoritmo de Lerchs y Grossmann (1965) es un método fundamental en la opti-
mizaciéon del diseno de minas a cielo abierto. Este algoritmo se basa en la teoria de
grafos para determinar el contorno 6ptimo de una mina, maximizando el beneficio
econémico mientras se respetan las restricciones geotécnicas. Existen dos versiones
principales del algoritmo: una en dos dimensiones (2D) y otra en tres dimensiones

(3D).

Dos dimensiones

En el contexto bidimensional, el algoritmo de Lerchs y Grossmann se aplica a una
cuadricula que representa una seccion vertical de la mina. Cada bloque en la cuadri-
cula tiene un valor asociado, que es la diferencia entre el valor del mineral y el costo
de extraccion. El objetivo es encontrar el contorno 6ptimo de la mina, es decir, la
frontera que maximiza la ganancia neta.
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Algoritmo 2: Algoritmo LG para Pit Bidimensional

Entrada: Rectangulo de unidades (i, j), valores de extraccion v;;, costos de
extraccion c;;
Salida : Contorno 6ptimo del pit
1 para cada rectangulo (i, j) hacer
2 L Myj < Vi5 — Cijs
3 para cada columna j hacer
4 para cada fila ¢ hacer

| My S g

Agregar fila cero con Py; = 0;
para cada columna j empezando en 1 hacer
para cada fila ¢ hacer
L Pij — Mij + méX(Pi—l,j—l, Pi,j—la Pi+1,j—1)§

© W =N O

10 Trazar flechas desde (i, 7) hasta (i + k,7 — 1) donde k € {—1,0,1};
11 Encontrar el maximo en la primera fila max(P;);

12 mientras no se llega a la primera columna hacer

13 Seguir la flecha trazada hasta la columna anterior;

14 L Marcar el camino;

Salida : El camino trazado representa el contorno 6ptimo del pit

Primero, se calcula el valor neto para cada bloque (m;;) de la malla bidimensional.
Luego, se construye una tabla acumulativa (M;;) que representa, para cada bloque
(i,7), el beneficio obtenido al extraer la columna de bloques que esta sobre él. Poste-
riormente, se calcula una nueva tabla acumulativa (P;;), que considera el beneficio de
la unidad mas el valor maximo de los posibles bloques adyacentes de la columna an-
terior. Finalmente, se traza el contorno éptimo dibujando flechas desde cada unidad
(7,7) hacia una de las unidades (i — 1,5 — 1), (¢,7 — 1), 0 (i +1,j — 1), dependiendo
de cudl tiene el mayor beneficio econémico. El contorno éptimo se obtiene siguiendo
estas flechas desde la unidad con la mayor ganancia acumulada en la primera fila
hasta la primera columna, marcando el camino recorrido.

Tres dimensiones

Cuando el algoritmo se extiende a tres dimensiones, surgen desafios adicionales de-
bido a la complejidad geométrica del modelo. En este caso, el problema del pit final
se presenta como un problema de clausura maxima, cuyo objetivo es maximizar el
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valor neto, ya que cualquier contorno factible del pit estara representado como una

clausura en el grafo GG. En este modelo, el conjunto de bloques se representa como
un grafo dirigido G = (V, A), donde:

1. Los bloques se representan como vértices en V.

2. La valorizacion de cada bloque corresponde a los pesos w; de cada vértice.

3. Las precedencias se representan como arcos en A.

El procedimiento utilizado en 2D se vuelve impractico en 3D debido a la complejidad
de combinar diferentes secciones transversales y considerar el valor del angulo final
del pit. Este enfoque asegura que se tenga en cuenta la interaccién entre los bloques
en las tres dimensiones (Miranda, 2023).

El algoritmo de LG utiliza un proceso iterativo de construccion y transformacion de
arboles para encontrar esta clausura maxima. En este contexto, un arco se considerara
fuerte si soporta una “masa’” que es estrictamente positiva para un arco positivo, o
una masa nula o negativa en el caso de un arco negativo. Un vértice se denomina
fuerte si esta conectado a la raiz del arbol por al menos un arco fuerte.

Algoritmo 3: Algoritmo LG para Pit Tridimensional

Entrada: Grafo dirigido G = (X, A) con masas m; asociadas a los vértices
ZT;.
Salida : Cierre maximo Y de G.
Construir arbol inicial normalizado 7° en G;
t <+ 0;
mientras existe (zy, ;) € A tal que x, €Y' y x; ¢ Y' hacer
Determinar x,, la raiz de la rama fuerte que contiene a xy;
Reemplazar arco (x4, z,) en T" con (zy, x;);
Normalizar 7! moviendo los arcos fuertes hacia el nodo raiz x;
t+—t+1;

b =R NI VN

0]

Y < conjunto de vértices fuertes en 701,
9 devolver Y,

El algoritmo comienza con la construccién de un arbol inicial T° (usualmente in-
cluyendo solo el nodo raiz). Este arbol se obtiene anadiendo un nodo ficticio zy con
aristas ficticias que conectan x, a cada vértice del grafo original. El proceso incluye
los siguientes pasos:

1. Seleccion de Arcos: Si existe un arco (zy, z;) € A tal que xx € Y (conjunto de
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vértices fuertes en T3) y x; € Yy, entonces el drbol se transforma reemplazando
el arco (z4,2,) en T" con el arco (zy,x;).

2. Normalizacién: Se normaliza el drbol resultante 7! asegurando que todos
los arcos fuertes se encuentren en la misma rama del arbol y que dicha rama
esté conectada directamente al nodo ficticio xj. Este proceso de normaliza-
ciéon implica mover los arcos fuertes hacia el nodo raiz y ajustar las masas en
consecuencia.

Se repiten los pasos 1 y 2 hasta que no sea posible encontrar un arco (x,x;) que
cumpla las condiciones descritas. En ese momento, el arbol T es el drbol final, y
su conjunto de vértices fuertes Y*! corresponde al cierre maximo del grafo G.

A.2.3. Algoritmo de Pseudoflujo

Un pseudoflujo en una red es una asignaciéon de valores reales a los arcos del grafo
donde no se considera la restriccién (A.4) de la conservacion de flujos, permitiendo
tanto excesos como déficits en los vértices. Para cada arco (u,v) € A, el pseudoflujo
asigna un valor f,, tal que 0 < f,, < ¢u. El exceso de un nodo v se define como

excess(v) = Z Juw — Z Jow, (A.23)

(u,v)EA (v,w)EA

donde excess(v) > 0 indica un exceso y excess(v) < 0 indica un déficit.

El algoritmo de pseudoflow se centra en la resolucion del problema de corte bloquea-
dor, el cual se presentara equivalente a un problema de flujo maximo. Se define sobre
G, donde se anaden capacidades infinitos a los arcos desde el sumidero ¢ a la fuente
s para transformar el problema en uno de circulacién.

Teorema A.2.1. Para S CV, {s}US es el conjunto fuente de un corte minimo en
Gy siy solo st (S,S) es un corte de bloqueo mdzimo en el grafo G.

Teorema A.2.2. Para un pseudoflow en Gy, existird un flujo factible en el grafo

Gext

Las demostraciones pueden ser revisadas en Hochbaum (2008).

En este algoritmo, se hace uso de arboles de expansion y arboles normalizados para
gestionar el pseudoflujo. Un drbol de expansion (del inglés, spanning tree) en el grafo
extendido G®** es un subgrafo aciclico que conecta todos los vértices del grafo con
una raiz designada r.
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excess = 0 excess <0

deficit arc

strong weak

Figura A.1: Descripcién de un arbol normalizado. Cada r; es una raiz de la rama.
Fuente: Hochbaum (2008).

Un drbol normalizado T', es una estructura jerarquica que se mantiene desde el algo-
ritmo LG, derivada de un 4rbol de expansién en G®**. Se caracteriza por organizar
las ramas del arbol segin el flujo asociado a cada vértice. En un arbol normalizado,
las ramas pueden clasificarse en fuertes o débiles dependiendo del valor del flujo en
ellas. Especificamente, una rama 7, se considera fuerte si el exceso de flujo asociado
a su raiz, excess(7},), es mayor que cero, indicando que hay més flujo entrando a la
rama de lo que sale. En caso contrario, la rama se considera débil.

Un 4rbol de expansion T' en G™* con un pseudoflujo f en G se llamara normalizado

si satisface las siguientes propiedades:

1. El pseudoflujo f satura todos los arcos adyacentes a la fuente s y al sumidero
t.

2. El pseudoflujo f en los arcos fuera del arbol es igual a las capacidades limite
(inferior o superior) de los arcos.

3. En cada rama del arbol, todas las capacidades residuales hacia abajo son es-
trictamente positivas.

4. Los tnicos nodos que pueden violar las restricciones de balance de flujo en G,
son las raices de sus respectivas ramas.

Estas propiedades aseguran que el conjunto de nodos fuertes en un arbol normali-
zado es una solucion superdptima al problema de corte bloqueante. En el trabajo
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de Hochbaum (2008), se presentan multiples resultados junto con sus respectivas
demostraciones.

El proceso del pseudoflujo incluye los siguientes pasos:

1. Inicializacion: Se comienza con un arbol normalizado simple donde cada nodo
es su propia rama (singleton).

2. Seleccion de arco: Se elige un arco de fusiéon que conecta un nodo fuerte con
un nodo débil.

3. Fusion de ramas: Las ramas correspondientes se fusionan, empujando el exceso
a lo largo del camino resultante. Durante este proceso, si un arco no posee
suficiente capacidad, se divide.

4. Normalizacion: Después de cada fusion y empuje de flujo, se asegura que el
arbol resultante siga siendo normalizado.

5. Iteracion: Se repite el proceso hasta que no existan arcos residuales entre nodos
fuertes y débiles, lo que indica que se ha alcanzado la optimalidad.

A continuacién, se presenta el algoritmo de pseudoflujo:
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Algoritmo 4: Algoritmo de Pseudoflujo

Entrada: Grafo G = (Vi, As), pseudoflujo f, drbol normalizado T,
conjuntos de nodos fuertes Sy débiles W.
Salida : Corte maximo bloqueante y flujo maximo.

1 mientras (S,W)N Ay # () hacer

2 Seleccionar arco de fusion (', w) € (S, W);

3 ry < raiz de la rama fuerte que contiene s';

4 ry < raiz de la rama débil que contiene w;

5 d < exceso(ry );

6 | T+ T\[rry]U(s,w);

7 1+ 1

8 mientras v;,1 # r hacer

9 Sea [v;,v;41] la i-ésima arista en el camino;

10 si cqu,ﬂ > 4 entonces

11 Aumentar el flujo en §;

12 fvi,vi_,_l — fvi,vi+1 + 6)

13 en otro caso

14 Llamar al procedimiento split con parametros
(vi, Vis1),0 — Cf;,v,.ﬂ;

15 0+ c{fwiﬂ;

16 L Joiwizr € Coiigrs

17 141+ 1;

18 devolver Corte maximo bloqueante y flujo mazximos

El procedimiento de divisién (split) es esencial para manejar los casos en los que un
arco no puede soportar el flujo completo que se intenta empujar. Este procedimiento
se detalla a continuacion:

Algoritmo 5: Procedimiento de Divisién (Split)

Entrada: Arco (a,b), flujo a empujar M.

Salida : Arbol normalizado actualizado.

T < T\(a,b) U(a,r);

excess(a) < M;

Jar < M;

a se convierte en la raiz de una nueva rama fuerte;
Ap = Ay U{(b, )M {(a,0)}:

devolver Arbol normalizado actualizado;

[=2 L S VU VN

109



Al final del proceso, el conjunto de nodos fuertes S obtenido representa el corte
bloqueador méaximo en el grafo original GG, y el flujo maximo se puede derivar como
un subproducto del algoritmo. El algoritmo de pseudoflow demuestra ser més rapido
que el algoritmo LG, obteniendo una complejidad del orden O(mnlogn), donde m
corresponde al nimero de arcos y n corresponde al nimero de nodos.
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Apéndice B

Resultados

B.1. Numero de pushbacks factibles

Sea P una familia de pits multi-indexada por D criterios, es decir,
P=AP, i ip ik €{0,1,...N,} Vk=1,..,D.} (B.1)

La familia se compone de N pits. El nimero de pushbacks factibles se calcula a través
de la siguiente formula:

#7=1] w (B.2)

Este calculo proviene de la suma del conjunto de pits predecesores, para cada pit en
P:
N1 Na Np

HF =D .Y #PRECa ig..in) (B.3)

11=042=0 ip=0

La cardinalidad de este conjunto corresponde al “hipercubo” generado entre el pit
inicial y el pit considerado. En la Figura B.1 se muestra un ejemplo en dos dimen-
siones: dado un pit fijo, los pits predecesores forman un rectangulo junto con el pit
considerado, por lo que el nimero de puntos se calcula como el area de dicho rectan-
gulo. Para el caso (i), el rectangulo tiene un ancho de 4 y una altura de 8; restando
el pit fijo, se obtiene 4-8 — 1 = 31. De manera similar, para el caso (ii), el rectangulo
tiene un ancho de 7 y una altura de 6; restando el pit fijo, se obtiene 7-6 — 1 = 41.
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Criterio 2 Criterio 2

9 e © o o o o o o o o 9 e © o o o o o o o o
8 e o o 0o o 0 o o o o 8 e o o o 0o 0 o o o o
7 ® o o o o 0 o o o o 7 e o o 0 o 0 o o o o
6 ® © © o o o o o o o 6 e © o o o o o o o o
5 ® © o o o o o o o o 5 ® © o o o o o o o o
4 ® © o o o 0 o o o o 4 ® 6 o o o o o o o o
3 e © o o o o o o o o 3 e © 6 o o o o o o o
2 ® © o o o o o o o o 2 ® © o o o o o o o o
1 ® © o o o 0 o o o o 1 ® 6 o o o o o o o o
0 e © o o o o o o o o 0 ® © o o o o o o o o
01 3 3 45 6 7 3 Criterio 1 01 3 3 4 5 6 7 3 9 Criterio 1

(i) (i)

Figura B.1: Vista de pits predecesores (en azul) en una familia de pits en dos dimen-
siones para (i) pit con indices (3,7) (en amarillo) sumando 31; (ii) pit con indices
(6,5) (en amarillo) sumando 41.

De esta forma, para cada pit, el nimero de posibles pits predecesores es:

D

# PREC(i iy,ip) = (11 + 1) - (2 + 1) - - (ip+1) = 1= [l +1) =1 (BA4)
k=1

Luego, a partir de las ecuaciones (B.3) y (B.4), se tiene

#F = ii Z(sz+1—1) (B.5)

11=012=0 ip=0

Recordando que, como N es la cantidad de pits totales de P:

N=]]V+1 Z Z Z 1. (B.6)

11=012=0 ip=0
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Entonces,

HF=D .. H(¢k+1)—1) (B.7)
11=012=0 ip=0 \k=1
i1=0i3=0 ip=0 k:l i1=04i2=0 ip=0
= Z Z - Z [+ 1)) ~ [V +1) (B.9)
= (i1 +1)- Z(z'? +1) ... Z (ip+1) = [J(Ve + 1) (B.10)
:(N1+1)(N1+2)_(N2+1)2(N2+2). ‘(ND+1 )(Np +2) HNk+
B
) AR s VY B.12)
k=1 k=1
=TI+ 1) (N’“H ) (B.13)
“TI%+ 1) (Nk“ —) (B.14)
D N,
= kH1 (N +1 (7) (B.15)
_ HN'f(N—k“ (B.16)

B
Il
—

En la Ecuacién (B.8) se descompone la suma. En (B.9) se reescribe el ltimo término
a partir de la ecuacién (B.6). En (B.10) se factorizan los términos segin cada indice,

permitiendo intercambiar la productoria con la sumatoria. En (B.11)

y (B.12) se

aplica la propiedad de la suma de una serie aritmética. En (B.13) se factoriza por

cada k desde 1 hasta D. En (B.14), (B.15)

y (B.16) se desarrollan los pasos algebraicos

finales para obtener la férmula deseada.
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Se puede ver que (B.16) es del orden O (Hszl N,f)
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