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Resumen

La presente investigacion se enfoca en definir las propiedades mecénicas de dos tipos
de patrones de impresion producidos por el método de impresion por deposicion de
material fundido (FDM) fabricados por medio de la impresora tridimensional Zortrax
M200, donde los patrones difieren en el grado de relleno con el cual son construidos.
La importancia de estos reside en que corresponden a la estructura interna de los
objetos que se elaboran mediante este tipo de impresion 3D.

Para analizar esta problematica es necesario indicar que una vez que la pieza ha sido
construida, su estructura se compone de laminas anisotropicas [1], por lo que las
propiedades mecanicas del producto final no son las mismas en distintas direcciones
y, por ende, son distintas al del material base con el cual se construyen.

La empresa TakeaHand utiliza esta técnica de manufactura en la construccion de los
componentes de su protesis transtibial, donde el material que emplean corresponde al
ABS (Acrilonitrilo Butadieno Estireno). De alli la importancia de este trabajo, dado
que los resultados pueden ser utilizados, en un estudio posterior, para evaluar el
comportamiento de la prétesis sometida a un sistema de cargas correspondientes al
ciclo de caminata del ser humano [2].

Para caracterizar las propiedades mecéanicas, que son el médulo de Young, médulo de
Poisson y médulo de Corte, se propone una via basada en las teorias de Elasticidad y
Homogeneizacion.

Determinada la morfologia de los patrones de impresion, se decide simplificar el
modelo, removiendo los contornos de los patrones, con lo cual se trabaja como si solo
la estructura de estos se conformara de cuadriculas. Esto facilita el empleo de la teoria
de Homogeneizaciéon, dado que permite tratar el patron de impresiéon como un
material heterogéneo periddico permitiendo identificar un volumen representativo
elemental (VRE). A partir de la teoria de Elasticidad se determinan las condiciones de
borde que se deben fijar sobre el VRE. Aquello se lleva a cabo mediante simulaciones
numéricas por medio del software comercial de elementos finitos Ansys Workbench.

Los datos derivados de la simulacion son procesados para obtener las propiedades
mecanicas. Para corroborar aquellos resultados numéricos, es necesario contrastar el
valor de la constante ingenieril E,, con aquella alcanzada teéricamente mediante la
teoria de Mezclas, dado que esta Gltima solo permite la obtencion de dicha propiedad.

A partir de alli, se confirma que la via propuesta en esta investigacion es apropiada,
debido a la similitud del valor de E,, entre el resultado numérico y tedrico. Lo que
conlleva a validar las demas propiedades mecéanicas derivadas de las simulaciones.
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Abstract

The following research focuses on defining the mechanical properties of two kinds of
printing patterns produced by the fused deposition modeling (FDM) printing method,
fabricated through the M200 Zortrax three-dimensional printer, where patterns differ
according to the degree of resin that was used to make them. The importance of these
is that they belong in the internal structure of the objects that are elaborated through
this 3D printing.

In order to analyze this situation, it is necessary to indicate that, once the piece has
been built, its structure is composed by anisotropic layers. Hence, the mechanical
properties of the final product are not the same in different directions and, therefore,
are different from the base material on which they are based.

TakeHand Company uses this manufacturing technique in the construction of the
components in their transtibial prosthesis, being the employed material ABS
(Acrylonitrile Butadiene Styrene). Thus the importance of this work, given that the
results can be used in later work to evaluate the behavior of the prosthesis under a
load that corresponds to the human walking cycle.

A procedure based on the theories of elasticity and homogenization is proposed to
characterize the mechanical properties. They are Young’s modulus, Poisson’s ratio
and Shear modulus.

Once the morphology of the printing patterns has been determined, it is decided to
simplify the model by removing the edges of the patterns and consequently making it
possible to work as if the structure of these were composed of grids. This facilitates
the employment of the homogenization theory, given that this latter allows us to treat
the printing pattern as a heterogeneous periodical material which permits the
identification of a representative volume element (RVE). The edge conditions that
must be set on the RVE are determined thanks to the elasticity theory. This is done
through numeric simulations via the finite elements software Ansys Workbench.

The data derived from the simulation are processed to obtain the mechanical
properties. To confirm those numeric results, it is necessary to contrast the value of
engineering constant E,, with the one theoretically reached through the blending
theory (given that this latter only allows the obtaining of said property).

From that point on, it is confirmed that the procedure proposed in this research is
appropriate, due to the similarity of the E,, value between the numerical and
theoretical result. This leads to the validation of all the other mechanical properties
derived from the simulations.
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Glosario

e CUR: Celda unitaria repetitiva.

e MEF: Método de elementos finitos.

e FDM: por sus siglas en inglés Fused deposition modeling, impresion por
deposicion de material fundido.

e Patron de impresion: Estructura interior de un objeto fabricado a partir de
impresion 3D.

e VRE: Volumen representativo elemental.

e SLA: abreviacion de la palabra en inglés Stereolithography, impresion por
estereolitografia.

e SLS: por sus siglas en inglés Selective laser sintering, impresion por sinterizacion
selectiva de laser.

e [C]: Matriz de Rigidez.

e [S]: Matriz de Flexibilidad

¢: Deformacion

o: Esfuerzo.

v: Modulo de Poisson.

E: Modulo de Young o de elasticidad.
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1. Objetivos

Las técnicas de homogeneizacién permiten describir el comportamiento mecanico de
un material compuesto con una estructura compleja a través de un modelo
simplificado que permite analizar el compuesto bajo diferentes casos de cargas.

En este trabajo de titulo se busca desarrollar una técnica numeérica de
homogeneizacion mediante el método de elementos finitos (MEF) que permita
obtener las propiedades mecanicas de diferentes patrones de fabricacion por
manufactura aditiva correspondientes a componentes de una protesis de pie articulado
desarrollada por la empresa TakeaHand, la cual se muestra en la figura 1.

Figura 1: Modelo 3D del pie de la prétesis transtibial de la empresa TakeaHand.

Para cumplir el proposito antes sefialado se deben abordar los siguientes objetivos
especificos:

e Estudiar la teoria de elasticidad y las técnicas generales de homogeneizacion.

e Desarrollar un modelo 3D de los elementos representativos de volumen
(VRE) de los patrones de fabricacion presentes en los componentes de la
protesis.

e Caracterizar numéricamente las propiedades mecéanicas de cada VRE
utilizando un software comercial de MEF como herramienta de andlisis.

e Correlacionar las propiedades mecénicas de los VRE con los pardmetros de
fabricacion de cada componente de la protesis.

e Presentar conclusiones del trabajo desarrollado.
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2. Antecedentes

La empresa TakeaHand es una asociacion conformada por emprendedores sociales
venezolanos y chilenos. Este grupo de personas ha definido la meta de desarrollar y
disefiar sistemas ortopédicos con el fin de dar soluciones funcionales, ergonémicas y
asequibles acorde a las diferentes necesidades y capacidades de las personas.

Esta empresa se dedica a dar prestaciones ortoprotésicas, es decir, vender productos
cuya finalidad es sustituir una estructura corporal, o bien modificar, corregir o
facilitar su funcién, con el objetivo de mejorar la calidad de vida y autonomia del
cliente.

Actualmente, TakeaHand co-disefia adaptaciones ergonémicas y antropomeétricas de
sistemas de protesis funcionales para dedos, manos y brazos. Sin embargo, para no
solo quedarse alli, cuenta con una linea de investigacion de protesis de miembros
inferiores, dentro de la cual el presente trabajo de titulo se lleva a cabo.

2.1.Impresion 3D

La impresion tridimensional, también conocida como manufactura por adicion, es un
proceso de fabricacién para la produccion de piezas tridimensionales simples o
complejas directamente desde un modelo digital en computadora sin la necesidad de
herramientas, como se muestra en la figura 2.

Este método de fabricacion puede ser utilizado para crear todo tipo de objetos, desde
prototipos y piezas simples hasta productos finales altamente técnicos tales como
piezas de maquinas, implantes médicos que pueden salvar vidas e incluso 6rganos
artificiales que se producen con capas de células humanas [4].
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La construccidn de la pieza se realiza a partir de un proceso de fabricacion aditiva de
objeto capa por capa, como se representa en la figura 3. La informacion de cada capa
se obtiene a través de un software de “slicing”, el cual utiliza un algoritmo que divide
el modelo 3D en laminas [5]. Luego, cada una de ellas son superpuestas una sobre
otra. Este proceso se lleva a cabo hasta que la pieza estd completamente construida.
Todas las tecnologias de impresion 3D trabajan bajo este mismo concepto.

Figura 3: Concepto basico de la impresion tridimensional [6].

La impresion 3D puede ser utilizada para fabricar piezas en una gran variedad de
materiales, incluyendo ceramica, metal, compuesto metal-ceramico y materiales
poliméricos.

2.1.1. Pros y contras de la impresion 3D

Es crucial entender que esta tecnologia se encuentra en rapido desarrollo, lo cual trae
consigo un conjunto de beneficios inherentes, pero también se encuentra unos pasos
atras respecto a los procesos de fabricacion tradicionales en algunos aspectos.

A continuacion, se enumeran algunas ventajas de este proceso de manufactura [7]:
1. Creacion de disefios complejos.

La impresion 3D permite a los disefiadores crear complejas formas y piezas, donde
muchas de las cuales no pueden ser producidas a partir de métodos convencionales de
manufactura.

2. Personalizacion de cada objeto.

Esta tecnologia permite una facil personalizacion de los productos. Uno tan solo
necesita modificar el disefio digitalmente para realizar cambios en el producto, sin
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necesidad de herramientas adicionales u otros costosos procesos de fabricacion, muy
por el contrario de cuando se habla de métodos tradicionales de manufactura.

3. Disminucién de costos fijos. No hay necesidad de herramientas ni moldes,
menores costos fijos.

Cuando se trata de fundicion de metal o moldeo por inyeccion, cada parte de cada
producto requiere un nuevo molde, un factor que puede aumentar los costos de
fabricacion rapidamente. Alternativamente, dado que la impresién 3D es un proceso
de herramienta Unica no hay necesidad de cambiar ningun aspecto. Ademas, no hay
necesidad de herramientas ni moldes para elaborar un objeto simple o complejo. Esto
conduce a costos fijos sustancialmente menores.

4. Creacion rapida y facil de prototipos generando una ruta mas veloz y menos
riesgosa hacia el mercado.

Dado que no hay herramientas costosas para elaborar objetos a través de la impresion
tridimensional, es particularmente un método rentable para los disefiadores o
empresarios que buscan realizar pruebas de mercado o0 pequefias tiradas de
produccion o, incluso, lanzar sus productos a través de sitios de crowdfunding. Una
vez alcanzada esa etapa, es facil realizar cambios al disefio sin comprometer pedidos
de fabricacion mas formales y costosos. Por lo tanto, la impresion 3D ofrece una ruta
al mercado mucho menos riesgosa.

5. Reduccion en la cantidad de desperdicios.

Muchos procesos de manufactura convencionales son sustractivos: se comienza con
un blogue de material, se corta y se mecaniza hasta lograr el disefio deseado. Para una
gran variedad de productos es normal desperdiciar el 90% del material bruto durante
el proceso. En cambio, la impresion 3D es un proceso aditivo: se crea un objeto a
partir del material bruto capa por capa, donde se utiliza tanto material como es
necesario para crear el objeto. De manera adicional, gran parte de estos materiales
pueden ser reciclados y reutilizados para el mismo tipo de manufactura.

Por otro lado, se enumeran algunas de las desventajas de la impresion 3D [7]:
1. Elevacidn de los costos para grandes cantidades de produccién.

A pesar de todos los beneficios de la fabricacion a través de métodos aditivos, la
impresion 3D alun no es competitiva frente a los procesos de fabricacion
convencionales cuando se trata de grandes tiradas de produccion. En la mayoria de
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los casos, este punto de inflexion esta entre 1.000 y 10.000 unidades, dependiendo del
material y el disefio. Sin embargo, como el precio de las impresoras y las materias
primas continda disminuyendo, se espera que el rango de produccion eficiente
aumente ain mas.

2. Eleccion limitada de materiales, colores y terminaciones.

A pesar de que hay mas de seiscientos materiales de impresion 3D disponibles hoy en
dia, la mayoria plasticos y metales, las opciones son todavia limitadas en
comparacion con los materiales, colores y acabados de productos convencionales. Sin
embargo, este campo se esta poniendo al dia rapidamente, la cantidad de nuevos
materiales esta creciendo rapidamente cada afio, donde se incluye la madera, los
metales, los compuestos y la ceramica.

3. Duracion y resistencia limitada del producto final.

En algunas tecnologias de impresion 3D, la resistencia de la pieza no es uniforme
debido al proceso de fabricacion capa por capa. Como tal, las partes que han sido
impresas en 3D son a menudo mas débiles que sus contrapartes tradicionalmente
fabricadas. La repetibilidad también necesita una mejora; las piezas hechas en
diferentes maquinas pueden tener propiedades ligeramente diferentes.

4. Precision inferior a otros procesos de fabricacion.

Aunqgue no sea posible objetos con tolerancias de vanguardia, la impresién 3D sigue
siendo un método muy capaz de crear objetos con una precision de alrededor de 20-
100 micras. Para los usuarios que crean objetos con pocas tolerancias y detalles de
disefio, la impresién 3D ofrece una excelente manera de hacer que los productos sean
reales. Para objetos que requieren mas partes activas y detalles mas finos es dificil
competir con las capacidades de alta precision de ciertos procesos de fabricacion.

2.1.2. Tipos de impresiéon 3D

Existen diferentes tipos de tecnologia que se basan en el concepto de la impresién
tridimensional. La principal diferencia entre los métodos corresponde a la forma en
que son creadas las capas para fabricar las piezas. Algunos métodos utilizan fundido
0 ablandamiento del material para producirlas, mientras que otros depositan
materiales liquidos que son solidificados con diferentes técnicas.
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2.1.2.1. Impresion por deposicion de material fundido
(FDM)

Este proceso de impresion consiste en depositar polimero fundido sobre una base
plana. EI material se funde y es expulsado en hilos minusculos que se solidifican al
caer a la plataforma. Cuando la deposicion de una capa termina, la plataforma se
desplaza verticalmente de tal manera que se pueda comenzar con una nueva, COmo se
indica en la figura 4.

Filamento
- Boquilla extrusora a
temperatura
. Plataforma de construccion

}

Figura 4: Representacion de la impresion FDM [7].

Como es la tecnologia 3D mas barata en el mercado, FDM ofrece una amplia
variedad de materiales a base de plastico en un arco iris de colores que incluye ABS
(Acrilonitrilo Butadieno Estireno), PLA (Poliacido Lactico), nylon e incluso mezclas
de materiales méas exoticos que incluyen carbono, bronce o madera [7].

2.1.2.2. Impresion por estereolitografia (SLA)

Este tipo de impresion consiste en aplicar un laser ultravioleta a una resina sensible a
la luz contenida en un cubo. El laser solidifica la resina en diferentes capas, mientras
que la base que soporta la estructura se va desplazando hacia arriba para que la luz
realice otra vez la misma accion sobre la nueva capa. De esta forma el objeto va
tomando forma, véase la figura 5.
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Figura 5: Esquema de la tecnologia SLA [7].

Una ventaja de esta tecnologia es conseguir piezas de alta calidad. Mientras que una
desventaja es desperdiciar cierta cantidad de material [7].

2.1.2.3. Impresion por sinterizado selectivo por laser (SLS)

Esta tecnologia compacta el material, en forma de polvo, con el que se va a construir
el objeto a través de la aplicacion de un laser. El laser selectivamente impacta sobre el
polvo, sinteriza el material, lo cual permite que las particulas de polvo se fusionen vy,
de esa manera, el material pase a ser sdlido, como se indica en la figura 6.

Espejo
Laser — [ANNND °

Rayo .

Rodillo de
nivelacién
Cama de polvo

Cama de polvo = 1
Objeto 3D - —e

Plataforma de T
construccion n

Figura 6: Técnica de impresion SLS [7].
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Estas impresoras tienen dos camas que se llaman pistones. Cuando comienza el
proceso de impresion, un laser mapea la primera capa del objeto en el polvo, que
funde de manera selectiva - o sinteriza - el material. Una vez que se ha solidificado
una capa, la cama de impresién se mueve ligeramente hacia abajo a medida que la
otra cama que contiene el polvo se mueve hacia arriba; y un rodillo extiende una
nueva capa de polvo sobre el objeto. Este proceso se repite y el laser crea las capas
sucesivas una por una hasta que se completa el objeto deseado [7].

Una de las grandes ventajas de esta técnica es que el material que no se ha utilizado
para la impresion es almacenado en el mismo lugar donde se inicid la impresion, por
lo que el desperdicio es nulo.

2.1.3. Parametros de impresion

Al construir un objeto mediante tecnologia 3D, el modelo virtual es cortado en
laminas 2D mediante un algoritmo para luego ser impreso capa por capa (revisar
punto 2.1). Al igual que con una impresora a papel, hay diferentes parametros que se
pueden modificar segun los requerimientos de disefio o propoésitos del operario, tales
como lograr un mejor acabado, ahorrar tiempo o material.

Los parametros son aplicados a todas las capas exceptuando generalmente la capa
inferior y superior del objeto, y estos difieren segun el software que se utilice. A
continuacidn, en la figura 7 se muestra un ejemplo de capa 2D:

Ancho del contorno

Figura 7: Parametros de impresion 3D.

2.1.4. Software de impresién 3D.

Existen una gran variedad de softwares que se pueden utilizar para la impresion 3D,
desde un nivel principiante hasta uno profesional. En este ultimo es donde se tiene
mayor libertad al momento de configurar la impresion. Existen algunos programas
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que permiten crear el modelo 3D en la misma interfaz, mientras que algunos tan solo
permiten pequefias modificaciones y actian como un traductor, el cual traspasa el
disefio digital 3D desde el programa creador hacia la impresora.

La empresa TakeaHand utiliza el programa Z-Suite de la compafia Zortrax para
cargar los datos a la impresora. Este software se limita a configurar el material, la
altura de cada capa, la calidad de impresion, el grado de relleno, el angulo del
material soportante y la velocidad del ventilador, como se muestra en la figura 8.
Cabe destacar que el grado de relleno esta relacionado directamente con la distancia
entre trama, donde un grado maximo significa la minima distancia entre trama y, por
ello, lo més cercano a obtener un material sélido.

n INFILL .
/
%

PROFILE LAYER THICKNESS MAXIMUM HIGH MEDIUM Low

PRINT SETTINGS ?

Z-ABS 0.19 mm SUPPORT.
0.08 mm
0.14 mm ANGLE:  20* v SUPPORT LITE
. 0.1 mm
QUALITY: 0.29 mm e
0320 revs FAN SPEED
I q ] v AUTO
HIGH NORMAL PREPARE TO PRINT ADVANCED SETTINGS

Figura 8: Configuracién de impresién en el programa Z-Suite.

2.2.Protesis

Se entiende por proétesis cualquier dispositivo artificial disefiado para mejor la funcion
0 compensar la pérdida de una parte del cuerpo de una persona. Las proétesis pueden
ser funcionales o puramente estéticas, pueden ser permanentes o temporales, internas
0 externas. La gama de dispositivos protésicos es amplia, desde ojos, piernas hasta
valvulas cardiacas.

La proétesis de una persona se debe disefiar y montar segin las necesidades
funcionales.

Los avances en el campo de la amputacion quirdrgica y el arte de disefiar los
miembros artificiales permiten hoy en dia que las personas, que han perdido una
extremidad, usen una protesis que se asemeje tanto a la original y que funcione tan
eficientemente haciendo que pase casi desapercibida.
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Una amplia variedad de materiales se puede utilizar para la fabricacion de
extremidades artificiales, tales como madera, aluminio, una aleacion de aluminio o
pléstico.

2.2.1. Amputacion transtibial

La amputacion bajo la rodilla o transtibial es aquella accion de cortar y separar la
extremidad inferior a la altura de la tibia y peroné, vease la figura 9. Al realizarse, el
paciente pierde la retroalimentacion sensorial de posicién de la extremidad, lo que
supone un desafio a la hora de caminar con una pierna prostética, dado que la persona
no puede conocer la posicién de la protesis sin verla.

89- 130mm

130 - 150mm
13-9.5mm

Figura 9: Corte tipico para amputacion transtibial [8].

2.2.2. Protesis Transtibial

La protesis transtibial la componen tres partes principales: socket, tibia y pie,
indicadas cada una en la figura 10.

10
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— Socket

Figura 10: Componentes principales de una protesis transtibial [9].

El encaje o socket tiene la finalidad de ser el sistema de anclaje del aparato
ortopédico al cuerpo a nivel del mufidén. Cuando se busca una adaptacion éptima del
paciente a su nuevo miembro protésico, este componente es el mas importante, dado
que determina la comodidad y seguridad al andar.

La tibia tiene por funcion ser el soporte estructural y la conexion entre el mufién y el
pie. Por lo general se utiliza aluminio dada su baja densidad y buenas propiedades en
comparacion con el acero. Para esta pieza se tiene bastante libertad, tanto en disefio
como en materiales, ya que el Unico requerimiento es resistir los esfuerzos que se
someten sobre ella.

El pie debe proveer las siguientes funciones: simular la articulacién, absorber golpes,
ser una base estable para el soporte del peso, simular el musculo y tener una
apariencia cosmética agradable. Este componente puede llegar a ser sofisticado a
medida que imita la anatomia de un pie natural, donde una buena articulacion afecta
de gran manera la suavidad de la marcha. Relacionado a la proteccion del mufidn,
donde lo que se busca es evitar sobrecargas sobre este. esta la absorcion de impacto
en la zona del tobillo. Para mas informacién consultar [8, 10].

2.2.3. Proétesis de la empresa TakeaHand

La empresa TakeaHand se encuentra desarrollando una protesis transtibial fabricada
mediante impresion 3D. Sin embargo, en la presente linea de investigacion, se analiza
tan solo la constitucion del pie (véase la figura 11), dejando de lado los componentes

11
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socket y tibia, lo que se debe a que estos dos son construidos por medios diferentes a
la impresion 3D.

Pie Medio 1

Figura 11: Componentes del pie protésico de la empresa TakeaHand.

El tipo de manufactura aditiva empleado para la fabricacion del pie protésico
corresponde a fundicion por deposicion de material fundido (FDM), la cual se lleva a
cabo por medio de la impresora 3D Zortrax M200. Por otro lado, el material utilizado
para la impresion es el termoplastico ABS de la marca Zortrax, llamado Z-ABS.

El objetivo del presente trabajo de titulo es definir las propiedades mecénicas de los
diferentes patrones de fabricaciébn de cada componente del pie protésico. Los
componentes del pie que son fabricados mediante manufactura aditiva son 4: talén,
base, pie medio y punta.

2.2.4. Configuracion de impresién de cada componente

En este punto se consigue la informacion de la configuracion de impresion de cada
componente (figura 7) con la finalidad de realizar los modelos 3D de los patrones de
la estructura interna de las piezas. La informacion entregada por la empresa se
muestra en la tabla 1:

Tabla 1: Configuracién de impresién en programa Z-Suite.

Base Talon Pie Medio  Punta
Material Z-ABS Z-ABS  Z-ABS \ Z-ABS
Altura de capa [mm] 0,19 0,19 0,19 0,19
Calidad Normal Normal  Normal \ Normal
Relleno Maximo @ Alto Alto Alto
Angulo de material soportante [°] 30 10 10 ] 20

12
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3. Marco Teodrico

3.1.Teoria de Elasticidad

Previo a introducir el contenido de la Teoria de Elasticidad corresponde mencionar el
tema de Mecanica de Solidos. Esta rama de la ciencia se ocupa de las relaciones entre
los agentes externos (fuerzas y momentos) y los esfuerzos y deformaciones internas
de un solido deformable. Para ello, dos enfoques se utilizan: la Mecénica de
Materiales y la Teoria de Elasticidad. Estas dos disciplinas tienen objetivos comunes:
ambas abordan el estudio de la resistencia (estado de tensiones) y la rigidez (estado
de deformaciones) de cuerpos sélidos deformables sometidos a la accion de sistema
de fuerzas en equilibrio estatico. Ambas utilizan como base el principio de linealidad
entre accion y respuesta.

La Mecénica de Materiales se enfoca principalmente en dar soluciones aproximadas a
problemas practicos de ingenieria, como lo son elementos estructurales (vigas,
columnas, etc.) sostenidos mediante apoyos predeterminados (apoyos simples,
empotramientos, etc.) y sometidos a tipos de acciones (carga distribuida, carga
puntual, etc.). En base a estas simplificaciones es posible dar con soluciones
analiticas para multitud de problemas cotidianos.

Por otro lado, la Teoria de Elasticidad enfrenta el problema mecénico en su forma
mas general, en cuanto a geometrias, condiciones de contorno y acciones sobre el
cuerpo en cuestion. Para ello, debido a la complejidad, establece un modelo
matematico para determinar esfuerzos, deformaciones y desplazamientos que ocurren
en un solido elastico bajo la influencia de fuerzas externas. Con ello es posible
solucionar problemas que tienen aplicaciones en muchos campos de la ingenieria y
cientificos. Por ejemplo, la ingenieria mecanica utiliza la teoria de elasticidad en
numerosos problemas como puede ser el analisis y disefio de elementos de maquinas.
En contraposicion con la Mecanica de Materiales, debido al rigor del analisis, obtener
soluciones analiticas mediante la Teoria de Elasticidad es dificil, salvo por un nimero
limitado de casos. Debido a la complejidad del analisis usualmente es necesario
emplear métodos numéricos aproximados (diferencias finitas, elementos finitos, etc.)
para la resolucion de problemas.

La Teoria de Elasticidad, ademas, se ocupa del estudio de determinados aspectos y
propiedades de los sélidos. Esta teoria efectia un analisis macroscopico de la materia
de los mismos, donde no se toma en consideracion su constitucion ni su
comportamiento quimico. El enfoque del estudio apunta hacia las diversas
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propiedades fisicas y hacia el comportamiento de los sélidos cuando se les somete a
un sistema de fuerzas que actle sobre ellos.

Cuando se trata el tema de solidos deformables, toca mencionar las dos
clasificaciones mas importantes: materiales elasticos y materiales plasticos. Al ser
retirado un sistema de fuerzas sobre estos, los primeros regresan a su forma original,
mientras que los segundos no. De esta manera, el comportamiento elastico excluye la
deformacion permanente, siendo ese el caso perteneciente a la Teoria de Elasticidad.
En muchos casos, el rango elastico incluye una region dentro de la cual esfuerzo y
deformacion tienen una relacion lineal. Esto ocurre generalmente cuando solidos
elasticos se someten a pequefias deformaciones y es aqui donde se habla de la Teoria
de la Elasticidad Lineal.

3.1.1. Primera Ley de la Termodinamica

Para llegar a la relacion entre esfuerzos y desplazamientos que se producen sobre un
cuerpo bajo un sistema de cargas, se requiere dar con las relaciones esfuerzo-
deformacion que relacionen los componentes del tensor de deformacion con los
componentes del tensor de esfuerzo. La forma de las relaciones entre esfuerzo-
deformacion dependen del comportamiento del material.

Las relaciones esfuerzo-deformacion pueden ser derivadas a partir de la primera ley
de la termodinamica, precisamente la ley de la conservacion de la energia. El total de
la energia interna en un sistema es generalmente indeterminado. Sin embargo, los
cambios de energia interna si son determinables. Si los efectos electromagnéticos se
ignoran, esta ley es descrita como:

El trabajo realizado sobre un sistema mecénico por fuerzas externas mas el calor
que fluye dentro del sistema desde fuera es igual al incremento de la energia interna
mas el incremento de la energia cinética.

La primera ley de la termodinamica puede ser expresada como:
6W + 6H = 6U + 6K, (3.2)
donde SW es el trabajo realizado sobre el sistema por fuerzas externas, §H es el calor

que fluye dentro del sistema, U es el incremento de la energia interna y 6K es el
incremento de la energia cinética.
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Para aplicar la primera ley de la termodinamica, se considera un cuerpo bajo un
sistema de fuerzas en equilibrio. Los desplazamientos se consideran conocidos, los
cuales son especificados mediante las componentes de deslazamiento (u,v,w) en
cada sitio. Cada punto del cuerpo es sometido a un incremento infinitesimal sobre
cada componente de desplazamiento indicado por (éu,dv,dw). Mientras que las
componentes de esfuerzo en cada punto del cuerpo se consideran invariantes bajo
dichas variaciones. Las variaciones del vector desplazamiento son arbitrarias,
exceptuando que dos o mas particulas del cuerpo ocupen el mismo punto ni que una
sola particula ocupe méas de una posicion. Ademas, los desplazamientos en ciertos
puntos del cuerpo pueden ser especificados (ej: un soporte fijo); tales especificaciones
son llamadas condiciones de contorno forzadas [11]. A partir de la Teoria de
Pequefios Desplazamientos, la cual permite despreciar los elementos de segundo
orden y establecer la condicion de linealidad entre desplazamientos y deformacion,
las variaciones de las componentes de deformacion (exy, €yy, €22 Exyr Exz Y Eyz)

resultantes a partir de las variaciones (éu, dv, Sw) son:

__d6u

_1 a(6v) , a(du)
5gxx_ﬁ'68xy_2[ 85x + oy ]'
_ 98y _1[aGw) | 9@
5£yy ~ dy ’6£yz a 2[ 8y + oz ]’ (32)
_ 9w _1[a(w) | 9(suw)
0&z 0z )08 = 2[ 5x 0z ]

Considérese un volumen arbitrario V deformable encerrado por una superficie S. Se
asume que el cuerpo se encuentra en equilibrio estatico tras la variacién del vector de
desplazamiento (5u, dv, dw). Por eso, el cuerpo se encuentra en equilibrio gracias a la
accion de fuerzas de superficie (representadas por esfuerzos distribuidos sobre la
superficie) y fuerzas internas (representadas por fuerzas internas por unidad de
volumen B, B,, B, dentro del volumen V).

Para condiciones adiabaticas (sin flujo de calor entrando a V) y de equilibrio estatico
(6K=0), la ecuacién (3.1) queda:

SW = §U. (3.3)

Es decir, la variacion del trabajo realizado por las fuerzas externas es igual a la
variacion de energia interna.

Es conveniente dividir W en dos partes: el trabajo realizado por fuerzas de
superficie §Ws vy el trabajo realizado por fuerzas internas §Wjg. Se considera que las
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fuerzas de superficie actian en un punto P cualquiera sobre un diferencial de area dsS.
Las fuerzas de superficies pueden ser descritas como el producto entre el vector
esfuerzo o, y el diferencial de area dS. Dicho vector esfuerzos tiene tres

componentes oy, 0,y Y 05, definidas segun la siguiente expresion:

Opx = L Oxx + M Oy + N 04y,
Opy = L 0y + M0y, + N0y, (3.4)
Op; =l 0y, +moy,, +noy,,,

donde ésta permite definir los componentes de esfuerzo sobre cualquier plano oblicuo
definido por vectores normales unitarios N(I, m, n), tal como se muestra en la figura
12.

Figura 12 Vector de esfuerzo sobre un plano arbitrario teniendo un vector normal N.

Entonces, el trabajo §Ws corresponde a la suma del trabajo de estas fuerzas sobre la
superficie S. Por lo que puede ser expresado como:

W, = [, 0py SudS + [, 0py 6V dS + [, 0p, 6w dS = [ [(0pxl + 0ym +
szdS)é‘u + (axyl + 0y,m + azde)Sv + (ale + 0,,m + UZZdS)5W] ds. (3.5)
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Por otro lado, tomando un diferencial de volumen dV dentro de V, las fuerzas
internas son iguales al producto entre dV y las componentes de fuerzas internas por
unidad de volumen B,, By, B,. Entonces, el trabajo §Wpque actla a traveés de V es:

8Wg = [, (By6u + By6v + B,6w)dV. (3.6)

Aplicando el teorema de divergencia [12], la integral de superficie §Ws puede pasar a
ser una integral de volumen, quedando el W de la siguiente manera:

ow = 6WS + 6WB,

W = [, [[;—x (0xx U + 0y 6V + 0y,6W) + aa_x (0yx6u + 0y 6V + 0,,6w) + % (0x6u +
0,80 + 0,,0w) + B + B,Sv + B,5w] dv]. 3.7)

Para reducir la ecuacion anterior, es necesario utilizar la ecuacion (3.2) y las
ecuaciones diferenciales de equilibrio, que se muestran a continuacion

00y | 00yx | 005y

Sy ZELp =0,

00yxy  00yy 00y _

42y 2y g =, (3.8)
a Z ZZ

00xz 4 20z 4 0%z 4 p =,

ox ay 0z

Quedando la ecuacién (3.7) de la siguiente manera
SW = [, (0xx06xx + 0yy8yy + 0,,86,, + 204,865y + 20,88y, + 20,8, ) V. (3.9)

La energia interna U para el volumen V' es expresada de la forma energia por unidad
de volumen, la cual recibe el nombre de densidad de energia interna U,. Siendo
expresado de la siguiente forma:

U= Uydv. (3.10)

Recordando que el interés esta en la variacion de energia interna §U, la ecuacion
anterior se convierte en:
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U = fV U, dV. (3.11)
Aplicando la igualdad entre Wy 8U se llega a

08Uy = Oxx0xx + 03y 08,y + 0,,66,, + 204, 08xy + 204,065, + 20,65y,  (3.12)

3.1.2. Elasticidad y Densidad de Energia Interna

La energia de deformacion por unidad de volumen Ug es una funcion de algunas
variables. Para el comportamiento lineal elastico. La energia interna total U en un
cuerpo sometido a cargas es igual al potencial de energia de las fuerzas internas
(Ilamado energia de deformacion elastica). Cada componente de esfuerzo esta
relacionada a las componentes de deformacién. Por lo que, la densidad de energia
interna Ug en un punto dado del cuerpo puede ser expresado en términos de las seis
componentes del tensor de deformacion. La densidad de energia interna Up también
depende de la temperatura T, sin embargo, en el presente trabajo no se tocard ese
tema.

Debido a que la densidad de energia interna Uo generalmente depende de los
componentes de deformacion, las coordenadas, y la temperatura, es posible expresarla
como una funcion de dichas variables.

Uo = Uo(Exxs Eyyr €220 Exyr Exzr Eyr X, ¥, 2, T). (3.13)

Entonces, si los desplazamientos (u, v, w) experimentan una variacion (du, év, dw),
los componentes de deformacion sufren variaciones
0xx, 0€yy, 8625, 08yy, 085, ¥ OEy,, Y lafuncion U, queda como sigue:

au, au, au,
SUy = —2>6¢ —2 8¢ —2
0 Oy XX + 0&yy Yy + 0&zy

POty + 5Oy +5 0By, (314)

SSZZ + Oey Oey
Por lo tanto, dado que las ecuaciones 3.12 y 3.14 son validas para variaciones
arbitrarias (du, 6v, Sw), puede escribirse lo siguiente:

6U0 aUO _ aUO

Oyy = —, O. =—, 0,, =
X Begy” VY 0y’ TFE 0ey,]

(3.15)
19U, 10U, 19U,
xy — 5 y Oxz =557 1 Oyz =3 .
2 0exy 2 0&yy, 20y,
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3.2. Ley de Hooke: Anisotropia Eléastica

En el caso de 1 dimension (1D), para un material elastico lineal el esfuerzo ¢ es
proporcional a la deformacién unitaria e, dicha relacion eso = E &, donde la
constante E es llamada Modulo de Elasticidad. Esta constante es una propiedad del
material eléstico. Cuando se habla del caso 1D, s6lo es necesario conocer una
propiedad del material para relacionar el comportamiento lineal entre el esfuerzo y la
deformacion que sufre el solido. La relacion o = E € es conocida como la Ley de
Hooke. En el caso general, es decir, en el caso tridimensional (3D), la ley de Hooke
afirma que cada componente del esfuerzo es una funcion lineal de los componentes
del tensor de deformacion. Lo anterior se muestra a continuacion:

Oxx1 [Ci1 Ciz Ciz Cia Cis Ciglréxx

Oyy Cor Gy Gz Gy Cos Cygl|éyy

Ozz | _ C31 C3p (33 C3q (35 C3gf|€zz (3.16)
Oxy Car Cap Caz Cay Cas Cae|lVxy | '
Oxz Cs1 Csy Cs3 Csu Css CspllVaz

L0yz ] [Ce1 Coz Coz Coa Cgs  CgellVyz:

Aqui los 36 coeficientes, es decir, Cy1, ..., Cs¢ SON llamados coeficientes elésticos y
pertenecen a la matriz de rigidez [C]. Los materiales que se rigen por tales relaciones
entre esfuerzo y deformacion son llamados Anisotrdpicos.

En realidad, esto no es una ley sino una suposicion que es razonablemente precisa
para varios materiales sujetos a pequefias deformaciones. Para una temperatura,
tiempo y locacion en el cuerpo dados, los coeficientes Cij son constantes que son
propias del material.

A través de las ecuaciones (3.15) y (3.16), queda:

au,
65,:; = Oxx = C116xx T Clzeyy + Ci3&,, + Cl4—)’xy + Ci5Vxz + C16Vyz:
(3.17)
aU,
6yyoz = 0y = Co1Exx + C62€yy + Co385, + C64ny + CosVuz + C66Vyz-

Luego, al diferenciar apropiadamente se llega a:
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02U,
2% _c.=C
Oexx0eyy 12 21
92U,
Oexx0esy €13 = Ca1,
: (3.18)
22U,
———— = (5 = Cge.
0Yyz0Vxz 56 65

De lo cual se desprende que los coeficientes C;; son iguales a Cj;, de tal manera que la

matriz de rigidez [C] es simétrica. En otras palabras, un material elastico lineal
anisotropico tiene 21 coeficientes elésticos que definen su comportamiento bajo un
sistema de fuerzas.

3.3. Ley de Hooke: Materiales Ortotrépicos

La ecuacion (3.16) representa el caso més general de comportamiento elastico, el cual
representa la relacion de esfuerzo-deformacion de un material anisotropo,
denominado asi por no presentar planos de simetria. Por otro lado, materiales que
poseen tres planos de simetria que coinciden con los planos coordenados son
Ilamados materiales ortotropicos.

La simetria de los planos se puede establecer bajo diferentes sistemas de coordenadas,
como el caso del sistema: cartesiano, cilindrico, esférico, etc. Por ejemplo, para el
caso del tronco de un arbol, se dice que posee una ortotropia cilindrica a causa de los
anillos de crecimiento, en este caso sus propiedades mecanicas se definen en las
direcciones: axial, radial y acimutual. Un compuesto reforzado por fibras
unidireccionales puede ser considerado como ortotropico, donde un plano es
perpendicular a la direccion de la fibra, mientras que los otros dos son paralelos a la
fibra, pero perpendiculares entre si, véase la figura 13.
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Figura 13: Material ortotropico.
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Si los planos de simetria coinciden con los planos de referencia, la relacion esfuerzo-
deformacion queda como se muestra a continuacion:

Oxx1 [Ci11 Ci2 Ciz O 0 0 r&xx
Oyy Cr1 Cpy Gz O 0 0 [|&yy
O-ZZ _ C31 C32 C33 0 0 0 SZZ
o|Tl0 0 0 Cu 0 0 |lre (3.19)
O-XZ 0 0 0 0 C55 0 )/XZ
o] Lo o o o o c.llwn

Como se indica en (3.19), la cantidad de coeficientes elasticos pasa de 21 a 9 [13]. En
consecuencia, para un material ortotropico la relacion esfuerzo-deformacion contiene
9 coeficientes elasticos independientes de acuerdo a los ejes ortotrdpicos (x, y, z).

En algunos casos resulta conveniente expresar las deformaciones como funcion de los
esfuerzos, para lo cual se trabaja con la inversa de la matriz de rigidez denominada
matriz de flexibilidad, es decir, [S] = [C]~! quedando de esta manera:

Exxl [S11 S1z Sz O 0 0 1r%xx7
Eyy S;1 S22 Sz 0 0 0 [|9yy
gZZ _ 531 S32 S33 O 0 0 O-ZZ
Yol=l0 0 0 S 0 0]|ow (3.20)
veel o0 0 0 0 S o0llow
—YyZ— L O 0 O O 0 566' —O-yZ—

La matriz de flexibilidad, al igual que la matriz de rigidez, es simétrica.

3.4.Constantes Ingenieriles para Material Ortotropico

La relacion esfuerzo-deformacion para un material ortotrépico puede ser escrita en
funcion de los modulos de elasticidad ortotrépicos y los moédulos de Poisson
ortotrépicos. El procedimiento para determinar la relacion entre las matrices de
rigidez y flexibilidad con las constantes ingenieriles se puede encontrar en [14].

La matriz de flexibilidad [S], escrita en funcion de las constantes ingenieriles, se
muestra a continuacion:
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L Yyx 0 0 0
Ey Ey E,
Ey Ey E,
[s]=| ™ o . (3.21)
0 0 0 - 0 o0
Gy
0 0 0 0 Gi 0
0 0 0 0 0 Gi
L yz

A partir de lo anterior, se pueden escribir las siguientes ecuaciones:

_ 1 Vyx Uzx
Exx = E_xo-xx - any - E_ZO-ZZ’
Uxy 1 Vzy
&y = ——=0xx + =0y, ——0
vy Ey XX Ey yy E, 22’
_ VUxz Uyz 1
Epy = _E_x xx E, Oyy + E—ZO'ZZ, (322)
Yy = —a
xy Gry Xy
_ 1
Yxz = G_xzo-xz’
Vyz = —0
yz Gyz yz»

donde E,, E,, E, corresponden a los modulos de elasticidad ortotropicos definidos
para los ejes principales, mientras que Gy, Gy, Gy, corresponden a los modulos de
corte para la deformacion cortante en los planos x-y, x-z, y-z respectivamente. El
termino v,, es el modulo de Poisson que corresponde a la deformacion en la
direccion y producida por un esfuerzo en la direccién x, lo cual tiene la misma
interpretacion para los modulos de Poisson vyy, Vyx, Viz, Vyzs Vzy.

En el caso de que se desee trabajar con la matriz de rigidez [C], en funcion de las
constantes ingenieriles, basta con invertir la matriz de flexibilidad [S]~1, quedando
las constantes de la siguiente manera:

1-v33V3;
Cin=—F]——
1-v13V31

Cyy =——
22 E1EsA '
1-v412V21

C33 = ————,

E1E,A
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__ Up1+U3qU23 _ U12tU32VU;13
C12 - - i)
E,E3A E1E3A
U31+VUz1V32 V13+VU12V323
613 = = y (323)
__U3p+VUy2U31 _ Uz3tU21VU;13
C23 - - i)
E1E3A E1E,A
Cyq = nya
Css = Gy,
Co6 = Gyz’
A= 1-V15V31—VUp3VU32—VU31VU13—2VU21VU32V13
E EE3 .

3.4.1. Restricciones para las constantes ingenieriles

Dada la simetria de la matriz de flexibilidad [S], las siguientes relaciones deben
cumplirse:

Vxy _ Vyx VUxz _ Vzx Vyz _ Vzy (3.24)

Ey Ey ' Ex E, ' Ey E;’

Otras restricciones se desprenden bajo la condicién de que los términos de la diagonal
de la matriz de rigidez [C] y de la matriz de flexibilidad [S] deben ser positivos. Para
esta Ultima, basta con que las constantes ingenieriles sean positivas
(Ex,Ey, E;, Gyy, Gy5, G > 0), mientras que para la primera, los términos de la
diagonal seran positivos si se cumplen dos condiciones. La primera condicion es que
(1 —v;vj;)>0 para i,j=1..3y i#j, de esta condicion se desprende la
siguiente restriccion para los valores de las constantes ingenieriles:

0<Vij<\/§; Lj=1..3; 1 #]. (3.25)
J
La segunda condicion es:

A=1—V13V31 = V23V32 — V31V13 — 2V21V3V13 > 0. (3.26)

Estas restricciones pueden ser utilizadas para comprobar resultados experimentales.

3.5.Teoria de Mezclas

La teoria de mezclas es introducida en el presente trabajo al tratar a los modelos de
los patrones de impresion como compuestos, donde los componentes corresponden al
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termoplastico ABS y a un material ficticio con muy bajo moédulo de elasticidad. El
primero representa la estructura real, es decir, la parte solida del patron de impresion;
mientras que el segundo representa los vaciados presentes en este. EI material de muy
bajo modulo de elasticidad busca tomar el lugar del aire al interior del patron de
impresion, como se muestra en la figura 14.

Figura 14: Representacion del problema tratado en este trabajo de titulo.

La teoria de mezclas es parte de las técnicas analiticas que permiten predecir las
propiedades mecéanicas de materiales compuestos de dos fases, lo cual se realiza a
partir de conocer el porcentaje de cada componente en la constitucion del compuesto,
ello se traduce en fraccion volumétrica, tal como se ve mas adelante. Algunas otras
técnicas son: Variational Bounding Techniques, Self Consistency Method, Mori-
Tanaka Method [15].

El interés de esta materia radica en predecir el médulo de elasticidad en la direccion
de impresidn, es decir, el modulo de elasticidad ortotropico E,.

Este modelo es aplicable cuando los refuerzos son unidireccionales y continuos.

Asumiendo que existe una compactacion perfecta entre matriz y fibra, se definen las
fracciones volumétricas v; y las fracciones masicas m; como:

v =Ym _ Mm/pm _ . Pc
m Ve Mc/pc ™ o’
(3.27)
Ve = V—f = —Mf/Pf =m &
s Ve Mc/pc fpf’

donde los subindices m, f y ¢ denotan matriz, fibra y compuesto respectivamente,
siendo V el volumen, M la masa y p la densidad.
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La llamada regla de mezclas serie-paralelo establece una condicion de
isodeformacion en la direccion del refuerzo, e, . = &1 5 = &1, Y Una condicion de
isotension en el resto de las direcciones, o, = 0,5 = 0, ,, |0 cual se indica en la
figura 15.

3 (=serie)

Tty = e,

2 K \—-— 2 (serie)
: ....... I/ K T, =i, =,
(paralela) fe =%, ="
1

Figura 15: Representacion del comportamiento serie-paralelo de los constituyentes del material
compuesto.

Para establecer la condicion de isodeformacion primero hay que establecer los
siguientes supuestos:

Las fibras se encuentran uniformemente distribuidas en la matriz.

Existe la misma interfaz a lo largo de todas las fibras.

No existen huecos en la matriz ni en la interfaz.

Las fuerzas se aplican paralelamente a la direccién de las fibras.

Los componentes del compuesto estan inicialmente en un estado libre de
esfuerzos.

6. Las fibras y la matriz presentan comportamientos elasticos.

gk~ owbneE

Por lo tanto, se tiene que al aplicar cargas en la direccion de las fibras, el compuesto y
sus componentes tendran el siguiente comportamiento:

£ =& = £, (3.28)

siendo &, &r, &y, las deformaciones longitudinales del compuesto, las fibras y la
matriz, respectivamente. Dado que las fibras y la matriz se comportan elasticamente,
debido a que la deformacion se supone pequefia, es posible utilizar la ley de Hooke:

O'f = Efgf = Ef&'c,

(3.29)
Om = Enmem = Enéc.
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Las cargas aplicadas al material compuesto (C,) se comparten entre las fibras (Cr) y
la matriz (C,,), quedando:

Ce = Cp + Cp. (3.30)

Sabiendo que la fuerza es esfuerzo por area, la ecuacion anterior puede escribirse
como:

ocA; = 05Ap + oA, (3.31)

siendo A;,Ar y Ay, el area transversal del compuesto, de todas las fibras y de la
matriz. Considerando que tanto las fibras como la matriz tienen la misma longitud, la
expresion anterior puede escribirse como:

ocVe = 05V + 0 Vi, (3.32)

dividiendo por el volumen del compuesto, se consigue la expresion en funcion de las
fracciones volumétricas:

Oc = 0fVf + O U, (3.33)
reemplazando las expresiones obtenidas a partir de la ley de Hooke:
Ecec = Efecvy + Enpec v, (3.34)

ahora dividiendo la ecuacidon por la deformacion del compuesto (&.), se llega a que el
maodulo de elasticidad longitudinal es:

Esta expresion es llamada Regla de las Mezclas que permite predecir las propiedades
mecanicas de los materiales compuestos reforzados por fibras.

3.6. Teoria de Homogeneizacion

El comportamiento de los materiales homogéneos se consigue a partir de leyes o
ecuaciones matematicas a nivel macroscopico, bajo el contexto de la mecanica de
medios continuos. A pesar de que es un hecho que los materiales a nivel elemental no
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son continuos, lo cual se debe a la presencia de vacios, quienes son los responsables
de las discontinuidades presentes en la materia.

A una escala suficientemente pequefia, todos los materiales son heterogéneos incluso
los materiales denominados homogéneos. Para ratificar ello basta por observar a nivel
de atomos y moléculas. Si los materiales utilizados en ingenieria debiesen ser
caracterizados a ese nivel de observacion, la tarea seria abrumadora. Por ello, para
sobrepasar esta dificultad, ingenieros introdujeron la hipotesis de medios continuos.
Dicha hipoétesis implica una nocion de promedio estadistico en el que la constitucion
real del material se idealiza al considerar que el material es continuo. Una vez el
modelo de continuidad es aceptado, el concepto de homogeneidad es deducido desde
alli. Un medio homogéneo es entonces caracterizado por propiedades que son
idénticas en cada punto. Mientras que el concepto de heterogeneidad aparece cuando
las propiedades fisicas o mecanicas de un material son funciones de un punto, es
decir, dependen del punto de evaluacién dentro del medio.

Un importante objetivo de la mecénica y fisica de materiales heterogéneos es definir
sus propiedades efectivas desde el conocimiento de las leyes constitutivas y
distribucion espacial de sus componentes. Los métodos de homogeneizacion han sido
desarrollados para ese propdésito. De forma general, las técnicas de Homogeneizacion
son todas aquellas que permiten sustituir un medio heterogéneo por uno homogéneo
equivalente. Estos métodos han alcanzado un gran nivel de sofisticacion y eficiencia,
especialmente en el caso de propiedades lineales como conductividad térmica o
elasticidad.

Desde hace algunas decadas se han realizado formulaciones que buscan obtener el
comportamiento global del compuesto mediante los campos de tensiones y
deformaciones que se producen a nivel de los materiales componentes. De aqui
surgen nuevas formas de representar el comportamiento de los materiales
heterogéneos dentro de un contexto multi-escala, en donde se utiliza un volumen
representativo elemental (VRE) para representar la microestructura del compuesto.
Entre estas se puede citar el modelo de ensamble de esferas [16-17] en donde se llena
un dominio mediante esferas de diferente tamafio, respetando la relacion volumétrica
de las fases. Otros trabajos proponen un método que se denomina “self-consistent
method” [18-21] en donde se representan las heterogeneidades de un medio como
una inclusion (elipsoidal o cilindrica) dentro de una matriz infinita de propiedades
elasticas desconocidas. Por otra parte, se propone también modelos micromecanicos
basado en el “método de Mori-Tanaka” [22], estos consideran fibras o fracturas de
formas elipsoidales, cilindricas o planas embebidas en una matriz isétropa,
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transversalmente isotropa u ortotropa. En general, estos métodos siguen una
formulacién con autodeformaciones (eigenstrain), en donde se considera un solido
elastico lineal, homogéneo e infinito y se admite la inclusion de una autodeformacion
(eigenstrain) uniforme dentro de una regién elipsoidal. Esta idea es originalmente
propuesta en [23].

Por otra parte, segun el trabajo [24], para el estudio de materiales heterogéneos se
pueden adoptar dos puntos de vista, véase la figura 16. El primero, denominado
global o macroscopico (denotado por x;), considera como material homogéneo el
material heterogéneo dado que las heterogeneidades son muy pequefias a este nivel y
pueden ser ignoradas. El segundo se denomina local o microscopico (denotado con
y;), donde se analiza la estructura interna del compuesto y es representada a través
del ya mencionado VRE, que contiene toda la informacion microestructural del
material heterogéneo. Es necesario mencionar que, si bien la microestructura se
encuentra a una escala mucho menor que la macroestructura, esta sigue dentro del
contexto de la mecénica de medios continuos al ser mucho mayor a la distancia entre
moléculas.

X1,

—-+———""  Medlo homogBneo

iR
Velumen represantallve
Figura 16: Teoria de homogeneizacidn; utilizacion de dos escalas.

Otra observacion importante es que se trabaja bajo la hipdtesis de que el medio
heterogéneo es estadisticamente homogéneo, y aunque la experiencia sugiere que
conseguir un dominio estadisticamente homogéneo no es tarea facil, se debe partir de
la idea de que es posible obtener un VRE que represente fielmente la microestructura
[25]. Bajo estos conceptos, pueden encontrarse diferentes métodos, tales como: el
método de promedios, la teoria de expansion asintdtica, etc [26].
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3.6.1. Método de Promedios

El método de promedios, también llamado método heuristico, fue el punto de partida
del trabajo de investigacion realizado por Suquet [27], donde se proponen varias
aportaciones a la teoria de homogeneizacion, aqui se presentan algunas de ellas. Este
autor define la teoria de homogeneizacion como: el procedimiento que consiste en
sustituir un material fuertemente heterogéneo por un material homogéneo el cual se
desea equivalente al precedente dentro del rango usual de cargas. Se denomina
material fuertemente heterogéneo (o material compuesto) un material dentro del cual
una muestra de tamafio manipulable contiene un gran nimero de heterogeneidades
(granos, cristales, fibras, agujeros, fisuras, etc.) embebidos dentro de una matriz de
propiedades diferentes (la matriz y las heterogeneidades son los constituyentes).

Con el propo6sito de obtener una ley de comportamiento macroscopico de algunos
materiales Suquet [27] y Hill [28] proponen que dichas magnitudes pueden ser
obtenidas a través del promedio de las magnitudes microscopicas que definen el
estado del sistema. Es decir, sea V el volumen de un dominio representativo del
medio heterogéneo. Entonces, las variables macroscopicas de tensiones o
deformaciones se obtienen a través del promedio de los respectivos valores
microscopicos dentro de dicho dominio, esto es:

c*=(o)y O e* = (e)y, (3.36)

donde o* y €* representan el tensor de tensiones y deformaciones macroscopicas
respectivamente, mientras que o y € son los campos correspondientes de tensiones y
deformaciones a nivel microscépico respectivamente. La conversion de estos campos
microscopicos a la variable macroscdpica se justica a través del operador promedio
(), el cual se define de la siguiente forma: Sea “x” la coordenada de un punto en la
escala macroscépica, V el dominio del volumen representativo y la funcion f es una
variable de estado de dicho dominio que depende de dos escalas: una x; que
representan las variables macroscépicas y otra y; para las variables microscépicas,
entonces:

f200) =5 J, Fee )V = (f (£, 7). (3.37)

En este caso, el problema dentro de la escala microscépica exhibe dos diferencias
notables con respecto al clasico problema de contorno:
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1. Las cargas consisten en promedios de campos y no de desplazamientos o
fuerzas de masa o superficie.

2. No existen o no estan claras las condiciones de contorno en el dominio
representativo.

Cual sea el caso, el problema elastico de los materiales compuestos se aborda de la
siguiente manera: se busca obtener de forma aproximada el tensor constitutivo
homogeneizado elastico C* (o su inverso D*). Con lo cual, es posible desacoplar el
problema y modelar el medio heterogéneo eléstico, Unicamente a través de la escala
macroscopica x;. En el trabajo [27] se generaliza el método de promedios para su
aplicacion a medios periddicos.

Existen distintos procedimientos que pueden considerarse sub-grupos del método de
los promedios, entre ellos:
1. Método de los promedios formulado en deformaciones: trabajos
relacionados con este procedimiento pueden encontrarse en las referencias
[25, 27-29].

2. Método de los promedios formulado en tensiones: trabajos relacionados
con este procedimiento pueden encontrarse en las referencias [25, 27, 29].

3.6.2. Teoria de la expansion asintotica

Esta formulacion matematica realizada a traves de los desarrollos asintoticos
descompone el problema de los medios heterogéneos en escalas de diferente orden de
magnitud. De esta forma, se obtiene en cada una de las escalas las ecuaciones que
gobiernan el comportamiento tenso-deformacional del material bajo un riguroso
sustento matematico. Esta teoria fue propuesta y desarrollada en los trabajos [30-34],
entre otros. El lector interesado en profundizar acerca de los conceptos matematicos
de los métodos asintéticos puede consultar las referencias [35-36].

Como se menciona anteriormente, el problema de materiales compuestos puede
adoptar dos puntos de vista diferentes. Si se adopta un punto de vista microscopico,
es posible apreciar el material a nivel de materiales constituyentes y, por
consiguiente, los respectivos campos de las variables de estado. Estos campos
microscopicos presentan fluctuaciones u oscilaciones, cuya longitud de onda esta
relacionada con la dimension de los componentes. Si por el contrario se adopta un
punto de vista macroscépico entonces no se perciben las heterogeneidades del medio,
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ni las rapidas oscilaciones de los campos de las variables. Esta diferencia de magnitud
entre la longitud de onda del campo microscopico y el macroscopico lleva a dividir el
espacio de referencia. En consecuencia, se utiliza un espacio global o macroscopico,
al cual se denomina con la variable x;. Ademas, se considera un espacio local o
microscopico y;, en el cual se representa la estructura interna del compuesto o
microestructura. Las escalas de estos espacios estdn relacionadas mediante un
pequefio parametro e, que representa la diferencia de magnitud entre las longitudes de
onda de las dos escalas

y = f. (3.38)

Entonces, es posible deducir un operador diferencial en dos escalas de la siguiente
forma: sea una funcion f€(x), en donde € es la longitud de onda del campo fluctuante
microscopico. Entonces, esta funcién puede ser escrita de forma equivalente en las
dos escalas f€(x) = f(z ), tal que z;(z; = x;) es la variable macroscépicae y; =
x; /€ es la microscopica. De esta forma, la derivada de la funcion f€(x) con respecto
a las dos escalas es:

or _ 105, or
dx;  €0y; + az;' (3.39)

puesto que las variables: y; y z; son consideradas independientes, se reemplaza la
variable macroscopica z; por x;, esto es:
d _ 120 ]

i 2oy + p (3.40)

Ahora bien, dentro de un contexto multiescala, el campo de desplazamiento u€ se
puede descomponer de la siguiente forma

uf(x) = ulx,y) = u’(x,y) + eul(x,y) + e2u?(x,y) + ---, (3.41)
donde u€ es el campo de deformaciones del medio heterogéneo, el cual se
descompone en la suma de funciones diferentes (u° ul,..) que coexisten bajo

diferentes ordenes de magnitud (e71,€%¢€?,...). En general, se admite que estas
funciones cambian lentamente en cada una de las escalas.
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MICROESTRUCTURA DEL COMPUESTD DIVIVIDD EN CELDAS

Figura 17: Division de un medio en celdas.

Si el compuesto es un medio periddico, este principio se le conoce como periodicidad
local [24, 34, 37]. Es decir, considérese que se tiene un medio dividido en celdas
unidad de dominio Y, tal como presenta en la figura 17, considérese ademas que se
han identificado dos puntos P1 y P2 en celdas vecinas que son homologos por
periodicidad. El principio expresa que el valor de la funcion f€ (que representa el
campo de una variable de estado del problema) es en estos puntos (aproximadamente)
igual, puesto que dichos puntos con respecto a la escala local son equivalentes y en
relacién con la escala global dichos puntos se encuentran en posiciones muy cercanas.
Por el contrario, el valor de la funcion es en general distinto para un punto cualquiera
P3 homdlogo por periodicidad, pero alejado de P1, ya que la distancia es grande con
respecto a la escala x;. Asi también, el valor de la funcion es distinto para un punto
P4 que se encuentra dentro de la misma celda, pero alejado del punto inicial P1,
puesto que en este caso la distancia entre dichos puntos es grande con respecto a la
escala y;. Para obtener las ecuaciones que gobiernan en cada una de las dos escalas,
la mayor parte de trabajos utilizan los tres primeros términos de la descomposicién
del campo de desplazamientos (ver ecuacion 3.6) y ademas descomponen el campo
de tensiones. Sin embargo, por sencillez y para una mejor explicacion del método, es
posible obtener las mismas expresiones utilizando Unicamente los dos primeros
términos del campo de desplazamientos, tal como se presenta a continuacion. Aunque
en lo posible, se intenta sequir la formulacidn estandar de esta teoria, que se puede
encontrar en las referencias [38-39].

3.7.Andlisis micromecanico de materiales heterogéneos

La micromécanica es un campo que ha tomado relevancia dado que busca entender el
comportamiento de los materiales modernos con sofisticadas microestructuras, por
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ejemplo, compuestos reforzados por particulas o fibras, materiales reforzados por
preformas textiles, etc. [40].

Un objetivo de la micromecénica es la prediccion de los modulos macroscopicos de
los materiales heterogéneos a partir de la informacion de los materiales constituyentes
y su ordenamiento geométrico. Para ello, es necesario tomar en cuenta ciertas
idealizaciones tales como un ordenamiento perfecto de las fibras dentro de la matriz.

Los andlisis micromecénicos comidnmente se basan en dos conceptos, bajo el
concepto de un volumen representativo elemental (VRE), el cual caracteriza
materiales heterogeneos con microestructuras macroscopicamente o estadisticamente
homogéneas a una escala apropiada [41-42] o bajo el concepto de una celda unitaria
repetitiva (CUR) el cual caracteriza a los materiales heterogéneos periodicos [25, 31].
Estos dos conceptos estan basados sobre diferentes representaciones geométricas de
los materiales heterogéneos, por lo que requieren diferentes condiciones de contorno
para el analisis micromecanico del volumen mas pequefio del material, cuya respuesta
es indistinguible de la del material en general. En particular, el anlisis
micromecénico de un VRE se basa en la equivalencia de las condiciones de contorno
de traccion y desplazamiento homogéneo. Mientras que el analisis micromecanico de
una CUR se basa en la combinacion de las condiciones de contorno periddicas de
traccion y desplazamiento.

3.7.1. Volumen representativo elemental (VRE) vs celda
unitaria repetitiva (CUR)

En la realidad no existen materiales completamente homogéneos, debido a que, a
alguna escala, todos los materiales son heterogéneos. El propésito de la
micromecanica es dar a cuenta explicitamente de la microestructura heterogénea de
un material mientras permite que sea tratado como un continuo efectivo (pseudo-
homogéneo) a una escala mayor. Para dar cuenta de esta microestructura, la
micromecanica depende de los dos conceptos nombrados anteriormente, VRE o
CUR.
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Figura 18: Relacidn entre las escalas de VRE, CUR vy estructura; s,=campo de desplazamiento,
ss=campo de esfuerzo.

Un VRE es un volumen de un material cuyo comportamiento efectivo es
representativo (e indistinguible) del material como un todo. Para un material ficticio
perfectamente homogéneo, el VRE seria infinitamente pequefio. Para todos los demas
materiales (heterogéneos) el VRE debe contener un gran y suficiente volumen con tal
de capturar la esencia de la microestructura del material desde un punto de vista
estadistico. Entonces, si se aplican como condiciones de contorno desplazamientos y
tracciones al contorno del VRE, se obtendria una respuesta idéntica que realmente
represente a la totalidad del material. En el trabajo [41], se define un VRE basado en
el requisito de que las densidades de energia de deformacién inducidas por la
aplicacion de condiciones de contorno homogéneas tanto de desplazamiento como de
traccion fueran esencialmente equivalentes.

De igual importancia es el concepto de una CUR. Aqui, la microestructura del
material heterogéneo se considera aproximadamente periodica, donde la CUR es el
volumen de material que al ensamblarse uno al lado del otro genera el total de la
microestructura. Debido a que cada CUR es indistinguible de la siguiente, la
respuesta del material en su totalidad bajo cargas uniformes macroscopicas es
idéntica a la respuesta de una CUR arbitraria bajo la misma carga. Las condiciones de
contorno adecuadas para lograr esto corresponden a condiciones de contorno
periddicas. A menudo es dificil asegurar que un analisis sobre un volumen es en
realidad un VRE, como consecuencia el enfoque CUR/periodicidad es usualmente
utilizado. En la referencia [43] se provee una discusion en profundidad acerca de los
conceptos de VRE y CUR en el contexto de la micromecanica de compuestos.
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La interaccion entre las escalas de un VRE, CUR vy la estructura es presentada en la
Figura 18. En ella la magnitud d representa el tamafio microestructural (una CUR de
un compuesto fibra/matriz), D es el tamafio del VRE y L es la longitud caracteristica
estructura compuesta del material heterogéneo.

3.7.2. Método basado en el analisis de celda

Aqui se describe la formulacion de los métodos de celda en relacion con el problema
de Homogeneizacion [44].

Sea un volumen representativo elemental (VRE) del material compuesto, de modo
que RVE = UYV,, donde r puede ser la matriz, particulas. EI comportamiento
constitutivo de cada fase es un dato del problema y se representa mediante una
funcion G, del siguiente modo:

o(x) = C, (x). (3.42)

El problema de Homogeneizacion consta de dos partes: un problema local y un
problema de homogeneizacion asociado al problema local, como se explica a
continuacion.

3.7.2.1. Problema Local

Consiste en encontrar, para una determinada condicion de contorno sobre el VRE, los
campos tensoriales o = o(x), & = €(x) y el campo de desplazamiento u = u(x), que
satisfacen

01 (%) = Cjpy € (%), (3.43)
du; . ouj
Vaij(x) =0, (345)

lo cual representa la ley constitutiva (3.43), las relaciones de deformacion-
desplazamiento (3.44) y las ecuaciones de equilibrio en ausencia de fuerzas de cuerpo
(3.45).
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3.7.2.2. Problema de Homogeneizaciéon Asociado

Consiste en encontrar, para las funciones conocidas Cjj; del problema local, la
funcion C que satisface

0ij = Cijr1 E&ij» (3.46)

donde 4;; y &; son una medida del esfuerzo y la deformacion macroscopica del

compuesto, y que es representativa del campo de esfuerzo y deformacion que es
solucion del Problema Local.

La relacion entre las variables de esfuerzo y deformacion locales y macroscépicas, 0
equivalentemente, la relacion entre el Problema Local y su Problema de
Homogeneizacion Asociado queda completamente definido en cuanto se fija lo
siguiente:

a) El tipo de condicién de contorno impuesta al VRE para el problema
local, pudiendo ser tanto de desplazamientos prescritos como de
tracciones prescritas.

b) La medida adoptada para g;; Yy &;.

Si se asocia la nocion de celda al concepto de VRE, los métodos basados en el anélisis
de celda consisten en la realizacién de tres actividades:

i. Disefiar la geometria de la celda o VRE que constituye el dominio en el
que se va a resolver el Problema Local, de acuerdo con las caracteristicas
microestructurales que se desee modelar. Dicha celda puede contener una
0 maés particulas embebidas en la matriz, puede contener uno o0 mas vacios.
Ademas, es necesario definir el comportamiento constitutivo de los
materiales constituyentes (funciones C,.).

ii.  Definir el tipo de condicion de contorno a aplicar sobre el VRE vy, en
funcion de ellas, resolver el problema local siendo esto crucial para la
validez y representatividad de los resultados obtenidos.

iii.  Definir la medida a usar para cuantificar o;; y &;;, previamente definiendo

la relacion entre las condiciones de contorno aplicadas, permitiendo la
obtencion de la funcion C.
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3.7.3. Mddulo elastico de materiales homogéneos

El concepto de modulo elastico de materiales heterogéneos se basa en el concepto
bien definido del modulo elastico de materiales homogéneos el cual debe ser
independiente de la manera de aplicar las condiciones de contorno. En particular, la
aplicacion de un campo uniforme de deformacién £° a través de las condiciones de
contorno homogéneas de desplazamiento

u; = glx, parax €S, (3.47)

produce un campo uniforme de esfuerzos &, con los dos campos relacionados a
través de la Ley de Hooke Generalizada al-‘} = Cijul en;, donde Cijk corresponde al

tensor de rigidez. A la inversa, la aplicacion de un campo uniforme de esfuerzo ¢° a
través de las condiciones de contorno homogéneas de traccién

Ti(S) = o)) n; paran € S, (3.48)

produce un campo uniforme de deformacion £°, con los dos campos relacionados a
través de la Ley de Hooke Generalizada el-oj = Sijki g, donde Sijii corresponde al

tensor de flexibilidad. Los dos tensores son invertibles, esto es § = [C]~1. Por lo
tanto, la densidad de energia de deformacién tampoco depende de la forma de las
condiciones de contorno uniformes.

1 1
U= v fV O—ijgijdV = > 0'8'8?]'- (349)

Dada la invertibilidad de los tensores de rigidez y flexibilidad se tiene que

1 1
U(e®) =3 Cijusijei 0 U(e®) = Sijuogog,  (3.50)
tal que
au(e®) U (%)
Ui(} = 90 Cijki Exl 0 lf)j =0 = Sijki o, (3.51)

ij ij

que también son validos en un punto en presencia de campos de
esfuerzos/deformaciones espacialmente variables. Estos conceptos son llevados a
materiales heterogéneos con microestructuras estadisticamente homogéneas.
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3.7.4. Materiales estadisticamente homogéneos

Un material heterogéneo, que es estadisticamente homogéneo a una escala apropiada,
es caracterizado por un conjunto de modulos elésticos que no varian de un punto a
otro en esa escala. Los modulos elasticos efectivos relacionan el promedio de los
esfuerzos y deformaciones definidas sobre el mas pequefio subvolumen del material
heterogéneo, VRE, cuya respuesta (promedio) es representativa de la respuesta del
material en su totalidad, Figura 19a
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Figura 19: (a) Microestructura macroscépicamente homogénea caracterizada por un volumen
representativo elemental. (b) Arreglo periddico de diferentes refuerzos caracterizado por una celda
unitaria repetitiva.

Por tanto, la ley de Hooke generalizada para materiales homogéneos sufre
modificaciones dado que ahora en vez de utilizar las cantidades de esfuerzo uniforme
y deformacion uniforme, g, y &,, se deben tomar las cantidades promedio sobre el
nuevo volumen, VRE.

Gy = =, oy (0av, &ij =7, &;(0aV. (3.52)

Y los médulos constantes son remplazados por los mddulos efectivos C¢/ y ¢/ con
sef =[cef]71 , tal que
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0ij = Ciej];d €kl 0 &ij = Siej]]:(l O (3.53)

La invertibilidad S¢ = [C®]~! indica que los mismos modulos eléasticos son
obtenidos independientes de la condicion de contorno, traccion o desplazamiento, del
tipo que genera campos de esfuerzos y deformaciones homogéneos en el medio
equivalente homogéneo. Ademas, estas condiciones de contorno son del tipo
homogéneo y producen el mismo esfuerzo promedio y deformacion promedio
independiente de la constitucion del subvolumen del material como se muestra a
través del uso de los Teoremas de Esfuerzo y Deformacion Promedio.

Gy = [ T (S)x; dS,
(3.54)
E_ij = %fs [ul’(S)le + uj(S)nl-] ds.

En particular, utilizando las definiciones de condicion de contorno homogénea de
traccion y desplazamiento, en lugar de T;*(S) en el Teorema de Esfuerzo Promedio y
u;(S) en el Teorema de Deformacién Promedio, respectivamente y haciendo uso del
Teorema de Gauss, se obtiene

- _ 1 0 0
Gij = ?fs o XNy dS = o},

(3.55)

- _ 1 0 0 — 0

Si la aplicacién de condiciones de contorno homogéneas de traccién sobre un
subvolumen de material heterogéneo produce condiciones de contorno homogéneas
de desplazamiento, y viceversa, entonces el subvolumen del material se deforma a lo
largo de su superficie como un material homogéneo equivalente y el remplazo es
valido. Entonces, el subvolumen del material es un VRE. Mas a fondo, la energia de
deformacion inducida dentro de este VRE no depende en la manera de aplicar las
condiciones de contorno homogéneas y la relacion S¢ = [C®/]~! se mantiene, como
se demuestra a partir de la equivalencia entre el trabajo sobre la superficie del VRE y
la energia de deformacién inducida

Wzignmw=%quﬂw (3.56)

especificamente, si
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— -0 — o0
Tis) = oyjn; © wi(S) = egexy,
entonces
L =155 =150.0
;IV O-ijgij dv = Zo-l'jgl'j = Zo-l'jgl'j' (357)
Como en el caso del material homogéneo, independiente de la constitucion del VRE.

En general, la aplicacion de condiciones de contorno homogéneas de traccion sobre
cualquier subdominio de un material heterogéneo con microestructura
estadisticamente homogénea no produce desplazamientos homogéneos en el
contorno, y viceversa, excepto para microestructuras muy especiales, tal como el
modelo de compuestos por ensamblaje cilindrico [45] desde el cual un Unico
compuesto cilindrico es extraido con tal de calcular los médulos efectivos. Por lo
tanto, en la referencia [41] se propone una definicion para el VRE basada en la
equivalencia de la energia de deformacion inducida por condiciones de contorno
homogéneas de traccion o de desplazamiento. Esto conlleva a que el VRE debe
contener un numero suficientemente grande de fibras para que la energia de
deformacion inducida, por cualquiera de las dos condiciones de contorno, sea
esencialmente la misma. Primero, se aisla un candidato lo suficientemente pequefio
del subdomio del material heterogéneo, el cual debe contener la misma proporcion de
las fases constituyentes del material en general. El trabajo realizado por la traccion
sobre la superficie, T; = al-‘j-nj, induce cierta energia de deformacién que puede ser

calculado utilizando la ecuacion (3.56)
_0.0 _0.0

! =1 40 =1 40 =150 =15
zva aijeij AV = — I aimju; ds = zva oijeij AV =S 058 =< Gy,E;

(3.58)
— - . 0
donde g;; = 08- viene del Teorema de Esfuerzo Promedio, y & son los componentes

de deformacion promedio dentro del subdominio del material heterogéneo debido a la
aplicacion de la condicion de contorno homogeénea de traccion. El siguiente paso es
calcular la energia de deformacion, dentro del mismo subdominio de material,
producida por la aplicacion de la condicion de contorno de desplazamiento ;s =

&5.x; donde los componentes constantes e?j son configurados de tal manera que sl-oj =

0 Y . -
&7; - Entonces, para la condicion de contorno homogénea de desplazamiento, la
energia de deformacion es
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1 C1_g0 o 1 _g0_
EIV O-ijgij dV—EO'l-j gij_zo-ij gij! (359)

donde &; = ei"j viene del Teorema de Deformacion Promedio. Si la energia de
deformacion inducida por cualquiera de las dos condiciones de contorno homogeéneas
esencialmente la misma, entonces el candidato del subdominio del material califica
como un VRE. Es decir,

1_ - _1_ g0 1_g0_

Eaijeij = Eo-ijeij = EO'ij gij (360)
En dicho caso, las relaciones entre esfuerzo y deformacion son iguales para ambos
tipos de condiciones de contorno, con el moédulo efectivo conectando los dos

conjuntos de cantidades a través de la energia de deformacién comun, lo cual hace
que la relacion S = [C¢/]~* se mantenga.

3.7.5. Materiales periodicos

Los materiales compuestos estdn formados por una distribucién aleatoria o una
distribucion periddica de materiales componentes. Cualquiera sea el caso, la
distribucién y proporciones de los materiales componentes deben mantenerse en todo
el dominio, en caso contrario, se habla de un material diferente. Cuando se habla de
un compuesto con distribucion aleatoria, la informacion de la microestructura es
parcial mientras que para el caso periodico es completa, por ello se dice que un
volumen relativamente simple puede albergar toda la informacion del compuesto
periddico. Para un material compuesto aleatorio lo anterior es complejo, dado que el
volumen representativo requiere albergar muchas heterogeneidades con tal de
contener la informacion suficiente del compuesto.

3.7.5.1. Estructuray division de un medio peridédico

Un material heterogéneo periddico se obtiene a partir del ensamble de un nimero
infinito de celdas V adyacentes llamadas celdas unitarias repetitivas o CURs, véase la
figura 19b. La microestructura dentro de una CUR no es importante y puede ser
caracterizada por diferentes tipos de arreglos de una o mas inclusiones, siempre
cuando al repetir dicha CUR la microestructura se mantenga igual, tal como se
muestra en la figura 20.

41



Universidad Técnica Federico Santa Maria

Figura 20: Diferentes configuraciones de celdas unitarias repetitivas para un arreglo fibra-matriz
hexagonal [46].

Dada la propiedad de periodicidad se puede establecer que la repeticion y traslacion
ordenada de estas celdas reproducen el compuesto en si. La Unica particularidad de
estas CURs es que son iguales entre si.

Como se ha mencionado, la CUR no es Unica, sin embargo, el comportamiento
efectivo del compuesto comparado mediante la utilizacion de diferentes CURS
debiese coincidir (dado que las propiedades efectivas del compuesto estan
correctamente definidas independiente de la eleccion de la CUR).

3.7.5.2. Efecto del campo de desplazamiento periddico

En los medios periddicos se producen campos de desplazamientos que mantienen la
periodicidad local del medio. Un andlisis de estos campos revela que estos
desplazamientos generan simultdneamente dos consecuencias. La primera es un
desplazamiento diferencial de las particulas dentro de la celda, que provoca la
deformacion de las caras (ondulaciones). Por ejemplo: en la figura 21 se presenta un
dominio dividido en celdas a través de una red cuadrilatera; al dominio se le impone
un campo de desplazamientos periddicos, con la particularidad que no afecta la
distancia de las caras de las celdas, pero si afecta a su forma. Se observa, pese a la
perturbacion que sufren los dominios de las celdas, la dimension global de la red
cuadrilatera no cambia. Ademas, se observa que la distancia entre vértices (y en
general puntos periddicos) no se altera.
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/—DEFORMACION DE LA RED CUADRILATERA
1

/2. 2

ariginal defermoda

777

MICROESTRUCTURA DE UN COMPUESTC
Figura 21: Deformacién de una red cuadrilatera, bajo un campo de desplazamiento periddico, sin que
se produzca una variacion de los vectores periodicos [47].

La segunda consecuencia de un campo de desplazamientos periddico es modificar la
base de los vectores periddicos. Por ejemplo, considere que la celda se deforma, pero
en este caso se afecta la distancia entre caras periddicas, ver Figura 21. En este caso,
puesto que las celdas vecinas sufren la misma transformacién (condicion periddica),
ésta altera la dimension global de la red y el efecto se amplifica desde el nivel
microscopico al macroscopico.

177 170N
;
/.

CROESTRUCTURA DE UN COMPUESTO

Figura 22: Deformacién de la red bajo un campo de desplazamiento periddico que modifica la base de
los vectores periddicos de la celda.

Cada uno de estos dos efectos, que se producen simultineamente, tiene su
importancia. El primero, que se puede considerar como un desplazamiento diferencial
de las particulas, se requiere para que las celdas alcancen su equilibrio interno. El
segundo, que altera los vectores de periodicidad, esta relacionado con la deformacion
del medio.
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3.7.5.3. Condiciones de contorno para medios periddicos

Hasta el momento se ha hablado mayormente de las condiciones de contorno
homogeéneas, las cuales son utilizadas sobre materiales con microestructura
homogéneas o estadisticamente homogéneas. Sin embargo, cuando se habla de
materiales con microestructura periddica, son las condiciones de contorno periddicas
las que deben imponerse sobre la CUR.

/ /
(i
o '\\
\5,
( [ (
(RS S

Figura 23: La imposicién de una solicitacion mecanica lleva al medio periédico desde la configuracién
original hasta la configuracion deformada manteniendo la condicion periédica del medio.

Como se ha mencionado anteriormente, la respuesta del arreglo entero bajo una carga
macroscopica uniforme es idéntica a la respuesta de una CUR arbitraria bajo la
misma carga. Debido a ello, las condiciones de contorno periddicas son las adecuadas
para dar cumplimiento a este comportamiento. Bajo la solicitacion de la celda bajo un
sistema de cargas arbitrario, esta responde con un conjunto de campos de
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos. En esa nueva configuracion deformada
la microestructura conserva su naturaleza periddica, lo cual hace posible detectar una
nueva celda generadora (deformada de la original), véase la figura 23. Es importante
enmarcar que, al ser la microestructura periodica, también son periodicos los
microcampos de esfuerzo y deformacion dentro de la celda.

Como se define en la referencia [25], el campo de desplazamiento para un medio
periddico puede ser expresado por

w; (21, X2, X3) = EeXi + uj (%4, X3, X3), (3.61)
donde &;;, son los componentes promedio de deformacion de la microestructura

periddica y &;x; representa un campo de desplazamiento lineal. Mientras que el
segundo término de la derecha es una funcion periddica de una celda a otra, como se
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muestra en figura 24, la cual representa una modificacion del campo lineal de
desplazamiento debido a la estructura heterogénea de los compuestos.

SO t —— g

Figura 24: Medio periodico deformado bajo la accién de una carga, donde se sefiala la componente
periodica u” del campo de desplazamiento u.

Debido a que la estructura periodica de las CURs representan un cuerpo fisico
continuo, dos continuidades deben ser cumplidas en los contornos de las celdas
vecinas [48]. Una es que los desplazamientos deben ser continuos, es decir, los
contornos de celdas adyacentes no deben separarse o traspasar a otra celda luego de la
deformacion. La segunda condicion implica que la distribucién de las tracciones en
los contornos paralelos opuestos de una celda debe ser iguales. De esta manera, las
celdas individuales pueden entonces ser ensambladas como un cuerpo continuo.

Para dar cumplimiento a la primera condicion de continuidad, la ecuacion (3.61) debe
ser empleada. Sin embargo, no es posible aplicarla directamente dado que la parte
periddica u; generalmente se desconoce. A pesar de ello, es posible encontrar una
expresion mas explicita, adecuada para modelos de CUR paralelepipedas, donde las
expresiones de desplazamiento se definen sobre las caras paralelas opuestas de la
celda y de alli se establece una relacion entre los desplazamientos de ellas como se
muestra en la siguiente relacién [49]:
Jj+

W= = g (6]t —x]7) = guxl, (3.62)
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donde los indices j+ y j- identifican el jth par de caras paralelas opuestas de una

CUR. Debido a que Ax,]c es una constante para cada par de caras paralelas y dado un
especifico &, el lado derecho de la expresion se vuelve en constante. De este modo
estas ecuaciones pueden ser facilmente aplicadas en el analisis de métodos finitos.

La ecuacion (3.62) es una condiciébn de contorno especial que define el
desplazamiento relativo entre dos caras opuestas, lo cual garantiza la continuidad del
campo de desplazamiento. Por otro lado, para dar cumplimiento a la segunda
condicion de continuidad, la siguiente condicion debe satisfacerse
0,{+ - a,{_ =0,
(3.63)
j+

Tht

— Tfl; =0,

donde o,y T, son los esfuerzos normales y cortantes en las correspondientes caras
paralelas opuestas de una CUR, respectivamente. Esta condicion de contorno de
traccion asegura el equilibrio de fuerzas entre dos celdas adyacentes. Por lo tanto,
para problemas de contorno periodicos la ecuacion (3.63) constituye un conjunto de
condiciones de contorno.

Como se demuestra en el trabajo [48], sélo la utilizacién de la condicion de contorno
periddica de desplazamiento, representada por la ecuacion (3.62) es suficiente para
garantizar la unicidad de la solucién, y por ello, no es necesario imponer
explicitamente la condicion de contorno periddica de traccion, ecuacion (3.63), dado
que dicha condicion es automaticamente satisfecha. Esto ultimo es respaldado en las
referencias [40, 50-52].
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3.8.Método de Elementos Finitos

Muchos fendmenos fisicos, cuya correcta comprension, prediccion y control son
importantes para las ciencias y la ingenieria, se describen mediante modelos
matematicos, aunque la deduccion de las ecuaciones diferenciales que gobiernan tales
fendmenos no resulta muy dificil, en la mayoria de los casos, la solucion exacta de
estos modelos es desconocida y a veces ni siquiera se sabe si existe una solucion
unica. Por estas razones, en general, la Gnica manera de resolver las EDP que se
plantean en estos modelos es recurriendo a métodos numeéricos para definir una
solucién aproximada.

Los métodos de elementos finitos, de diferencias finitas, de volumen de control
(basado en diferencias finitas o elementos finitos) y de contorno, son apenas algunos
de los métodos numéricos, que se han desarrollado y utilizado exitosamente en la
solucion de problemas en distintas areas de la ciencia. Debido a que las soluciones de
los problemas mediante estos métodos son aproximadas, se debe tener especial
cuidado con su interpretacion y utilizacion. Ademas, la calidad de los resultados de
este método depende de varios factores, entre los cuales se pueden destacar la
distribucion de la discretizacion espacial de la region en estudio, el tipo de
discretizacién en el tiempo (problemas no permanentes), la aplicacion apropiada de
las condiciones de contorno, la correcta inclusion en el modelo de las propiedades
fisicas de los materiales que intervienen en el problema, entre otros.

El Método de Elementos Finitos (MEF) es una técnica numeérica que es utilizada para
resolver ecuaciones diferenciales a través de aproximaciones discretas [53]. Es una
herramienta numérica de resolucion de problemas complejos que resulta de gran
utilidad por su potencial, versatilidad y utilidad practica [54]. Es empleado en el
tratamiento de problemas fisicos con geometrias, carga y propiedades de material
complicados donde las soluciones analiticas no son factibles.

La idea general del método es la conversion de un problema grande a un conjunto de
problemas pequefios, donde el ensamble de las soluciones individuales da con la
solucion del problema global.

3.8.1. Enfoque general

El MEF se basa en la division de una region en un conjunto de pequefios elementos
interconectados por una serie de puntos llamados nodos. Las ecuaciones que rigen el
comportamiento del continuo regiran también cada elemento. De esta manera, se pasa
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de un sistema continuo (infinitos grados de libertad), gobernado por una ecuacion
diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales, a un sistema con un nimero
finito de grados de libertad, cuyo comportamiento se modela por un sistema de
ecuaciones, lineal o no.

Aunque las particularidades varian, la implementacion del método de elementos
finitos usualmente sigue un procedimiento estandar [55].

3.8.1.1. Discretizacion

Para solucionar problemas mediante el método de elementos finitos, primero se debe
dividir el dominio en subdominios denominados elementos. EI dominio se conecta de
diferentes maneras segin el tipo de andlisis siendo mediante puntos, lineas o
superficies en una, dos o tres dimensiones, respectivamente, como se muestra en la
figura 25. Los elementos en una dimension se definen por un nimero discreto de
puntos llamados nodos; en dos dimensiones se definen por nodos y por lados
denominados lineas nodales; en tres dimensiones por nodos, lineas y planos nodales.

Elemento linea

a) Unidimensional

Nodo

Linea nodal

Elemento A
. Elemento
cuadrilateral .
o triangular

b) Bidimensional

Elemento /
. W La
hexaédrico gu= f

Plano nodal

c¢) Tridimensional

Figura 25: Ejemplos de los elementos empleados en el método de elementos finitos. a) una, b) dos y c)
3 dimensiones.
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3.8.1.2. Ecuacion de los elementos

Como se ha comentado, el MEF consiste en el reemplazo de un conjunto de
ecuaciones diferenciales, por un grupo equivalente, pero aproximado, de ecuaciones
algebraicas donde cada una de las variables es evaluada en los puntos nodales. Aqui
se desarrollan las ecuaciones para aproximar la solucion de cada elemento y consta de
dos pasos. Primero, se debe elegir la funcion apropiada con coeficientes desconocidos
que aproximaran la solucion. Segundo, se evaltuan los coeficientes de modo que la
funcién aproxime la solucion de manera 6ptima.

i.  Eleccion de las funciones de aproximacion
Debido a que son faciles de manipular matematicamente, a menudo se utilizan
polinomios para este propdsito. En el caso unidimensional, la alternativa méas
sencilla es un polinomio de primer grado o linea recta.

u(x) =ay + ayx, (3.64)

donde u(x) es la variable dependiente, a, y a; son las constantes y x la
variable independiente. Esta funcién debe cumplir con los puntos extremos
del elemento, de tal manera que las constantes se mantengan, es decir

Uy (x1) = ap + agxq,
(3.65)
Uy (x2) = ap + agx,,

donde, a través de la regla de Cramer, se obtiene

U1 X2~ Uz X1 Uz—Uq
aO - ] a1 - )
X2—X1 X2—X1

reemplazando los valores en (3.64) y reagrupando términos, se tiene que

u = N1u1 + Nzuz, (366)
con
_ X2—X _ X=X
Ny =25 N, = 2 (3.67)

La ecuacion (3.66) se conoce como una funcion de aproximacion, o de forma,
y N; y N, se denominan funciones de interpolacion. Esta ecuacién ofrece un

49



Universidad Técnica Federico Santa Maria

medio para predecir valores intermedios, es decir, interpolar entre valores u; y
u, dados de en los nodos.

ii.  Obtencion de un ajuste 6ptimo de la funcion a la solucién
Una vez que se ha escogido la funcién de interpolacion, se debe desarrollar la
ecuacion que rige el comportamiento del elemento. Esta ecuacion representa
un ajuste de la funcion a la solucion de la ecuacion diferencial de que se trate.
Existen varios métodos para este propoésito [56], entre los mas comunes se
encuentran el método directo, el método de los residuos ponderados y el
método variacional.

Matematicamente, las ecuaciones del elemento resultante a menudo consisten
en un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que pueden expresarse en
forma matricial

[kl{u} = {F}, (3.68)

donde [k] es una propiedad del elemento o matriz de rigidez, {u} es el vector
columna de las incognitas en los nodos y {F} es el vector columna
determinado por el efecto de cualquier influencia externa aplicada a los nodos.
Cabe destacar, que para muchos problemas practicos los sistemas son lineales.

3.8.1.3. Ensamble

Una vez definidas las ecuaciones de los elementos individuales, éstas deben
ensamblarse para caracterizar el comportamiento de todo el sistema. Aqui, el
concepto de ensamble esta regido por el concepto de continuidad. Es decir, las
soluciones de elementos contiguos se acoplan, de manera que los valores de las
incégnitas en sus nodos comunes sean equivalentes. De tal manera, que la solucion
total que se obtenga sea continua.

Cuando todas las versiones individuales de la ecuacion (3.68) estan ensambladas, el
sistema completo se expresa en forma matricial como

[kl{u'} = {F'}, (3.69)

donde [k] es la matriz de propiedades del ensamble y {u’} y {F’} son los vectores
columna de las incégnitas y de las fuerzas externas, respectivamente, marcadas con
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apostrofes para sefialar que son ensamble de los vectores {u} y {F} de los elementos
individuales.

3.8.1.4. Condiciones de contorno

Antes de resolver la ecuacion (3.69), esta debe modificarse de tal manera que
considere las condiciones de contorno del sistema. Dichos ajustes dan como resultado

K]y = (71, (3.70)

donde la barra significa que las condiciones de contorno se han incorporado al
problema.

3.8.1.5. Solucidn

Las soluciones de la ecuacion (3.70) se obtienen a partir de técnicas de resolucién de
ecuaciones algebraicas lineales, como por ejemplo la técnica de eliminacion de
Gauss, la técnica de descomposicién LU, entre otras.

3.8.1.6. Post-procesador

Es la herramienta que permite la representacion los resultados, ya sea de manera
tabular o grafica, asi como también resultados indirectos que se pueden obtener
operando las soluciones del modelo.

Aunque los pasos anteriores son muy generales, son comunes para la mayoria de las
implementaciones del método.

3.8.2. Método de los desplazamientos

El MEF ha sido desarrollado por varios autores a lo largo de la historia, sin embargo,
fueron Turner, Clough, Martin y Topp en su trabajo [57], quienes presentaron el
método en la forma aceptada hoy en dia [58]. En ese trabajo, el cual nace de la
preocupacion por los problemas de fatiga y fractura que se generaban en las alas de
los aviones comerciales por causa de las concentraciones de esfuerzos, se propone
una técnica de andlisis tensional. Dicha técnica se basa en la discretizacion del
dominio en pequefios triangulos, denominados elementos finitos, los cuales estan
conectados entre si mediante puntos nodales (nodos), donde el ensamblaje de las
contribuciones elasticas de todos los elementos (triangulos) en un gran sistema de
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ecuaciones discretas y, la posterior resolucion de este proporciona los
desplazamientos de los nodos de la malla de elementos finitos.

Dicho método es Ilamado método de rigidez o método de los desplazamientos, donde
los desplazamientos de los nodos son las incognitas del problema. Aqui las
ecuaciones gobernantes son expresadas en términos de desplazamientos nodales
empleando las ecuaciones de equilibrio sobre cada nodo, de tal forma de aplicar la ley
que relaciona la fuerza con los desplazamientos.

En el trabajo [59], se propone el método de los desplazamientos como el camino, mas
apropiado y general, para una implementacion sistematica y eficiente del método de
elementos finitos. Lo cual termin6 siendo demostrado, prefiriéndose este método por
sobre el método de las fuerzas para la implementacion en computadora [60].

El uso que se le ha dado al método de elementos finitos ha sido generalmente para
determinar la distribucién de deformaciones y tensiones en un medio continuo
elastico. El procedimiento aplicado a la resolucion estos problemas es el siguiente
[61]:

i.  Dividir el medio continuo, mediante lineas o superficies imaginarias, en un
namero finito de elementos.

ii.  Conectar los elementos entre si mediante un nimero discreto de puntos,
Ilamados nodos, ubicados en los contornos de estos. El conjunto de elementos
finitos se denomina malla. Los desplazamientos de estos nodos seran las
incégnitas fundamentales del problema.

iii. Establecer las funciones que definan de manera Unica el campo de
desplazamientos dentro de cada elemento finito, en funcion de los
desplazamientos nodales de dicho elemento.

iv.  El estado de deformacion dentro del elemento se define, de manera Unica, en
base a las funciones de desplazamientos (definidas en iii), en funcion de los
desplazamientos nodales. Estas deformaciones, junto con las deformaciones
iniciales y las propiedades constitutivas del material, definen el estado de
tensiones en todo el elemento y, por consiguiente, también en sus contornos.

v.  Se determina un sistema de fuerzas centradas en los nodos, tal que equilibre
las tensiones en el contorno y cualesquiera cargas repartidas, resultando asi
una relacion entre desplazamientos y fuerzas de la siguiente forma:

q' =K'a' + i + fa, (3.71)
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donde g?! son las fuerzas que actdan en todos los nudos del elemento, Kla®
representa las fuerzas inducidas por los desplazamientos de los nudos a', f,}
representa las fuerzas nodales necesarias para equilibrar cualquier carga
distribuida que actle sobre el elemento y f;} las fuerzas nodales necesarias
para equilibrar cualquier deformacion inicial.

3.8.3. Mallado

Cuando se habla de malla en el método de elementos finitos, se refiere a la
representacion discretizada del dominio, con la cual se pasa de un cuerpo continuo a
un cuerpo conformado por conjunto finito de elementos, véase la figura 26.

Discretizacion

Figura 26: Discretizacion de un medio continuo.

3.8.3.1. Elementos de la malla

Son los componentes basicos de la malla, los cuales estdn compuestos por vértices
(nodos) y segmentos que definen su geometria.

Si el problema a tratar se define en una dimension (1D), la malla se compondra de
segmentos. Si se estudia el problema en dos o tres dimensiones (2D, 3D), la malla
podra ser constituida por elementos de diferentes geometrias, véanse las figuras 27 y
28.

a) b)
Figura 27: Tipos de elementos 2D. a) Triangulo b) Prisma 2D.

53



Universidad Técnica Federico Santa Maria

N/

a) b) c) d)

Figura 28: Tipos de elementos 3D. a) Tetraedro b) Pirdmide c) Prisma con base cuadrilatera (hexaedro)
d) Prisma con base triangular.

3.8.3.2. Calidad de malla

Pese a la potencia computacional aportada por el programa Ansys Workbench, el
factor principal para conseguir una aceptable aproximacion de los resultados finales
con los reales pasa por la aplicacion de unos conocimientos minimos por parte del
usuario en cuanto a los métodos empleados por el programa, y sobre todo, en cuanto a
las posibles fuentes de error, tales como [62]:

e Numero de elementos utilizados, cuya cantidad debe ser suficiente (pero
no excesivo) para el tipo de problema en cuestion. Un mayor nimero de
elementos supone un mayor coste computacional, asi que se debe ser
consciente de si el refinamiento de la malla provee una mejora
significativa a la solucion.

e La geometria del objeto que se deseé analizar, que puede generar errores
en la solucion, debido a que si el mallado realizado no mantiene ciertos
parametros (como los angulos de las aristas o las relaciones de tamafio en
las aristas) dentro de un rango predeterminado.

e EI tipo de elemento (tetraedro, hexaedro, etc), asi como algunas
propiedades del modelo las cuales son ingresadas de forma manual por el
usuario, lo cual genera errores de tipo humano en la utilizacion de Ansys
Workbench. Errores para los cuales el programa no genera alerta alguna.
Se hace conveniente por ello la validacion de la solucion mediante
comparacion de ésta con la obtenida por aplicacion del mismo analisis a
un modelo més sencillo.

Se ha mencionado que para validar el mallado, se debe tener cuidado con ciertos
pardmetros. Los parametros por revisar, especificos para el programa Ansys

Workbench, son [63]:
e Calidad del elemento: factor que se mueve entre 0 y 1. A medida que el
elemento generado por el programa se acerque mas a la geometria
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configurada en el programa, el valor més se acerca a 1, indicando una
buena calidad de malla.

Relacion de aspecto: es la relacion entre el lado més largo y el mas
pequefio del elemento. Lo que se busca es que los lados del elemento sean
iguales, por lo que el valor ideal es 1, véase la figura 29.

a) ' b)

Figura 29: Ejemplos de elementos. a) Tetraedro con elevada relacion de aspecto b)Tetraedro con

relacion de aspecto igual a 1.

Oblicuidad: es uno de los indicadores principales en la medicion de la
calidad de la malla. Se mide en una escala del 0 al 1, representando el O la
mayor calidad. Mide que todos los angulos de nuestros elementos sean los
méas parecidos posible (equilatero o equiangular). Se muestra a
continuacion una tabla con la calidad del elemento segln el valor de
oblicuidad
Tabla 2: indice de oblicuidad vs calidad del mallado.
Valor de Oblicuidad Calidad del elemento

1 Degenerado

09a1l Mala

0,75a0,9 Pobre

0,5a0,75 Imparcial

0,25a0,5 Buena

0a0,25 Excelente

0 Equilatero/Equiangular

Calidad ortogonal: el rango de este indice varia entre 0 y 1, donde el valor
1 representa la mejor calidad. Este indice se calcula a partir de 3 vectores
por cada cara del elemento, los cuales son: el vector normal de una cara
del elemento A;, el vector que va desde el centroide del elemento al
centroide de cada elemento adyacente B;, y el vector que va desde el
centroide del elemento a cada una de las caras del mismo C;. La figura 30
ilustra lo anterior mencionado.
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|4,
e
Figura 30: Vectores utilizados para el calculo de la calidad ortogonal del mallado.

El factor se determina usando la siguiente expresion para cada i [64]:

Calidad ortogonal = min {%,%}. (3.72)
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4. Metodologia

Con el objetivo de caracterizar numéricamente las propiedades del material empleado
en la construccion de los diferentes componentes de la protesis transtibial de la
empresa TakeaHand, se analizan dos modelos los cuales difieren en el grado de
relleno con el cual son impresas las piezas. Debido a esto, se elaboran modelos 3D
para cada grado de relleno por medio de un software CAD 3D. Los modelos 3D son
analizados por medio de un software comercial de simulacion ingenieril que utiliza el
MEF, especificamente, el programa Ansys Workbench 16.1. En dicho programa, las
propiedades mecénicas se calculan en base a los resultados que se obtienen de
diferentes simulaciones, donde la correcta implementacion de las condiciones de
contorno es crucial.

En los siguientes puntos se presenta la metodologia llevada a cabo en el presente
trabajo.

4.1.Medicion de muestras de diferente grado de relleno

La empresa TakeaHand para la elaboracién de los componentes de su protesis utiliza
dos grados de relleno, grado méximo y alto (ver punto 2.2.4. tabla 1). La necesidad de
medir las muestras se debe a que el software Z-Suite, programa de impresién de la
maquina Zortrax M200, no dispone de la informacion de la distancia entre trama y de
la distancia de separacion entre trama requeridos para elaborar los modelos 3D (ver
punto 2.1.3., figura 7). Por ello, es necesario realizar mediciones sobre las muestras
entregadas por la empresa de acuerdo con cada grado de relleno, las cuales se
muestran en la figura 31.

a) b)

Figura 31: Muestras de los patrones de impresion. a) Relleno Méaximo b) Relleno Alto.
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Las mediciones de la distancia entre trama son llevadas a cabo en el Laboratorio de
Mediciones del Departamento de Ingenieria Mecéanica de la UTFSM utilizando el
equipo mostrado en la figura 32.

Figura 32: Proyector de perfiles. Laboratorio de Mediciones, UTFSM.

e Equipo: Proyector de perfiles

e Marca: Mitutoyo

e Modelo: PJ-A3000

e Rango de medicion:

e Resolucion: 0,001 [mm]

e Caracteristicas:
o Tipo de proyeccion: episcopica, diascopica y epidiascopica
o Lente de amplificacion: 20X
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a) b)

Figura 33: Toma de mediciones de patrones de fabricacién. a) Relleno Maximo b) Relleno Alto
Cabe destacar que los patrones de impresion son irregulares, véase la figura 33. Por
ello, se ha debido calcular un promedio de las longitudes caracteristicas, las que se
han denominado como distancia y espesor de trama, las cuales son sefialadas en la
figura 34.

Distancia de

Espesor de trama

Figura 34: Longitudes caracteristicas del patrén de impresion.

Los valores promedios de las longitudes caracteristicas obtenidas a través de la
medicion, utilizando el tipo de proyeccién episcépica (imagen de la superficie), son
los siguientes:

Tabla 3: Resultados de medicion de las muestras de impresion.

Grado de relleno Maximo Alto
Distancia de trama (promedio) [mm] 0,22 1,14
Espesor entre trama (promedio) [mm] 0,64 0,39
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4.2 .Elaboracion modelos 3D

En base a las mediciones realizadas sobre cada muestra, relleno Alto y relleno
Maximo, se elaboran los modelos de cada tipo de patron de fabricacién utilizando el
software CAD 3D Autodesk Inventor 2018. Aqui las geometrias realizadas
corresponden al material ABS, al aire presente dentro del patron de impresion y su
ensamble, véase la figura 35.

vy

Figura 35: Calidad de relleno a) Alto b) Maximo.

El patron correspondiente a calidad de relleno alto representa a los componentes base,
pie medio y punta. Mientras que la calidad de relleno maximo se utiliza en la
estructura interna del elemento base (ver punto 2.2.4. tabla 1).

Por tanto, los modelos con y sin material de bajo médulo de Young, material que
representa al volumen de aire o vacio (véase el punto 3.5), utilizados para representar
los grados de relleno alto y maximo del presente trabajo de titulo se muestran en la
figura 36.

vyyrv

Figura 36: Grado de relleno méaximo: a) Sin b) Con material de bajo médulo de Young. Grado de
relleno alto: ¢) Sin d) Con material de bajo médulo de Young.
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4.3.Consideraciones sobre los modelos 3D

Para el disefio de los modelos se analiza la estructura de las muestras, es decir, se
estudia la configuracion de la capa 2D de acuerdo con los parametros presentados en
el punto 2.1.3. Sin embargo, para aplicar el enfoque de materiales periodicos (ver
punto 3.7.5.) se debe tomar tan solo la configuracion de la trama, dejando de lado la
informacidn pertinente a los contornos, es decir, al ancho y cantidad de estos, tal
como se indica en la figura 37.

Figura 37: Medio periddico de la estructura interna de los componentes del pie protésico.

Dejar de lado dicha informacion no es perjudicial para el objetivo de este trabajo de
titulo, dado que los resultados que se consiguen corresponden a valores
conservadores de las propiedades mecanicas. Esto ultimo se debe a que los contornos
otorgan mayor rigidez a la estructura interna de los componentes del pie protésico.

4.4.Célculo de las propiedades mecanicas

4.4.1. Via Teorias de Elasticidad y de Homogeneizacion

Para calcular las propiedades mecéanicas de ambos patrones de impresion es necesario
abordar el concepto de Ley de Hooke para materiales ortotropicos. Donde, por medio
de la obtencion de la matriz de rigidez [C] del compuesto, se determina la matriz de
flexibilidad [S] y de alli las constantes ingenieriles, véase los puntos 3.4 y 3.5. Este
procedimiento se lleva a cabo por medio de un metodo numérico a través de la
aplicacion del software Ansys Workbench.
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4.4.1.1. Tensor de desplazamiento &

Con el fin de determinar [C] del compuesto, la CUR es sujeta a una deformacion
promedio & [50]. Las seis componentes del tensor de deformacion eioj son aplicadas al
fijar las siguientes condiciones de contorno sobre los componentes de desplazamiento

—a; < x, < ay

<
w;(ag, xz,x3) — u(—aq, xz,x3) = 2“13?11 —a; < x3 < ag’ (4.1)
—aq < X1 < aq
u;(x1, @z, x3) — u;(xg, —az, x3) = 2“251022 —a; < x3 < ag’ (4.2)
—aq < X1 < aq
ui(xll X2, a3) - ui(xll X2, _a3) = 2a38i03; —a, < Xy < aZ, (43)

donde i = 1,2,3 y 2a; corresponde a las longitudes de los lados de la CUR (Figura
38). Ademas, ndtese que Zajs{’j es el desplazamiento necesario para forzar una
deformacion s{’j sobre una distancia 2a;.

Figura 38: Celda unitaria repetitiva (CUR).

Entonces, los componentes de la matriz de rigidez son determinados resolviendo seis
modelos elasticos de la CUR sujeta a las condiciones de contorno (4.1-4.3), donde
solo un componente del tensor & es diferente de cero para cada uno de los 6
problemas.

4.4.1.2. Simetriadela CUR

Hasta el momento se ha nombrado y mostrado que el modelo analizado en el
programa Ansys Workbench corresponde a un octavo de la CUR, debido a la simetria
de esta.

La simetria de un medio periodico es importante dado que puede ayudar a reducir el
problema que se analiza, disminuyendo de esa manera el coste computacional. En el
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trabajo [40], se indica que para materiales periédicos dos simetrias pueden emplearse,
la simetria de traslacion y la simetria reflectiva. La utilizacion de éstas sobre el VRE
permite obtener el medio periddico completo, véase la figura 39.

NNNIN N <.

NN. B NIz

NNNE ZINEN

NSNNEN NN
a) b)

Figura 39: Medios periddicos. a) Simetria de traslacion b) Simetria reflectiva.

El uso adecuado de estos tipos de simetrias ayuda a seleccionar el volumen mas
pequefio y representativo del material (VRE). En la figura 40, se muestran los casos
de un medio periddico que puede ser representado por una CUR (la cual coincide con
el VRE), aplicando la simetria de traslacion y otro donde se indica la CUR que puede
ser reducida mediante la aplicacion de la simetria reflectiva, dando con el VRE.

A\ Simetria de traslacién>
NN NN

CUR/VRE
NN NN

Simetria reflectiva > u
VRE
CUR

Figura 40: VREs de un medio periddico a partir de diferentes tipos de simetria.

De esta manera también pueden tratarse medios periddicos que pueden ser
representados simplemente por simetrias de traslacion, pero que, mediante el empleo
de simetria reflectiva, pueden reducirse aun més, como el que se sefiala en la figura
41,
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OO0 1O

o

>
o
S

OO0 1O

Simetria de traslacion ¢ Simetria reﬂectiva> !
VRE

CUR

OO O[O

Figura 41: Utilizacion de las simetrias sobre un medio periddico.

El uso de condiciones de contorno, derivadas a partir de solo la simetria de traslacion,
ha sido completamente explicado en la referencia [65]. Mientras que las condiciones
de contorno derivadas a partir de la simetria de traslacion han sido deducidas en el
trabajo [40].

En la presente investigacion, como se ha visto en el punto 4.2, los VREs
corresponden a un cuarto de cubo sélido y uno hueco, con y sin relleno de material
con bajo moédulo de Young, respectivamente. Lo cual se debe a la naturaleza
periddica de los patrones de impresion, donde la repeticion de un cubo puede
reproducir el patrén, por lo que se puede emplear la simetria reflectiva con tal de
reducir la CUR y llegar a un VRE de tamafio pequefio, véase la figura 42. Por esto, se
ha decidido tomar las condiciones de contorno de la referencia [40], véase el punto
4.4.1.4.

Simetria
reflectiva

VRE

Simetria
reflectiva

VRE

CUR
Figura 42: Empleo de la simetria reflectiva sobre el modelo utilizado en el presente trabajo.
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4.4.1.3. Tensor de esfuerzos o

La ventaja del analisis micromecanico, con la aplicacion de las condiciones de
contorno periddicas, es que la matriz de rigidez puede ser facilmente obtenida a
través de la aplicacion de determinadas configuraciones deformaciones (4.1-4.3).
Suponiendo un conjunto de deformaciones, &, y respetando las condiciones
periddicas (3.62-3.63) en el analisis MEF, se puede obtener una unica solucién
incluyendo la distribucion de esfuerzos. Entonces el tensor de esfuerzos 4;;, puede ser
obtenido a través de

— 1
O-ij = ;fV O-ij av. (44)

La resolucién de esta expresion puede ser simplificada de tal manera que a través de
un comando del programa Ansys Workbench, el tensor de esfuerzos puede ser
calculado. Sin embargo, antes de explicar el comando es necesario justificar su
utilizacion.

Al aplicar el teorema de Gauss sobre (4.4), la integral de volumen puede ser
transformado a una integral de superficie sobre la totalidad del contorno del volumen,
de este modo, los esfuerzos promedios pueden ser relacionados a traves de la razén
entre las fuerzas resultantes y las areas de las superficies del contorno [49]. Por lo
tanto, la expresion (4.4) queda de la siguiente forma:

_ (Y

O-ij = S_l_J, (45)
J

donde S; es el area de la jth superficie de contorno y (P;); es la ith fuerza resultante

sobre la jth superficie de contorno.

El comando “Force Reaction” del programa Ansys Workbench es aquel que permite
obtener la fuerza resultante sobre una superficie del modelo. Para aplicar el comando
se debe escoger “Probe” ubicado en la barra de solucién del programa. Alli, se
despliega una serie de opciones dentro de las cuales estd el comando “Force
Reaction”, véase la figura 43.
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€, Probe ~ (a8 Tools =
@-l Deformation

Q?EL Strain

@,L Stress

@_L Position

Velocity

ﬁ,User D

Angular Velocity
Acceleration
Angular Acceleration

@_L Energy
W ocereain |

@-l Moment Reaction

Figura 43: Comando "Force Reaction™ del programa Ansys Workbench.

Este comando solo puede ser asociado a una superficie que contenga una condicién

de contorno configurada en “Static Structural”, tal como se indica en la figura 44.

Details of "Force Reactio

n4"

-|| Definition
Type
Location Method
Orientation
Suppressed

-] Options
Result Selection

Display Time

a)

Force Reaction
Boundary Condition

Displacement x=0

Displacement x=bx
Displacement y=0
Displacement y=by
Displacement z=0

DisFIacement I=bz

B-,[{=] Static Structural (U5)
"fﬂ Analysis Settings
, Displacement x=0
], Displacement x=bx
J@, Displacement y=0
jﬁ?, Displacement y=by
J@, Displacement z=0
‘;@v Displacement z=bz
7/ Solution (U6)
,/m Solution Information
,/@ Directional Deformation
,/@ Directional Deformation 2
‘/Q{ Force Reaction
‘/Q{ Force Reaction 2
‘/‘%\ Force Reaction 3

b ?%\ Force Reaction 4

b)

Figura 44: Ejecucion del comando "Force Reaction". a) Seleccion de la superficie asociada a una
condicion de contorno b) Condiciones de contorno en la opcién "Static Structural”.

La solucién del comando es entregada de manera gréafica sobre el modelo en estudio y
de manera cuantitativa. A modo de ejemplo, en la figura 45 se entrega la solucién del
comando sobre la condicion de contorno “displacement z = 0”.
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ANSYS

R16.1
Academic

0,000 0,300 0,600 (rim) z'* X
I T ]

0,150 0,450

Seometry 4 Print Preview ; Report Preview /
bular Data

[Time [s] [[¥ Force Reaction 3 (X) [N] | [V Force Reaction 3 (¥) [N] ||¥ Force Reaction 3 (Z) [N] ||¥ Force Reaction 3 (Total) [N] _
I1, 1,778¢-008 1,60226-008 -1,8708 1,8708

Figura 45: Modo en que el programa Ansys Workbench entrega la solucién del comando "Force
Reaction".

4.4.1.4. Procedimiento de obtencién de [C]

En este apartado se detalla el procedimiento presentado en los trabajos [14, 40, 66].
Los primeros son utilizados para la obtencion de las tres primeras columnas de [C],
mientras que el tercero es empleado para conseguir las columnas restantes,
correspondientes a las constantes ingenieriles asociadas a los esfuerzos vy
deformaciones cortantes.

44.14.1. Primeracolumna de[C]

Con el fin de determinar los componentes C;;, con i=1,2,3, la siguiente
deformacion es aplicada para traccionar la CUR en la direccion x

821 =0,01[-]; Eyy = €22 = Vxy = Vxz = Vyz = 0. (4.6)

Con ello, las condiciones de contorno de desplazamiento (4.1-4.3) para la CUR pasan
aser:

uy (+ayg, xp,x3) —us(—ay, xp,x3) = 2a; 0,01
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—Q; S X S0y
Uy (+ayg, xz,x3) —Uy(—ay, x5,x3) =0 —a; < x3 < ag’
uz(+ay, xz,x3) —uz(—ay, x,,x3) =0
4.7)
—aq < X1 < a,
u; (%1, +az,x3) — u; (%1, —az,x3) =0 —a; < x5 < a3’

w; (X1, X, tag) — u;(xq, X3, —az) = 0 _Z; i 2 2 Zi-
Las condiciones (4.7) son las restricciones sobre los desplazamientos relativos entre
caras opuestas de la CUR. A causa de la simetria de la celda, punto 4.3.2, y la
simetria de las restricciones (4.7), solo un octavo del modelo se necesita para ser
modelado en base al MEF (Figura 42), donde esta geometria corresponde al VRE del
modelo. Por lo tanto, las siguientes condiciones de contorno equivalentes pueden ser
utilizadas:

uy (aq,x5,x3) =a, *x0,01 0 <x; <ajy,

Uq (O 1x21x3)=0 OSX3SQ3,

U (xl,az,X3) =0 0< X1 < aq, (4 8)
Uy (xllo ,X3)=0 0SX3Sa3, '
u3 (xl'x2! a3) = 0 0 S xl S al,

Us (xlleJO )=0 OSXZ Saz.

A partir de esta configuracion de condiciones de contorno, los coeficientes de la
primera columna son calculados como sigue:

o _ Pda _ _(Poda
Cr = = 50 = 5 (4.9)

€9, Sge%  S4+0,01°
cona =1,2,3.
44.1.4.2. Segunda columna de [C]

Los componentes C,, son determinados a partir del siguiente escenario:

SSZ =0,01[-]; Exx = €22 = Vuy = Vxz = Vyz = 0. (4.10)

68



Universidad Técnica Federico Santa Maria

Por lo tanto, las siguientes condiciones de contorno pueden ser aplicadas:

uy (ag,xz,x3) =0 0<x; <ay,
ul (0 ,xz,x3)=0 OSX3Sa3,
Uy (x1,az,x3) = a; 0,01 0<x <ay,
uz (x1,0 ,x3)=0 OSX3Sa3,
us (x1,x2,a3) =0 0<x; <ay,
Us (xl,xz,o ):0 OSXZSaZ.

(4.11)

De tal manera que los coeficientes de la segunda columna son calculados como sigue:

Pda _ (Pa)a

Cop = 22 =
A2 7 g0 T Sa€d, T Sqx0,01’

cona =1,2,3.

4.4.1.4.3. Terceracolumnade [C]

Los componentes C,5 son determinados a partir de la siguiente configuracion:

5?3 =0,01 [_]; Exx = Eyy = Vxy = Vaz = Vyz = 0.

De tal modo que las condiciones de contorno quedan como sigue:

u1 (al, xz, x3) = O 0 S xz S az,
U, (O ,Xz,X3)=0 0SX3Sa3,
uZ (xl, az,X3) = 0 0 S xl S al,
uZ (xl,O,X3):0 OSx3£a3,
us (x1,%5,a3) = az 0,01 0<x; <ay,
u3 (xl,xZ,O ) :0 OSXZ Saz.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

De este modo los coeficientes de la segunda columna son calculados como sigue:

_ Oa __ (Po)a _ (Pe)a
Cas = 55 =5 0. = 52000
£33 Sa €33 S5a*0,01

(4.15)
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cona =1,2,3.

4.4.1.4.4. Cuartacolumnade [C]

Para materiales ortotropicos, la cuarta columna esta solo compuesta por el coeficiente
C44. Dicho coeficiente relaciona el esfuerzo cortante o, con la deformacion cortante

Yxy de la siguiente manera:

Oxy = Casy Vxy- (4.16)

Por lo tanto, se debe encontrar una manera de aplicar las condiciones de contorno de
desplazamiento apropiadas para generar una deformacién cortante pura sobre el
modelo. Dichas condiciones de desplazamiento deben satisfacer las condiciones
periddicas del medio general.

Dichas condiciones de contorno pueden ser encontradas en el trabajo [40]. En dicho
trabajo, se establecen las condiciones de contorno para un material periédico, donde
la CUR presenta simetria reflectiva. Esto coincide con la estructura de los parametros
de impresion que son tratados en el presente trabajo de titulo.

A continuacién, se sefialan las condiciones de borde que simulan una deformacién
cortante y,,:

Yoy = 0,01 [-]; Exx = Eyy = &2z = Vuz = Vyz = 0, (4.17)
U, (O ,Xz,X3)=O OSXZSaZ,
U3 (O ,xZ,X3):O OSx3£a3,
uZ (aIIXZI x3) = 0 0 S xz S az,
us (aq,x5,x3) =0 0 <x3 <as,
Uq (x1,0 ,x3)=0 Oleﬁal, (418)
uz (x4,0 ,x3) =0 0<x; <as, '
uy (xq1,a5,x3) = a, 0,01 0<x; <ay,
us (xq,a5,x3) =0 0 < x3 <as,
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Uz (xerZrO )=0 Oleﬁal,
u3 (x11x21 a3) = 0 0 S xz S az.

De esta forma, el coeficiente de la cuarta columna es calculado como sigue:

Cos = Oxy _ J12 _ (P2)1 _ (P21 (4.19)

Yxy Y12 S1Xy12  §1%0,01°

4.4.1.45. Quinta columna de [C]

Para materiales ortotrépicos, la quinta columna esta solo compuesta por el coeficiente
Css. Dicho coeficiente relaciona el esfuerzo cortante o, con la deformacion cortante
Y« de la siguiente manera:

Oxz = Cs5 Yz (4.20)

Las condiciones de contorno a aplicar, para simular una deformacion cortante pura,
son:

Yxz = 0,01 [—1; Exx = Eyy T &2z = Vuy = Vyz = 0, (4.21)
Uy (O ,XZ,X3) =0 0 < Xy < a,,
U3 (O ,xZ,X3) = O 0 S x3 S a3,
uZ (all th x3) = 0 0 S xz S az,
U3 (al,xz, X3) = 0 0 S x3 S a3,
U, (Xl,() ,Xg) =0 0< X1 < aq, (4 22)
uZ (xl, az,X3) = 0 0 S x3 S a3, .
Uq (xll-XZJO ) =0 0 < X1 < aq,
Uy (xlleJO ) =0 0 < Xy < a,,
Uq (.xl,xZ,ag) = das X 0,01 0 < X1 < aq,
uZ (x11x21 a3) = 0 0 S xZ S az.

De esta manera, el coeficiente de la quinta columna es obtenido de la siguiente forma:

o, 013 (P3)1 (P3)1
Css =2 =-2= = : (4.23)
Vxz Y13 S1Xy13  S$1%0,01
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44.1.4.6. Sextacolumnade [C]

Para materiales ortotrépicos, la sexta columna se compone solo por el coeficiente Css.
Dicho coeficiente relaciona el esfuerzo cortante o,,, con la deformacion cortante y,,,

de la siguiente manera:
O-yZ = C66 )/yz- (424)

Las condiciones de contorno a aplicar, para simular una deformacion cortante pura,
son las siguientes:

Yyz = 0,01 [-1; Exx = €yy = €22 = Vxy = Yxz = 0, (4.25)
Uuq (O ,xZ,X3) =0 0 < Xy < a,,
u1 (al, xz, x3) = O 0 < x3 < a3,
Uuq (xl, O,X3) =0 0 < Xy < a,,
u3 (xl, O,X3) = 0 0 < x3 < a3,
Us (xl, az,X3) =0 0 < X3 < as, .
Uq (xll-XZJO ) =0 0 < X1 < aq,
uZ (xl,xZ,O ) = 0 0 S xz S az,
Uq (xll X2, a3) =0 0 < X1 < aq,
uZ (xl,xZ, a3) = a3 X 0,01 0 S xz S az.

De esta manera, el coeficiente de la quinta columna es obtenido de la siguiente forma:

Oyz __ 023 (P3)2 (P3)2
Co =—=—"—= = . (4.27)
Yyz Y23 S2XY23 520,01

Finalmente, con los coeficientes ya calculados, se procede a invertir la matriz de tal

manera de obtener la matriz de flexibilidad y de alli obtener las constantes
ingenieriles, lo cual se muestra a continuacion:
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i1 C2 Gz 0 0 07" Sy S S5 0 0 0
Cpi Cpy Cos 0O 0 0 Syu S;3 S;3 0 0 0
Ci Ciz €z 0 0 0| _[S3 S3 S5 0 0 0
0 0 0 Cy O O o 0o 0 S, 0 of (428
lo o o o0 ¢ ol lo o o o S o]
lo 0o 0o o o0 c¢Jd Lo o o o 0 sl
e I I
Ey Ey E,
A
Ey Ey E,
A
s=| = ¥ = (4.29)
0 0 0 — 0 0
Xy
0 0 0 0 — 0
0 0 0 0 0 —
yz-

Por lo tanto, lo crucial para el presente trabajo de titulo es utilizar las condiciones de
contorno adecuadas para construir la matriz de rigidez. Sin olvidar que las
condiciones de contorno deben cumplir con las condiciones que aseguren la
periodicidad del medio, punto 3.7.5.4.

4.4.2. Via Teoria de Mezclas

Por medio de la teoria de mezclas se procede a obtener el médulo de elasticidad en la
direccion de impresion, lo cual se ve en los modelos como la direccién de los
vaciados, tal como se menciona en el punto 3.5. A diferencia del procedimiento via
teoria de elasticidad, aqui el método es tedrico, es decir, a través de la utilizacion de
férmulas se consigue la variable investigada. Las formulas claves, que vienen del
punto 3.5, se muestran a continuacion:

_ Vinaterial bajo E
Umaterial bajoE — VCURr (4-30)
_ Vaps
VaBs = (4.31)
CUR
E;2 = Em. bajo EVm. bajoE + EapsVass, (4.32)

donde v corresponde a la fraccion volumétrica, ya sea del material base ABS o del
material de bajo moédulo de Young; donde V corresponde al volumen, ya sea del
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material base ABS, del material de bajo médulo de Young o de la celda unitaria
repetitiva (CUR).

La obtencién de la constante de elasticidad en la direccion de la impresion por esta
via entrega se torna clave al transformase en un punto de comparacion entre los
resultados numéricos y el resultado teorico.

4.5.Simulacién

Para llevar a cabo la simulacion mediante un software que utilice el MEF, es posible
emplear variados programas como por ejemplo Caelinux [67], Nastran [68],
Solidworks [69], Abaqus [70] y Ansys Workbench [71]. Este Gltimo es el programa
utilizado en el presente trabajo.

Ansys Workbench es un software comercial de simulacion ingenieril que posee una
interfaz dinamica y facil de asimilar. Este software contempla variados campos de
aplicacion como lo son mecanica de fluidos, vibraciones, transferencia de calor,
estatica estructural, entre otros.

Para realizar las simulaciones sobre los modelos, se escoge el modo “Static
Structural” ubicado en la ventana principal del software Ansys Workbench. Con ello,
se despliega la casilla que gobierna la simulacion, véase la figura 46.

Toolbox * O %

|EI Analysis Systems |
{7 Desian Assessment
m Eigenvalue Buckling

(&) Electric

¥ Bxplicit Dynamics hd A

@ Fluid Flow - Blow Molding {Polyflow) 1 =) Static Structural

@ Fluid Flow- Extrusion{Polyflow) = .
{3 Fluid Flow (CRX) 2 @ Engineering Data & a
@ Fluid Flow {Fluent) .

- =
& Fluid Flow {Polyflow) 3@ Geometry < a4
Harmonic Respaonse E 4 @ Model 7 d
£=4 IC Engine -
i) Magnetostatic 3 @ Setup = 4
fl§ Modal 6 | i =
— 1]

filly Randomibration Solution 5 o4
@j Response Spectum 7 @ Results 7 d
= Rigid Dynamis

[ _Static Structural Static Structural

Y steady-state Thermal

@ Thermal-Electric

[z Transient Structural
% Transient Thermal
@ Turbomachinery Fluid Flow

Figura 46: Interfaz del programa Ansys Workbench.

74



Universidad Técnica Federico Santa Maria

A modo general, primero en la opcion “Engineering Data” se establecen las
propiedades del material. En la opcion “Geometry” se carga el modelo elaborado en
el software CAD 3D Autodesk Inventor. En la opcion “Model”, se asocia la
informacion de las propiedades del material a las diferentes partes del modelo, se
genera la malla sobre el modelo 3D, se establecen las condiciones de contorno sobre
el modelo 3D vy se seleccionan los analisis de interés.

En la figura 47 se presenta un diagrama que resume lo anterior expuesto de acuerdo
con el modo “Static Structural ” del software Ansys Workbench [72].

Generar Geometrias
Geometry
Modificar Geometrias
Engineering Data Indicar valores de propiedades del material

—  (enerar mallado

Wﬁ Aplicar condiciones de contorno

> Especificar resultados que se quieran obtener
(Fuerzas, desplazamientos, etc.)

P Programa procesa simulacion v entrega resultados

Ventana principal
de sinmilacidn

Figura 47: Diagrama de funcionamiento del modo “Static Structural”.

4.5.1. Propiedades del material

El dnico material que es utilizado para la fabricacion de los componentes de la
protesis transtibial corresponde a ABS (Z-ABS). Sin embargo, en pro de la
simulacion, se ingresa un material con bajo modulo de Young (material bajo E), con
tal de representar el aire contenido dentro del patron de impresion (véase el punto
3.5)

Por lo tanto, corresponde ingresar los datos de los dos materiales en la opcion
“Engineering Data”, véase la tabla 4. La informacion del material ABS son obtenidas
de las referencias [73-74], mientras que la informacion utilizada para caracterizar el
material con bajo mddulo de Young es de elaboracion propia.
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Tabla 4: Informacién del material ABS ingresada al programa.

Material Propiedades Valor Fuente

ABS Modulo de Young [MPa] 1.860 Zortrax

ABS Poisson [-] 0,33  Tamburrino
Material bajo E Modulo de Young [MPa] 0,01  Elaboracién Propia
Material bajo E Poisson [-] 0,33  Elaboracién Propia

A continuacion, en las figuras 48 y 49 se muestra la ventana del programa donde se
ingresan las propiedades:

Properties of Outline Row 3: ABS !
A E C
1 Property Value Unit
2 |=@ T sotropic Hlasticty
3 Derive from Young's Modulus and Poisson's Ratio ;I
4 Young's Modulus 1360 MPa ;I
5 Poisson's Ratio 0,33
& Bulk Modulus 1,8235E+09 Pa
7 Shear Modulus 6,9925E+08 Pa

Figura 48: Propiedades del ABS ingresadas al programa.

Properties of Outline Row 4: Material con bajo E ' 3
A B C
1 Property Value Unit
2 =] EI Isotropic Elasticity
3 Derive from Young's Modulus and Poisson's Ratio ;I
4 Young's Modulus 0,01 MPa ;I
5 Poizson's Ratio 0,33
6 Bulk Modulus 9303,9 Pa
7 Shear Modulus 3759,4 Fa
3 % Field variables

Figura 49: Propiedades del material con bajo médulo de Young.

4.5.2. Geometrias

Las geometrias por simular corresponden a los modelos 3D, generados a partir del
software CAD 3D Autodesk Inventor 2018, los cuales representan las dos
configuraciones de impresion de los componentes de la protesis transtibial, relleno
Alto y relleno Méaximo.

Dichas modelos se importan al software Ansys Workbench en formato “.STP”. Los

modelos para los dos grados de relleno son similares, por lo que se muestra en la
siguiente figura unicamente los modelos del relleno maximo. Para los modelos se
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contemplan dos geometrias como se presenta en la figura 50. La primera corresponde
al concepto de CUR del patron de impresion (medio periodico), mientras que la
segunda corresponde al VRE (un octavo de la CUR). Se emplea el segundo modelo
para la simulacion en el programa Ansys Workbench, debido a la simetria que
presenta la CUR, lo cual permite reducir el modelo y, por ende, el costo
computacional.

Material con bajo E Material con bajo E

a) b)
Figura 50: Modelos construidos. a) Modelo original ¢) Un octavo del modelo original.

4.5.3. Mallado

El mallado de la geometria de los modelos es realizado por el mismo programa y se
Ileva a cabo en la ventana “Model”, en la seccion “Mesh”, véase la figura 51.

Project
=B Model (AB4)
----- ‘,Iﬁ Geometry

----- » ;g,._ Coordinate Systems
----- Connections

....... 'f@ Mesh

Figura 51: Ventana "Model".

Para generar la malla se puede utilizar la configuracion que viene por defecto. Sin
embargo, es posible utilizar otros componentes para refinar la malla, en el caso de
que esta no sea adecuada. Para determinar si la malla estd correctamente definida, se
deben verificar los pardmetros presentados en el punto 3.8.3.2.

La calidad de mallado empleado para los modelos de este trabajo de titulo
corresponde a la de defecto. Esto se debe a que los modelos no poseen una geometria
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compleja, por lo que no es necesario utilizar otros comandos del programa para
refinar la malla.

Las calidades de malla utilizadas son: “Medium” y “Coarse”. En la figura 52 se
muestra la comparacion entre las dos calidades de mallado.

<
o
<

Sevet
s
55

S
¢

0

X

(KA

(I IR I AL
NS

()
o,
X

e

SRR 00!
%5
e
%)

&
()
¢
&

B
by
e
S
N

0
A

e

LEBIEIBNE

R
K00

0
()

(KKK AAARIHKAAKD
(%

<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<

&

B0

OGS
S5

i
o
o

0

%
5
5
3

0

el
<
<>
<
ol
o
o
<>
<
<
<
<
v
<o

(AHXILINX
(A HARIIHX)

(X7
(A
i

S
0
”
5
%

0
&

5
"

NEEACREIEerES

()

RN

a) b)

Figura 52: Calidades de mallado utilizadas a) Relleno Alto, calidad "Medium" b) Relleno Méximo,
calidad "Coarse".

En la tabla 5 se indican los valores de los parametros que validan las calidades de la
malla empleadas en la presente investigacion.

Tabla 5: Valores de los pardmetros de malla.

Calidad “Medium” Calidad “Coarse”

Pardmetros de malla Valor promedio
Calidad del elemento 0,99971 0,99974
Relacién de aspecto 1,0205 1,0152
Oblicuidad 2,974E-003 4,0363E-003
Calidad ortogonal 0,99996 0,99997

Se observa que los valores de los parametros indican que las mallas estan
correctamente definidas.

4.5.4. Condiciones de contorno

En el presente trabajo de titulo, las condiciones de contorno aplicadas, mediante el
programa Ansys Workbench, corresponden solo a desplazamientos. Dichas
condiciones han sido presentadas extensamente el punto 4.4.1.4.
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Para aplicar las condiciones de contorno, independiente de qué tipo sea, en el
programa Ansys Workbench, primero se debe abrir la opcion “Model” desde el
cuadro correspondiente al modo “Static Structural”, figura 46. Una vez abierta la
ventana “Model”, se debe ir a la seccion “Static Structural” y seleccionar la opcion
“Supports”. En dicha opcion, se escoge el comando “displacement”. Lo anterior se

resume en la figura 53.

Environment @ Inertial » T Loads v| @, Supports v | % Conditions

hd il B, Supports + I8, Conditions
8 77 Static Structural &, Fixed Support
Filter:  Mame - 21 = =] [} Displacement
2 Q Engineering Data & 4 : - B @ .
‘,J\ Coordinate Systems 5, Remote Displacement
3 9 Geometry ? . Connections Velocity
- o KB Mesh ’
l 4 @ Model = I @ & E Static S ral (T5) o Impf(lan[& Boundary
5 @ ety = 7 Analysis Settings L Frictionless Support
Sp L] - AT, Displacement x=0 &, Compression Only Support
6 Solution F o % Displacement x=bx &, Cylindrical Support
- H, Displacement y=0 Simply S rted
7 @ Results 7 4 H, Displacement y=by . Ur.rC b
= J@v Displacement z=0 Fixed Rotation
Static Structural e [, Dispiacement z=bz [, Elastic Support

Figura 53: Seleccion de la condicion de contorno “Displacement”.

Una vez seleccionada la condicion de contorno de desplazamiento, se debe
seleccionar en el cuadro de “Details of Displacement” la opcioén “Geometry”, donde
se escoge(n) la(s) superficie(s) que quedara(n) gobernada(s) por dicha condicion. Ya
seleccionada la superficie, se establece el valor del desplazamiento en las direcciones
X1,%5,%3 (X, Y, 2), véase la figura 54.

Details of "Displacement” n

-] Scope -I| Scope
Scoping Method | Geometry Selection Scoping Method | Geometry Selection
m Apply Cancel Geometry 2 Faces

|| Definition || Definition
Type Displacement @ @ Type Displacement
Define By Components Define By Components

Coordinate System
X Component
¥ Component

Global Coordinate System
Free

Coordinate System
X Component
¥ Component

Global Coordinate System
Free

Free Free
Z Component Free

Mo

Free
No

Z Component

Suppressed Suppressed

Figura 54: Seleccion de superficies bajo la condicion de contorno de desplazamiento.

4.5.4.1. Condiciones de contorno para C,q

Se presentan a continuacion las condiciones de contorno aplicadas mediante el
programa Ansys Workbench para la obtencion de la primera columna de la matriz de
rigidez [C] de acuerdo con las condiciones (4.8) presentadas en el punto 4.4.1.4.,
veanse las figuras 55-57.
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Details of "Displacement x1=0" 7 Details of "Displacement xd=al" a
. e e
| Scope | Scope
Scoping Method |Geometry Selection Scoping Method | Geometry Selection
Geometry |2 Faces Geometry |]’. Face
(| Definition (| Definition
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Drefine By Components

Coordinate System
[ % Component

Global Coordinat...
0, mm [ramped)

Coordinate System
[] % Component

Global Coordinat...
4,3e003 mm (ram..,

¥ Component Free Y Component Free
Z Component Free )\ Z Component Free )\
Suppressed No - B suppressed Mo " .

Figura 55: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras x1 =0y x1 = ai.

Details of "Displacement x2=0" E Details of "Displacement x2=a2" El
T i e

| 5cope E|Scope
Scoping Method |Geumetry5&led:mﬂ Scoping Method |Geometry Selection
Geometry |2 Faces Geometry |I Face

(| Definition (| Definition
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Compaonents
Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...
¥ Component Free X Component Free

[] ¥ Component [0, mm (ramped)

[]¥ Component

0, mm [ramped)
Z Component Free Z Component Free
Suppressed Mo Suppressed Mo . .

Figura 56: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras X, = 0y X2 = a,.

Details of "Displacement :3=0" R Details of "Displacernent x3=a3" ks
e e
(| Scope (| Scope
Scoping Method |Geometry Selection Scoping Method |Geometry Selection
Geometry |2 Faces Geometry |2 Faces
(| Definition (| Definition
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components
Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...
X Component Free X Component Free
¥ Component Free ¥ Component Free
[[1Z Component |0, mm (ramped) /L [] Z Component |0, mm (ramped) A
Suppressed No § Suppressed No .

Figura 57: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras xs = 0y X3 = as.

El valor del desplazamiento en x (u,) varia segin el modelo a simular, dado que los
modelos poseen diferente longitud a,, recordando que el valor de desplazamiento

depende de aquella variable (4.8). Los valores de a, para cada modelo se indican en
la tabla 6.

Tabla 6: Valor de la longitud a: para cada modelo.

Grado de Relleno  Longitud a1 [mm]
Maximo 0,43
Alto 0,765

Al aplicar las condiciones de contorno en el programa Ansys Workbench, el modelo
se visualiza como se muestra en la figura 58.
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Figura 58: Condiciones de contorno (4.8) aplicadas sobre el modelo.

4.5.4.2. Condiciones de contorno para C,,

Al tratarse de un material ortotropico, dado que la estructura de la CUR es simétrica
respecto a los ejes x e y, el comportamiento del VRE, sujeto a las condiciones de
contorno (4.11), es idéntico al comportamiento resultante del punto anterior, el cual
esta sujeto a las condiciones de contorno (4.8). Por ello, se ha omitido la simulacion

para la obtencion de los coeficientes C,,. Sin embargo, al aplicar las condiciones de

contorno (4.11), en el programa Ansys Workbench el modelo se ve como se indica en
la figura 59.

A

Figura 59: Condiciones de contorno (4.11) aplicadas sobre el modelo.

4.5.4.3. Condiciones de contorno para C,3

Para obtener la tercera columna de la matriz de rigidez [C], se utilizan las condiciones
de contorno (4.14) presentadas en el punto 4.4.1.4. A continuacién, en las figuras 60-
62 se presentan dichas condiciones aplicadas mediante el programa Ansys
Workbench.
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Details of "Displacement x=0" 1 Details of "Displacement x=bx" 1
[=l| Scope EH|Scepe
Scoping Method | Geometry Selection Scoping Method |Geometry Selection
Geometry |2 Faces Geometry |1 Face
[=1| Definition = —
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components

Coordinate System | Global Coordinat...

Coordinate System | Global Coordinat...
[] % Component [0, mm (ramped)

[] ¥ Component |0, mm (ramped)

¥ Component Free ¥ Component Free
Z Component Free ‘/I\ Z Component Free T
Suppressed Mo P Suppressed Mo _,A
Figura 60: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras x; =0 y X1 = as.
Details of "Displacement y=0" 1 Details of "Displacement y=by" a
]| Scope [El| Scope
Scoping Method |Geometry Selection 5coping Method |Geometry Selection
Geometry |2 Faces Geometry |1 Face
(| Definition = —
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components
Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...
X Component Free X Component Free
[]¥ Component |0, mm [ramped) []¥ Component |0, mm (ramped)
Z Component Free )\ Z Component Free
Suppressed Mo - Suppressed No

Figura 61: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras xo = 0 y X2 = ay.

Details of "Displacement z=0" 1 Details of "Displacement z=hz" n
H| Scope =l scope
Scoping Method |Geometry Selection D Scoping Method | Geometry Selection
Geometry |2 Fates Geometry |2 Faces
| Definition | Definition
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components
Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...
X Component Free ¥ Component Free
¥ Component Free ¥ Component Free
[[]ZComponent |0, mm (ramped) T []Z Component |7,65e003 mm (ra... T
Suppressed No ,-A Suppressed No /\.

Figura 62: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras x; = 0 y X3 = as.

El valor del desplazamiento en z (u3) varia segin el modelo a simular, dado que los
modelos poseen diferente longitud as, recordando que el valor de desplazamiento

depende de aquella variable (4.14). Los valores de a5 para cada modelo se muestran
en la tabla 7.

Tabla 7: Valor de la longitud a; para cada modelo.

Grado de Relleno  Longitud as [mm]
Maximo 0,43
Alto 0,765

Al aplicar las condiciones de contorno en el programa Ansys Workbench, el modelo
se visualiza como se indica en la figura 63.
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A

de contorno (4.14) aplicadas sobre el modelo.

Figura 63: Condiciones

4.5.4.4. Condiciones de contorno para Cy4

Se presentan a continuaciéon las condiciones de contorno aplicadas mediante el
programa Ansys Workbench para la obtencién del coeficiente C,, de acuerdo con las
condiciones (4.18) presentadas en el punto 4.4.1.4.

Details of "Displacement x=0" n Details of "Displacement x=bx" a

El| Scope =

Scope
Scoping Method |Geometry Selection

Scoping Method |Geometry Selection

Geometry |2 Faces Geometry |1 Face
= it (| Definition
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components
Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...
X Component Free X Component Free
[] ¥ Component |0, mm [ramped) []¥ Component |0, mm (ramped)
[]Z Component |0, mm (ramped) /k [[]Z Component |0, mm (ramped) /k
Suppressed No Suppressed No .

Figura 64: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras x1 =0y x; = ai.

Details of "Displacement y=0" s

Details of "Displacement y=by" 1
[£| Scope | Scope
Scoping Method ‘ Geometry Selection Scoping Method | Geometry Selection
Geometry ‘2 Faces Geometry |1 Face
= it [=| Definition
Type Displacement Type Displacement
Drefine By Components Define By Components

Coordinate System | Global Coordinat...
[]% Component |0, mm (ramped)
¥ Component Free

Y Component Free
[[]Z Component |0, mm (ramped) []Z Component [0, mm (ramped)
Suppressed No Suppressed Mo B .

Figura 65: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras X, = 0y X2 = az.

Coordinate System | Global Coordinat...
[ % Component |7,65e-003 mm (ra...

Details of "Displacement z=0" n Details of "Displacement z=bz" 1
| Scope 2| Scope
Scoping Method | Geometry Selection Scoping Method | Geometry Selection
Geometry |2 Faces Geometry |2 Faces
El| Definition = nik
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components
Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...
X Component Free X Component Free
¥ Component Free ¥ Component Free
[]1Z Component |0, mm {ramped) /k []Z Component |0, mm ({ramped) ‘/k
Suppressed No Suppressed No N

Figura 66: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras X3 = 0y X3 = as.
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El valor del desplazamiento cortante y,,, varia segin el modelo a simular, dado que
los modelos poseen diferente longitud a,, recordando que el valor del desplazamiento
depende de aquella variable (4.18). Los valores de a, para cada modelo son los

siguientes:
Tabla 8: Valor de la longitud a, para cada modelo.

Grado de Relleno Longitud a2 [mm]
Méximo 0,43
Alto 0,765

Al aplicar las condiciones de contorno en el programa Ansys Workbench, el modelo
se visualiza como se muestra en la figura 67.

Figura 67: Condiciones de contorno (4.18) aplicadas sobre el modelo.

4.5.4.5. Condiciones de contorno para Css

Para obtener el coeficiente Cs5, se utilizan las condiciones de contorno (4.22)
presentadas en el punto 4.4.1.4. A continuacion, en las figuras 68-70 se presentan
dichas condiciones aplicadas mediante el programa Ansys Workbench.

Details of "Displacement x=0" R Details of "Displacement x=hx" 1
[=l| Scope [=| Scope
Scoping Method | Geometry Selection Scoping Method | Geometry Selection
Geometry |2 Faces Geometry |1 Face
= — 1| Definition
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Drefine By Components

Coordinate System | Global Coordinat...
X Component Free
[]¥Component |0, mm (ramped)
[ ZComponent |0, mm (ramped)
Suppressed No

Coordinate System | Global Coordinat...

¥ Component Free

[]¥ Component |0, mm [ramped)
/k [[]Z Component |0, mm [ramped)
Suppressed No

Figura 68: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras x; =0y x; = ai.

A
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Details of "Displacement y=0" 1 Details of "Displacement y=by" q
| Scope | Scope
Scoping Method | Geometry Selection Scoping Method | Geometry Selection
Geometry |2 Fates Geometry |1 Face
| Definition =] i
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components
Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...| |8
X Component Free X Component Free
[]¥ Component |0, mm (ramped] []¥ Component |0, mm (ramped)
Z Component Free )\ Z Component Free /k
Suppressed Mo Suppressed Mo B

Figura 69: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras X, = 0y X = a,.

IE ﬁs .: ':‘i;' lace Details of "Displacement z=bz" 2
| Scope | Scope
Scoping Method ‘ Geometry Selection Scoping Method ‘ Geometry Selection
Geometry ‘Z Faces Geometry ‘2 Faces
[=1| Definition £| Definition
Type Displacement Type Displacement
Define By Components Define By Components

Coordinate System | Global Coordinat... Coordinate System | Global Coordinat...

[[] ¥ Component |0, mm (ramped) [] % Component |4,3e-003 mm [ram..,
[]¥Component |0, mm (ramped) []¥ Component |0, mm (ramped)

Z Component Free Z Component Free
Suppressed Mo Suppressed No )

Figura 70: Condiciones de contorno aplicadas sobre las caras X3 = 0y X3 = as.

El valor del desplazamiento cortante y,, varia segun el modelo a simular, dado que

los modelos poseen diferente longitud a5, recordando que el valor del desplazamiento
depende de aquella variable (4.22).

Al aplicar las condiciones de contorno en el programa Ansys Workbench, el modelo
se ve como se indica en la figura 71.

A

Figura 71: Condiciones de contorno (4.22) aplicadas sobre el modelo.

4.5.4.6. Condiciones de contorno para Cgg

Al tratarse de un material ortotropico, el comportamiento del VRE, sujeto a las
condiciones de contorno (4.26), es idéntico al comportamiento resultante del punto
anterior, el cual esta sujeto a las condiciones de contorno (4.22). Por ello, se ha

omitido la simulacién para la obtencién del coeficiente Cgg. Sin embargo, al aplicar
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las condiciones de contorno (4.26) en el programa Ansys Workbench, el modelo se ve
como se muestra en la figura 72.

A

Figura 72: Condiciones de contorno (4.26) aplicadas sobre el modelo.

El valor del desplazamiento cortante y,,, varia segin el modelo a simular, dado que

los modelos poseen diferente longitud a5, recordando que el valor del desplazamiento
depende de aquella variable (4.26).

4.5.5. Configuracion del comando “Solution”

La Unica solucion de interés para el presente trabajo de titulo, la cual es configurada
antes de ejecutar el programa, corresponde a la opcion “Force Reaction”, la cual ha
sido introducida en el punto 4.4.1.3, figuras 43-45.

En este trabajo, el comando “Force Reaction” permite obtener la fuerza de reaccion
que se produce al someter el modelo a las diferentes condiciones de borde vistas en el
punto anterior, ya sea a deformaciones longitudinales o a deformaciones cortantes.
Dicha fuerza permite llegar a calcular el esfuerzo promedio en las direcciones x,y,z
sobre cualquier superficie del modelo, a partir de la ecuacion (4.5), siempre cuando
dicha superficie esté sometida a alguna condicion de contorno, véase la figura 44.

La ventaja de este comando reside en evitar calcular integrales de volumen (4.4) para
obtener el esfuerzo promedio producido sobre el modelo bajo las condiciones de
contorno ya mencionadas.

Para la obtencién de los coeficientes de la matriz de rigidez [C] es necesario
determinar los esfuerzos a,, con a = 1,2,3 y los esfuerzos ,,, ;3 Y 0,3, de acuerdo
con las ecuaciones (4.8, 4.12, 4.15, 4.19, 4.23, 4.27). Sin embargo, a partir de la
ecuacion (4.5), esto se reduce al encontrar las fuerzas (P,), con @ =1,2,3 y las
fuerzas (P,)1, (P3)1, (P3),, las cuales son determinadas a partir del comando “Force
Reaction”.

86



Universidad Técnica Federico Santa Maria

En las figuras 73, 74 y 75 se muestra la forma del comando una vez aplicado sobre el
modelo.

B =] Static Structural (ABS}
J:’:S Analysis Settings
i ﬁ, Displacement x1=0
L Displacement x1=a1
/¥, Displacement x2=0
‘)3, Displacement x2=a2
ﬁ, Displacement x3=0
b 2, Displacement x3=a3
Bl {8 Solution (ABG)
- {4] Solution Information
A Directional Deformation
o
o8 Force Reaction (P2)2
JQ Force Reaction (P3)3

Details of "Force Reaction (P1)1"

=l| Definition

Type Force Reaction

Location Method Boundary Condition
Boundary Condition | Displacement x1=al
Orientation Global Coordinate System

Suppressed No 7 %

Figura 73: “Force Reaction” aplicado a sobre la cara x; = a; a través de la condicion “Displacement
X1 =ai”.

B~/ Static Structural (ABS5)
Ty 7 Analysis Settings
‘,3” Displacement x1=0
B, Displacement x1=a1
‘,3” Displacement x2=0
B Displacement x2=a2
‘,3, Displacement x3=0
M, Displacement x3=a3
B Solution (AB6)
_,m Solution Information
M Directional Deformation
i ,/Q‘ Force Reaction (P1)1

) Force Reaction (2)2

i & Force Reaction (F3)3

Details of "Force Reaction (P2)2"
= Definition
Type Force Reaction

Location Method

Boundary Condition

Boundary Condition

Displacement x2=a2

Qrientation

Global Coordinate System

Suppressed Ho - ¥

Figura 74: “Force Reaction” aplicado a sobre la cara X, = a; a través de la condicion “Displacement
X2 = a2”.

B {Z] Static Structural (AB5)
w2y Analysis Settings
Jﬁ, Displacement x1=0
ﬁ, Displacement x1=al
1, Displacement x2=0

Displacement x2=a2
Displacement x3=0

i, Displacement x3=a3
B Solution (AB6)

] Solution Information
- M Directional Deformation
8 Force Reaction (P1)1
B, Force Reaction (P2)2

=W, Y Force Reaction (P3)3

Details of "Force Reaction (P3)3"

3| Definition

Type Force Reaction

Location Method Boundary Condition
Boundary Condition | Displacement x3=a3
Orientation Global Coordinate System
Suppressed No z X

Figura 75: “Force Reaction” aplicado a sobre la cara X3 = as a través de la condicion “Displacement
p p
X3 =a3”.

BEEE
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5. Resultados

5.1.Resultados numéricos

Las simulaciones realizadas por medio del programa Ansys Workbench entregan
como resultado las fuerzas de reaccién para cada desplazamiento aplicado al VRE de
los distintos patrones de impresion.

5.1.1. “Force Reaction” para Ca1

La importancia de este resultado es que permite el calculo de la primera columna de
coeficientes de la matriz de rigidez, por medio de la ecuacion (4.9). Cabe recordar
que aqui el dnico movimiento permitido es sobre la cara a, en la direcciéon x,
mientras que las demas caras se mantienen inmdviles. Esta configuracién hace que se
produzcan fuerzas en las 3 direcciones; una fuerza en direccion x generada a partir
del desplazamiento ya mencionado, fuerzas en z y en y, las cuales impiden que las
caras en dichas direcciones se deformen producto de la deformacion en x (mddulo de
Poisson). En las figuras 76-78 se muestran los resultados de dichas fuerzas para cada
modelo simulado.

Details of "Force Reaction P11" & Details of "Force Reaction P11" &

1| Definition Definition
| Oplions Options
#| Results Results

3| Maximum Value Over Time
[[] % Awis |3,3061 N

[ ¥ Axis |-1,4874e002 N
[]Z Axis | 2,5061e-009 N
[] Total |3,3061 N

E| Maximum Value Over Time
[ % Axis |3,9783 N

[ ¥ Axis |-1,1107e-002 N
[ Z Axis | 6,1349e 012 N
[ Total |{3,9783 N

Detall Details of "Force Reaction P11" 2
| Definition Definition
1| Options Options
1| Results Results
S| Maximum Value Over Time E| Maximum Value Over Time
[ ¥ Aois 3306 N [ % potis 39782 N
[ ¥ Aais -1,4874e 002 N 1Y Auis -1,1107e 002 N
[ Z Auxis £,9994e009 N [ Z pais 1,0351e-009 N
[] Total 3,306 N [[] Total 39783 N

Figura 76: Valor de la fuerza (P1)1 necesaria para el calculo de Cia.
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Details of "Force Reaction P22" 1

| Definition

7| Options

| Results

S| Maximum Yalue Over Time

[ ¥ uis | 1,129e 002 N

] Axis |0,48665 N

[] Z Axis |-2,0123e-009 N

[] Tatal |0,48678 N

Details of "Force Reaction P22" 1

Definition

¥

[#

Options

Results

¥

m

Maximum Value Over Time

[ % Aais [ 1,129 002 N

[] ¥ Axis |0,48658 N

[ Z Axis | -7,2998e 011 N

[[] Total |0,48671 N

Figura 77: Valor de la fuerza (P2)2

Details of "Force Reaction P33" 1

| Definition

71| Options

| Results

S| Maximum Value Over Time

[ % Awis | 4,7595e-008 N

[ ¥ Axis | 2,7319¢-008 N

[]Z Axis |1,2516 N

[]Total |1,2516 N

Details of "Force Reaction P33" 1

+

Definition

1| Options

+

+

3| Results

=l Maximum Value Over Time

[] ¥ Axis | 4,398e-009 N

[ ¥ Axis |1,1278e-009 N

[] Z Axis |1,2516 N

[] Total |1,2516 N

Figura 78: Valor de la fuerza (Ps)s necesaria para el célculo de Ca;.

e

s

[¥

Definition

[

Options

[*l

Results

o

Maximum Value Over Time

[ ¥ paxis -29711e 003 N

[ ¥ Axis 1,7462 N

[ Z Axis 44707e 010 N

[ Tatal 1,7462 N

Details of "Force Reaction P22" 1

[#

H
H
=]

[+ [

necesaria para el calculo de Ca;.

Definition

Options

Results

Maximum Value Over Time

[C]% fwis |-2,9712e003 N

[ ¥ Ais |1,7462 N

[ Z Axis | -9,4029e¢ 010 N

[ Total |1,7462 N

Details of "Force Reaction P33" 1

Definition

Options

[+

Results

=

Maximum Value Over Time

[[] % pwis | 6,2597e-008 N

[ ¥ Axis |4,0747e-008 N

[] 7 Axis |1,8891 N

[ Total |1,8891 N

(=]

etails of "Force Reaction P33"

n

¥

Definition

3

Options

[

Results

m

Maximum Value Over Time

[[]% s |3,135e-009 N

[ ¥ Axis | 7,5693e D10 N

[] Z Axis | 1,8891 N

[ Total |1,8891 N

5.1.2. “Force Reaction” para Cg2

La simulacion para la obtencion de los coeficientes de la segunda columna de la
matriz de rigidez ha sido obviada. La razon de ello radica en la simetria y el
comportamiento ortétropo de los patrones de impresion. A partir de aquello, los
resultados obtenidos en el punto anterior son utilizados para aplicar la ecuacién

(4.12).
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5.1.3. “Force Reaction” para Cgu3

El resultado obtenido permite el céalculo de la tercera columna de coeficientes de la
matriz de rigidez, por medio de la ecuacién (4.19). De manera similar al punto 5.1.1,
aqui el anico movimiento permitido es sobre la cara a; en la direccién z, mientras
que las demas caras se mantienen inmoviles. Esta configuracién hace que se
produzcan fuerzas en las 3 direcciones; una fuerza en direccion z generada a partir
del desplazamiento ya mencionado, fuerzas en x y en y, las cuales impiden que las
caras en dichas direcciones se deformen producto de la deformacion en x (mddulo de
Poisson). A continuacion, en las figuras 79-81 se muestran los resultados de dichas
fuerzas para cada modelo simulado.

Details of "Force Reaction P11" 2 Details of "Force Reaction F11"

Definition Definition
Options Options
Results Results

Bl| Maximum Value Over Time
[ % Axis  [1,8891 N

[]¥ Axis  |-#,6457e003 N
[]Z Awis  |1,4057e-009 N
[JTotal [1,8891 N

| Maximum Value Over Time
[ % Axis |1,2516 W

[ ¥ Axis | -8,6342e-003 N
[] Z Axis | 3,7342e D09 N
[JTotal |1,2516 N

Details of "Force Reaction P11" & Details of "Force Reaction P11" 1
Definition 3| Definition

Options | Options

Results 3| Resulis

[ Maximum Yalue Over Time =]| Maximum Value Over Time

[[] ¥ Axis 1,2516 N
[ ¥ Awis 5,6341e003 N
[ 7 Axis -1,3875e009 N
[ Tatal 1,2516 N

Figura 79: Valor de la fuerza (P1)1 necesaria para el calculo de Cis.

[ % Awis |1,8891 N
[]¥ Auis | 4,6458e-003 N
[] 7 Awis | 2,7543e-D10 N
[] Total |1,8891 N

Details of "Force Reaction P22" Details of "Force Reaction P22" 1

Definition Definition
Options Options
Results Results

= Maximum Value Over Time
[C] X Axis |-4,6457e 003 N

[] ¥ Axis [1,8891 N
)\‘ [ Z Awis |-1,5508e009 N
z [] Total |1,8891 N

| Maximum Value Over Time
[ % Axis | -8,6342e 003 N
[ ¥ Axis |1,2516 N

[] Z Axis | 269216009 N
[] Total |1,2516 N

Details of "Force Reaction P22" 3 Details of "Force Reaction P22" 1
Definition Definition

Options Options

Results Results

Maximum Value Over Time
[] % Axis | -8,6341e003 N
[ ¥ Axis |1,2516 N

[] Z Auxis | -1,8161e-009 N
[ Total |1,2516 N

]
M

Maximum Value Over Time
[] % Awis | -4,6458e-003 N
[]¥ Axis |1,8891 N

[ Z Auxis | -8,6975e 010 N
[ Total {1,8891 N

Figura 80: Valor de la fuerza (P2), necesaria para el calculo de Cas.
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Details of "Force Reaction P33"

Definition

Options

Results

Maximum Value Over Time

[ % Axis | 2,7328e-008 N

[ ¥ Axis | 2,5952e-008 N

[] Z Axis | 5,6681 N

[] Total |5,6681 N

Details of "Force Reaction P33"

x|
x|
el
El

+

-+

+

Definition

Options

Results

Maximum Value Over Time

[] ¥ Auis |1,5612e-009 N

[ ¥ Axis |-8,0233e-010 N

[] Z Awis | 5,6681 N

[] Total |5,6681 N

Details of "Force Reaction P33"

n

E|
E:|
E:|
E]

s

Definition

Options

Results

Maximum Value Over Time

[[] % Axis | 3,4471e-008 N

[ ¥ Axis | 3,2546e-008 N

[ Z Axis | 4,4609 N

[ Total |4,4609 N

[Yetails of "Fo

3| Definition

1]| Options

3| Results

-]| Maximum Value Over Time
[ ¥ Axis 1,0792e 009 N
[ ¥ Axis -1,7869e-009 N
[ Z Axis 44609 N
[] Tatal 44609 N

e
= 7
o‘é&wﬁ“
SSSS I SI .0,
e ”..’
g

o

Figura 81: Valor de la fuerza (P3)3 necesaria para el calculo de Cas.

5.1.4. “Force Reaction” para Ca4

En la figura 82 se muestran los resultados al someter a los modelos a una
deformacion cortante yy, (y12) donde la variable que se busca corresponde a la
fuerza (P,); que equilibra el sistema. Dicha fuerza permite determinar el coeficiente
C,4 de la matriz de rigidez a través de la ecuacion (4.19).

Details of "Force Reaction P21" 1

1| Definition

1| Options

7| Results

3| Maximum Value Over Time
[ % Axis 0,13183 N
[ ¥ Axis 1,9433e D02 N
[[] Z Axis 8,0736e 003 N
[[] Total 013326 N

[Details of "Fo

Definition

Options

Results

]| Maximum Value Over Time
[JxAxis |0,13179N
[]¥Axis  |-1,9433eD02 N
[JZAxis |-2,3883e-008 N
[ Tatal 013322 N

s

Details of "Fo
Definition
Options
Results
Bl| Maximum Value Over Time
[]% Axis |1,0028 N
[]¥ Axis  |-1,2259e002 N
[]Z Axis | -3,8706e009 N
[ Total [1,0029 N
Definition
Options
Results
| Maximum Value Over Time
X Axis 1,0025 N
¥ Axis -1,2259e002 N
Z Axis 3,042 009 N

Total 10029 N

Figura 82: Valor de la fuerza (P2)1 necesaria para el calculo de Caa.
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5.1.5. “Force Reaction” para Css

De forma similar al punto 5.1.4, se somete a los modelos a una deformacion cortante
¥z (Y13) con tal de obtener la fuerza de reaccion (P;), véase la figura 83. Conellay
por medio de la ecuacion (4.23), se determina el coeficiente Css de la matriz de
rigidez de cada patrén de impresion de acuerdo con su grado de relleno.

Details of "Force Reaction P31" 1 Details of "Force Reaction P31"

Definition Definition

Options Options

Results Results

H| Maximum Value Over Time E| Maximum Value Over Time
[ % pais 1,137 N [ % Axis (11213 N
[ Axis 011817 N [ ¥ Axis |0,10573 N
[[] Z Axis 9,0941e-009 N [ Z Axis | 7,9705e009 N
[[] Total 11299 N [] Total {1,263 N

o

etails of "Force Reaction P31" 2
Definition
Options
Results
Maximum Value Over Time
¥ Axis (11213 M
¥ Axis | 0,10573 N
Z Axis |4,75182010 N
Total [11263 M

o

etails of "Force Reaction P31" 1
Definition

Options

Results

Maximum Value Over Time

[] ¥ Awis |1,1237 N

[ ¥ Axis | -D,11817 N

[] Z Awis | 5,7809e-010 N
[]Total |1,1299 N

L+
[+

[Ea]
[+

L+
2}

L
|

Figura 83: Valor de la fuerza (P3)1 necesaria para el calculo de Css.

5.1.6. “Force Reaction” para Ces

Se ha obviado la simulacion de la deformacion cortante y,,, (y,3) debido a la simetria
y al comportamiento ortétropo de los patrones de impresion. A partir de los
resultados del punto 5.1.5 se deducen los valores de fuerza (P;), Y, por ende, se
calcula el coeficiente Cy¢ de la matriz [C].

5.2.Coeficientes de la matriz de rigidez [C]

A partir de los resultados anteriores, se determinan los coeficientes de la matriz de
rigidez por medio de las ecuaciones (4.9, 4.12, 4.15, 4.19, 4.23, 4.27) para los
diferentes modelos que han sido simulados a través del programa Ansys Workbench.
Los valores de los coeficientes son presentados en los Anexos.
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5.3.Resultado numérico de la matriz de rigidez [C]

El enfoque denominado numérico apunta a obtener los coeficientes de la matriz de
rigidez [C] a partir de todos los resultados conseguidos a través de la simulacion. Una
vez determinada, debe ser invertida de tal forma de conseguir la matriz de flexibilidad
[S]y desde alli determinar las constantes el&sticas.

5.3.1. Grado alto de relleno

Como se ha comentado, se han estudiado dos modelos para cada grado de relleno. En
los siguientes apartados se presentan los resultados numéricos correspondientes a los
modelos con y sin material de bajo médulo de Young.

5.3.1.1. Modelo con material de bajo M. de Young

Se muestra a continuacion la matriz de rigidez [C] correspondiente al patron de
impresion con alto grado de relleno. Estos resultados provienen de la simulacién y
posterior analisis del modelo con material de bajo médulo de Young.

564,93 83,16 213,87 -3,32 -3,73%x 1077 6,13 x107°
[ 83,16 564,93 213,87 -3,32 6,13 x107¢ —3,73 x 10-7]
c=| 21387 213,87 968,54 —32,51 1,55x 107  1,55x107° (5.1)
—1,48 —2,54 —1,48 22,53 2,65x1077 425x1077 | '
467 %107 467x107° 4,67x107¢ 25x107° 192,01 —20,19
467 %1076 8,13x 107 4,43x107° 2,75x10°° —20,19 192,01

Aproximando los valores pequefios a cero, la matriz de rigidez queda de la siguiente
manera:

56493 8316 21387 -332 0 0
[83,16 56493 21387 -332 0 0 }
_|21387 21387 96854 3251 0 0
C=1_148 —254 —148 2253 0 o | (5:2)
0 0 0 0 19201 —20,19
0 0 0 0 -2019 192,01

5.3.1.2. Modelo sin material de bajo M. de Young

Se muestra a continuacion la matriz de rigidez [C] correspondiente al patron de
impresion con grado de relleno alto. Estos resultados provienen de la simulacion y
posterior analisis del modelo sin material de bajo modulo de Young.

93



Universidad Técnica Federico Santa Maria

564,92 83,14 213,87 -3,32 1,46x 1078 —580x 1077
[ 83,14 564,92 213,87 -3,32 -580x 1077 1,46 x 1078 ]
C= | 213,87 213,87 968,54 -32,51 9,88 x 1078 9,88 x 1078 | (5 3)
—-1,48 -2,54 —-1,48 22,52 2,78 x 1077 1,13 x 107 '
[ 2,67x1077  1,93x1077 267%x1077 —1,38%x1077 192,01 -20,19 j
-1,37x 1077 7,52x1077 —-1,37x1077 1,34x 1077 -20,19 192,01

Aproximando los valores pequefios a cero, la matriz de rigidez queda de la siguiente
manera:

564,92 83,14 213,87 -3,32 0 0
[83,14 564,92 213,87 3,32 0 0 ]
213,87 213,87 968,54 -—32,51 0 0
¢= -1,48 —-2,54 —1,48 22,52 0 (U (54)
0 0 0 0 192,01 -20,19
0 0 0 0 —-20,19 192,01

5.3.2. Grado maximo de relleno

En los siguientes apartados se presentan los resultados numéricos correspondientes a
los modelos con y sin material de bajo modulo de Young.

5.3.2.1. Modelo con material de bajo M. de Young

Se muestra a continuacion la matriz de rigidez [C] correspondiente al patron de
impresion con maximo grado de relleno. Estos resultados provienen de la simulacion
y posterior analisis del modelo con material de bajo médulo de Young.

2151,71 944,45 1021,69 —6,63 1,61x1077 7,73x107°
944,45 2151,71 1021,69 —6,63 7,73x 107 1,61 x 1077
c= 1021,74 1021,74 2412,6 —94,46 431%x107% 4,31x107° (5 5)
-2,51 -6,01 -2,51 542,35 568x 1077 —1,01x 107 '
1,86 X 1075 2,20x 107> 1,86 x 1075 8,50 x 107 606,44 -57,18
1,76 X 1075 3,39x107% 1,76 x 1075 8,39 x 107° -57,18 606,44

Aproximando los valores pequefios a cero, la matriz de rigidez queda de la siguiente
manera:

2151,71 944,45 1021,69 —6,63 0 0
[944,45 2151,71 1021,69 —6,63 0 0 }
C= 1021,74 1021,74 2412,6 —94,46 0 0 (5.6)
-2,51 —6,01 —2,51 542,35 0 0o T '
0 0 0 0 606,44 —57,18‘
0 0 0 0 —57,18 606,44
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5.3.2.2. Modelo sin material de bajo M. de Young

Se muestra a continuacion la matriz de rigidez [C] correspondiente al patron de
impresion con grado de relleno maximo. Estos resultados provienen de la simulacion
y posterior andlisis del modelo sin material de bajo modulo de Young.

2151,54 944,4 1021,69 —6,63 4,40 x 1077 4,37 x 107°
[ 944,4 2151,54 1021,69 —6,63 437 x 1076 4,40 X 10_7]
C= | 1021,69 1021,69 2412,6 —94,46 2,57 x1077 2,57 x 1077 (5 7)
-2,51 -6,01 -2,51 542,35 —3,14x107% 8,24 x 1077 '
[ 584%x 1077 4,09x1077 584x1077 1,63x1077 606,44 -57,18 }
-9,66x 1077 1,70x107°® —9,66x 1077 8,43 x 1078 -57,18 606,44

Aproximando los valores pequefios a cero, la matriz de rigidez queda de la siguiente
manera:

2151,54 9444 1021,69 0 0 0
[ 944,4  2151,54 1021,69 0 0 0 l
1021,69 1021,69 2412,6 —94,46 0 0
¢= 0 0 0 542,35 0 0 T (5.8)
0 0 0 0 606,44 —57,18
0 0 0 0 -57,18 606,44

5.4.Constantes ingenieriles en base a [C]num

Una vez determinadas las matrices de flexibilidad (10.1-10.4) de los patrones de
impresion, presentadas en Anexos, se pasa a calcular las constantes ingenieriles para
cada modelo de acuerdo con su grado de relleno a través de (4.29). Los valores de las
constantes ingenieriles, en base a la matriz de rigidez numérica, se muestran en la
tabla 9.

Tabla 9: Constantes ingenieriles para cada grado de relleno, de acuerdo con el enfoque de Crum.

Grado de Relleno Alto Maximo

Material bajo M. de Y. Con Sin Con Sin
Ctes. Ingenieriles
Ei1  E.y [MPa] 515,37 515,36 | 1.566,67  1.566,52

E,, E, [MPa] | 51555 51554 156686  1.566,72
Es;s E, [MPa] | 82718 827,18| 173833 1.738,32
Vai Ve [-] 0,07 0,07 0,30 0,30
Vai Vg [-] 0,33 0,33 0,33 0,33
Viz Yy [] 0,07 0,07 0,30 0,30
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Viz Vi [] 0,33 0,33
Viz Vi [-] 0,20 0,20
Vas  Vys [] 0,20 0,20

Gz Gy, [MPa] 2250 22,49
Gy G,, [MPa] | 189,89 189,89
Gy G, [MPa] | 189,89 189,89

0,33
0,30
0,30
542,34
601,04
601,04

0,33
0,30
0,30
542,34
601,04
601,04

5.5. Idealizacion de la matriz de rigidez [C]

En el caso del enfoque numérico de la matriz de rigidez se han calculado todos los
coeficientes de la matriz. Aqui, por otro lado, se limita al calculo de los coeficientes
Co1) Ca2, Cu3, Caa, Css, Coe cOMO se sefiala en las referencias [14, 66], dejando el resto

de coeficientes igualados a cero.

5.5.1. Grado alto de relleno

5.5.1.1. Modelo con material de bajo M. de Young

La matriz de rigidez idealizada se obtiene a partir de igualar a cero los coeficientes

diferentes a C,1, Cp2, Casy Caa, Css, Coe de la matriz (5.2).

564,93 83,16 213,87 0 0
[ 83,16 564,93 213,87 0 0
C= 213,87 213,87 968,54 0 0
0 0 0 22,53 0

0 0 0 0 192,01
0 0 0 0 0

S oo oo

192,01‘

\.

5.5.1.2. Modelo sin material de bajo M. de Young

(5.9)

La matriz de rigidez idealizada se consigue al igualar a cero los coeficientes

diferentes a C,1, Cp2, Casy Caa, Css, Cog de la matriz (5.4).

(56492 8314 21387 0 0
| 83,14 56492 21387 0 0
C=|213,87 21387 96854 0 0
0 0 0 2252 0

| o 0 0 0 192,01
L o 0 0 0 0

(5.10)
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5.5.2. Grado maximo de relleno
5.5.2.1. Modelo con material de bajo M. de Young

La matriz rigidez idealizada se alcanza al igualar a cero los coeficientes diferentes a
Ca1,Ca2) Cazr Cas, Css, Ce de la matriz (5.6).

2151,71 944,45 1021,69 0 0 0
[944,45 2151,71 1021,69 0 0 0 }
_11021,74 1021,74 2412,6 0 0 0
¢= 0 0 0 542,35 0 0 (5.11)
0 0 0 0 606,44 0
0 0 0 0 0 606,44

5.5.2.2. Modelo sin material de bajo M. de Young

La matriz de rigidez idealizada se obtiene a partir de igualar a cero los coeficientes
diferentes a C,1, Cp2, Cas, Caa, Css, Coe de la matriz (4.8).

215154 9444 102169 0 0 0 1
| 9444 215154 102169 0 0 0 |
102169 1021,69 24126 0 0 0 |
C—I 0 0 0 54235 0 0o | (5.12)
| o 0 0 0 60644 0 |
[ o 0 0 0 0 60644

5.6.Constantes ingenieriles en base a [Clidealizada

Una vez determinadas las matrices de flexibilidad (10.5-10.7) de los patrones de
impresion, presentadas en Anexos, se pasa a calcular las constantes ingenieriles para
cada modelo de acuerdo con su grado de relleno a través de (4.29). Los valores de las
constantes ingenieriles, en base a la matriz de rigidez idealizada, se muestran en la

tabla 10.

Tabla 10: Constantes ingenieriles para cada grado de relleno de acuerdo con la [Clidealizada.

Grado de Relleno Alto Maximo

Material bajo M. de Y. Con Sin Con Sin
Ctes. Ingenieriles
Eyy E. [MPq] 515,21 515,20 | 1.566,67  1.566,52
E,, E [MPa] 515,21 515,20 | 1.566,67 1.566,52

yy
Ess E,, [MPa] | 827,39 827,38| 173828 1.738,27
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Vi Vo [] 0,07 0,07 0,30 0,30
Vai Vg [] 0,33 0,33 0,33 0,33
Viz Vi [] 0,07 0,07 0,30 0,30
Viz Vi [] 0,33 0,33 0,33 0,33
Viz Vi [] 0,21 0,21 0,30 0,30
Vas  Vys [] 0,21 0,21 0,30 0,30
G2 Gy, [MPq] 2253  2252| 542,35 54235
Gy Gy, [MPa] | 19201 19201| 60644 606,44
Gis G, [MPa] | 192,01 192,01 60644 606,44

5.7.Teoria de mezclas: calculo de E,

La teoria de mezclas permite determinar de manera tedrica la constante ingenieril
E;3(E,,), correspondiente al modulo de elasticidad en la direccion de los vaciados (o
también Ilamado trayectoria de impresion), a través de la ecuacion (3.35) del punto
3.5.

En primer lugar, se determina el porcentaje volumétrico, correspondiente al material
ABS y al material con bajo médulo de Young (representando el aire presente en el
vaciado del patrén de impresion) presente en el patron de impresion de acuerdo con el
grado de relleno de este.

Tabla 11: Porcentaje volumétrico de los componentes de acuerdo con el grado de relleno de los
patrones de impresion.

Grado de relleno Alto Maximo

Material Porcentaje Volumétrico [%]
ABS 44 93
Bajo M. de Young 56 7

Cabe recordar que los médulos de Young utilizados en la simulacion para el material
ABS es de 1.860 [MPa], mientras que para el material de bajo modulo de Young es
de 0,01 [MPa]. Con estos datos se procede a calcular la constante ingenieril E53(E,,).
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Los resultados, de aplicar la ecuacion (3.35), se muestran en la tabla 12.

Tabla 12: Resultados de la constante ingenieril Ess (E;;) mediante la aplicacion de la Teoria de
Mezclas.

Grado de relleno  E33(E,,) [MPa]

Alto 827,39
Maéaximo 1738,28
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6. Analisis de resultados

El procesamiento de los datos resultantes de las simulaciones da con las constantes
ingenieriles para ambos patrones de impresion, siendo estos relleno alto y maximo.

Se observa en la tabla 9 que las constantes ingenieriles para el modelo con relleno
maximo son mas elevadas respecto a las del modelo con relleno alto, como cabria de
esperar, dado que el modelo con relleno méaximo es aquel que se acerca mas al
modelo sélido de material ABS, al presentar menor porcentaje volumétrico de vacios
en su estructura, tabla 11.

A partir de la tabla 12, donde se obtienen los valores tedricos de la constante
ingenieril E55 (E,,), Se observa una leve diferencia respecto a los valores numéricos,
tabla 9. Tal como se indica en las tablas 13-14.

Tabla 13: Comparacion entre valores tedricos y numéricos.

Grado de relleno Alto Maximo
Enfoque Tedrico Numeérico Tedrico Numeérico
Mat. bajo M. de Y. Con Sin Con Sin
Cte. Ingenieril

827,39 827,18 827,18 1738,28 1738,33 1738,32
E33 (Ezz) [Mpa]

Tabla 14: Variacién porcentual respecto al valor teérico.

Grado de relleno Alto Méximo
Variacion Porcentual Con Sin Con Sin
V%E,, [96] 0,02 0,02 0,00 0,00

La necesidad de emplear el modelo con material de bajo médulo de Young para cada
patron de impresion radica en la condicién de la teoria de mezclas sobre el material,
la cual corresponde a que éste no presente huecos, punto 3.5. De esta forma los
resultados numéricos y tedricos son comparables.

Los valores de las constantes ingenieriles presentadas en la tabla 13 son
practicamente idénticos para ambos modelos, es decir, para el patrén solido y el
patrén con vaciados. Cabe destacar que, para el calculo de los esfuerzos mediante la
ecuacion (4.5), se requiere que el area a considerar sea la totalidad de la cara, no tan
solo la superficie solida, incluso en el modelo con vacio.
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La composicion de la matriz de rigidez numérica (5.2, 5.4, 5.6, 5.8) difiere de la
estructura tedrica, presentada en el punto 3.3. Por un lado, la matriz numérica ha sido
elaborada a partir del procesamiento de los resultados de la simulacion, consiguiendo
todos los coeficientes de la matriz. Mientras que por otro lado, se sigue tan solo el
procedimiento presentado en las referencias [14, 66], mediante la aplicacion de las
condiciones de contorno entregadas en el trabajo [40], con tal de limitar el célculo a
solo los coeficientes C,q, Cyz, Cas, Cas, Css, Cee. EStO Ultimo se ve representado en la
idealizacion de la matriz de rigidez (5.9-5.12), de tal manera que esta posea la
estructura tedrica. La comparacion de los resultados por medio de estos dos enfoques
se presenta en las tablas 15-16.

Tabla 15: Constantes ingenieriles para el grado de relleno alto resultantes de los dos enfoques.

Grado de Relleno

Enfoque

Material bajo M. de Y.

Ctes. Ingenieriles

E 11 Exx [M Pa]
E,; Ey [MPa]
E 33 Ezz [M Pa]
V21 Vyx [']
V31 Vazx [']
V12 Vxy [']
V32 Vzy [']
Vi3 Vxz [']
V23 Vyz [']
Gz Gy [MPa]
Gy3 Gy, [MPa]
Giz G [MPq]

Alto
[C] Numérica [C] Idealizada
Con Sin Con Sin
515,37 515,36 | 515,21 515,20
515,55 515554 | 51521 515,20
827,18 827,18 | 827,39 827,38
0,07 0,07 0,07 0,07
0,33 0,33 0,33 0,33
0,07 0,07 0,07 0,07
0,33 0,33 0,33 0,33
0,20 0,20 0,21 0,21
0,20 0,20 0,21 0,21
22,50 22,49 22,53 22,52
189,89 189,89 | 192,01 192,01
189,89 189,89 | 192,01 192,01

Variacion Max.
%

0,03
0,07
0,03
1,05
0,02
0,51
0,02
0,77
1,65
0,15
1,12
1,12

Tabla 16: Constantes ingenieriles para el grado de relleno méximo resultantes de los dos enfoques.

Grado de Relleno

Maximo

Enfoque

Material bajo M. de Y.

Ctes. Ingenieriles

E11 Exx [Mpa]
E,, E, [MPa]
E33 EZZ [Mpa]

[C] Numérica
Con Sin

1566,67 1566,67
1566,86 1566,86
1738,33 1738,33

[C] Idealizada
Con Sin

1566,67 1566,52
1566,67 1566,52
1738,28 1738,27

Variaciéon Max.
%

0,01
0,02
0,00
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Vi Ve [] 030 0,30 030 030 0,06
Vai Ve [-] 0,33 0,33 0,33 0,33 0,01
Viz Vi [-] 030 0,30 030 030 0,00
Viz Vi [-] 0,33 0,33 0,33 0,33 0,01
Vis Ve, [] 030 0,30 030 030 0,01
Vazs  Vys [-] 0,30 0,30 0,30 0,30 0,14
Gz Gy, [MPa] | 542,34 54234 | 54235 542,35 0,00
Gys G,, [MPa] | 601,04 601,04 60644 606,44 0,90
Gz G, [MPa] | 601,04 601,04| 60644 606,44 0,90

Los valores de variacion maxima porcentual han sido calculados a partir de todos los
decimales de las constantes ingenieriles.

Al observar los valores de la variacibn méxima porcentual de cada constante
ingenieril es posible afirmar que no hay una mayor importancia acerca de cual
enfoque seguir para dar con las constantes del material ni cual modelo emplear para
la simulacion.

Por otro lado, al comparar los valores teéricos de la constante ingenieril Es; (E,,),
tabla 12, respecto a los valores obtenidos a partir de [Cligeatizadqa, tabla 10, se
observa una diferencia insignificante. Tal como se indica en las tablas 17-18.

Tabla 17: Comparacion entre valores tedricos y valores bajo el enfoque ideal.

Grado de relleno Alto Maximo
Enfoque Teorico Idealizado Teorico Idealalizado
Mat. bajo M. de Y. Con Sin Con Sin
Cte. Ingenieril

827,39 827,39 827,38 1738,28 1738,28 1738,27
E33 (Ezz) [Mpa]

Tabla 18: Variacién porcentual respecto al valor teérico.

Grado de relleno Alto Méximo
Variacién Porcentual Con Sin Con Sin
V%EZZ[%] 0,00 0,00 0,00 0,00
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6.1.Propiedades mecanicas de cada componente de la protesis

En los siguientes apartados se vinculan las propiedades mecénicas obtenidas en el
presente trabajo de titulo con los diferentes componentes de la prétesis transtibial de
la empresa TakeaHand.

6.1.1. Base

El componente denominado Base es construido con un grado de relleno maximo. Su
estructura interna se muestra en la figura 84.

1 ‘
= z«<¥

Figura 84: Vinculo entre el componente Base y su estructura interna asociada.

Los modelos, enfoques y resultados con los cuales se trabaja en la presente
investigacion se muestran en la tabla 19.

Tabla 19 Propiedades mecanicas segln los diferentes enfoques y modelos para el componente Base de

la prétesis.
Grado de Relleno Méaximo
Enfoque [C] Numérica [C] Idealizada
Material bajo M. de Young Con Sin Con Sin
Ctes. Ingenieriles
Eq{q E,y [MPa] 1566,67 1566,67 1566,67 1566,52
E,, 8 [MPa] 1566,86 1566,86 1566,67 1566,52
E3; E,, [MPa] 1738,33 1738,33 1738,28 1738,27
Va1 Vs [-] 0,30 0,30 0,30 0,30
V31 Voo [-] 0,33 0,33 0,33 0,33
V12 W [-] 0,30 0,30 0,30 0,30
V3o Vzy [-] 0,33 0,33 0,33 0,33
Vi3 Viz [-] 0,30 0,30 0,30 0,30
Vi3 Vyz [-] 0,30 0,30 0,30 0,30
G Gxy [MPa] 542,34 542,34 542,35 542,35

103




Universidad Técnica Federico Santa Maria

Ga3 Gy, [MPa] 601,04 601,04 606,44 606,44
Gy Gy [MPa] 601,04 601,04 606,44 606,44

6.1.2. Talén, Pie Medio y Punta

Los componentes taldn, pie medio y punta son fabricados con un grado de relleno
alto, por ello su estructura interna corresponde a la mostrada en la figura 85.

Figura 85: Vinculo entre los componentes y su estructura interna asociada.

Los modelos, enfoques y resultados con los cuales se trabaja en el presente trabajo se
exponen en la tabla 20.

Tabla 20: Propiedades mecanicas segin enfoque y modelo para los componentes Talon, Pie Medio y

Punta.
Grado de Relleno Alto
Enfoque [C] Numérica [C] Idealizada
Material bajo M. de Young Con Sin Con Sin
Ctes. Ingenieriles
Eqq E, [MPa] 515,37 515,36 515,21 515,20
E», 8 [MPa] 515,55 515,54 515,21 515,20
E3; E,, [MPa] 827,18 827,18 827,39 827,38
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Vo Vo [] 0,07 0,07 0,07 0,07
Vi Vi [-] 0,33 0,33 0,33 0,33
Vig Vyy [-] 0,07 0,07 0,07 0,07
Vs, Vay [-] 0,33 0,33 0,33 0,33
Vi Vi [] 0,20 0,20 0,21 0,21
Va3 Vys [-] 0,20 0,20 0,21 0,21
G12 Gy [MPa] 22,50 22,49 22,53 22,52
Gys Gy, [MPa] 189,89 189,89 192,01 192,01
Gi3 Gy [MPa] 189,89 189,89 192,01 192,01
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7. Conclusiones

Por medio del estudio de la teoria de elasticidad se determina que el comportamiento
de los patrones de impresion, especificos de la presente investigacion, corresponde al
de un material anisotropico. Sin embargo, al definir el sistema de referencia de una
manera conveniente respecto a la morfologia de los patrones, donde los planos de
simetria de la geometria coinciden con los planos coordenados, el material se califica
como ortotropico.

A través de la teoria de homogeneizacion aunado al analisis micromecanico de
materiales heterogéneos se logra aislar una seccion de la geometria de los patrones de
impresion denominada CUR, y esta, por medio de la simetria reflectiva, se reduce
para obtener el VRE de la estructura interna de los modelos.

Se logra el desarrollo de modelos tridimensionales de los VRESs de los patrones de
fabricacion presentes en los componentes de la protesis transtibial, tanto para el grado
de relleno alto como para el maximo.

Se determinan numéricamente las propiedades mecénicas de cada patron de
impresion, a través de la recopilacion y procesamiento de los datos entregados por las
simulaciones realizadas por el software comercial de elementos finitos Ansys
Workbench.

Caracterizar numéricamente las propiedades mecanicas de cada patron de impresion,
asociado a su VRE respectivo, mediante un software MEF representa una gran
ventaja para el analisis mecanico de cualquier pieza construida mediante impresion
3D, dado que basta con conocer la estructura y el material base para identificar sus
propiedades mecanicas.

Se verifica que las simulaciones son eficaces, dado que estas se admiten al garantizar
que la calidad de malla es aceptable, lo cual se confirma al revisar los parametros:
calidad del elemento, relacion de aspecto, oblicuidad y calidad ortogonal. También,
las simulaciones son satisfactorias, ya que se obtienen todos los datos requeridos para
conseguir las propiedades mecanicas.

A partir de la via de las teorias de Elasticidad y de Homogeneizacion, llevada a cabo
mediante la ejecucion de simulaciones numéricas, se obtienen la totalidad de
constantes ingenieriles necesarias para caracterizar los patrones de impresion, las
cuales son Ey, Ey, E;, Viy, Vyxs Vax s Vazr Vyzr Vays Gxy, Gyzs Gyz. Mientras que, a
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partir de la via de la teoria de mezclas se consigue solo la constante E,. De esta
manera se utiliza esta Ultima constante para validar el resto de ellas. Se realiza la
comparacion entre los resultados numéricos y los tedricos de E,, tablas 13 y 17,
obteniendo valores practicamente iguales, con una variacion porcentual maxima de
0,02% entre ellos. De esto se puede concluir lo siguiente:

o En la simulacién numérica pueden ser utilizados los modelos tanto con la
geometria solida como vacia, es decir, con o sin material de bajo modulo
de Young dado que se consiguen valores practicamente idénticos de E,.

Las matrices de rigidez obtenidas por medio del procesamiento de los datos de las
simulaciones numeéricas distan de la estructura tedrica referente a un material
ortotrépico. Al ver la seccidon resultados se advierten dos enfoques. Uno que se
denomina resultado numérico de [C] y el otro idealizacion de [C]. Donde en el
primero se obtienen todos los coeficientes de la matriz, mientras que en el segundo se
consiguen solo los coeficientes necesarios para cumplir con la estructura teérica de
[C]. Al comparar dichos enfoques, tablas 15 y 16, se visualiza que los resultados son
similares, siendo la constante v,,, la que presenta la maxima variacion porcentual de

1,65%. De esto se puede concluir lo siguiente:

o No es necesario calcular cada uno de los coeficientes de [C], sino que
basta con realizar las simulaciones numéricas suficientes para encontrar
aquellos que conforman la estructura tedrica referente a materiales
ortotropicos. En otras palabras, el enfoque referente a la idealizacion de
[C] es suficiente para dar con resultados satisfactorios de las constantes
ingenieriles.

o Nuevamente se deduce que pueden ser utilizados tanto los modelos con
geometria sélida como vacia, dado que la variacion de los resultados entre
ellos es infima.

A partir de esto, se concluye que el camino mas eficiente y eficaz para conseguir las
propiedades mecanicas de los patrones de impresion corresponde a la utilizacion de
los VREs con las geometrias vacias y del enfoque referente a la idealizacion de [C].
Lo primero posibilita reducir el costo computacional para llevar a cabo las
simulaciones numéricas, al disminuir la cantidad de sélidos que deben ser mallados.
Mientras que lo segundo, permite ahorrar tiempo en el procesamiento de datos, dado
que ya no es necesario utilizar todos los datos que entrega cada simulacion, debido a
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que son coeficientes especificos los que se desean obtener para construir la matriz
rigidez.

Se logra correlacionar las propiedades mecanicas de los VRE con cada componente
de la protesis, lo cual se sefiala en la tabla 21.

Tabla 21: Propiedades mecanicas finales para cada componente de la protesis transtibial segun el grado

de relleno.

Componentes Base Talon, Pie Medio y Punta

Grado de Relleno Maximo Alto

Ctes. Ingenieriles
Eqi1 E\x [MPa] 1566,52 515,20
E,, E,, [MPa] 1566,52 515,20
E;33 E,, [MPa] 1738,27 827,38
Va1 Vyx [-] 0,30 0,07
V31 Vax [-] 0,33 0,33
V12 Vaey [-] 0,30 0,07
V3, Vo [-] 0,33 0,33
Vi3 Vaez [-] 0,30 0,21
Va3 Vyz [-] 0,30 0,21
Gy, Gy [MPa] 542,35 22,52
G Gy, [MPa] 606,44 192,01
Gi3 Gyy [MPa] 606,44 192,01

La limitacion de la presente investigacion corresponde a la simplificacion del modelo
asociado a la estructura de los patrones de impresion. Cabe recordar que un parametro
de impresion es la cantidad de contornos de la pieza impresa, Figura 4. En los
patrones de impresion se ve que también poseen contorno, Figura 30, pero son
ignorados en la conceptualizacidn de los modelos dado que asi se habla tan solo de un
material con estructura periddica. Al ignorar los contornos, los valores que se
consiguen son conservadores, dado que los contornos agregan rigidez a la estructura.

La caracterizacion de propiedades mecanicas de estructuras periodicas a través del
método propuesto en la presente investigacion tiene ventajas por sobre llevar a cabo
la misma tarea en laboratorios, como por ejemplo en talleres de metalmecéanica. Esto
se debe a que no es necesario emplear maquinas que se pueden ver afectadas por el
incorrecto uso de ellas o que no se encuentran calibradas ni ajustadas, ademas del
costo incurrido en su utilizaciéon, mientras que el tema expuesto aqui se desarrolla
solo en computadora ahorrando estos problemas.
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8. Trabajos futuros

Estudiar técnicas de Homogeneizacion para lograr caracterizar las propiedades
mecénicas de los patrones de impresion considerando los contornos de la geometria a
través del empleo del método de elementos finitos y contrastarlas con los resultados
de la presente investigacion.

Realizar ensayos mecanicos para la obtencion de las propiedades mecanicas de los

patrones de impresion y comparar los resultados experimentales con los resultados
numericos del presente trabajo de titulo.
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10.Anexos
10.1. Coeficientes de la matriz de rigidez [C]
10.1.1. Primera columna Cg
Grado de relleno | Modelo (P)1 [N] | S; [mm?] | &, (g11) [-] | €14 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 3,3061 0,58522 0,01 564,93
s/material bajo M. Young | 3,3060 0,01 564,92
Maximo c/material bajo M. Young | 3,9783 0,18490 0,01 215171
s/material bajo M. Young | 3,9782 0,01 2151,54
Grado de relleno | Modelo (P), [N] | S, [mm?] | &4y (811) [=] | Coq [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 0,48665 | 0,58522 0,01 83,16
s/material bajo M. de Young | 0,48658 0,01 83,14
Maximo c/material bajo M. de Young | 1,7462 0,18490 0,01 944,45
s/material bajo M. de Young | 1,7462 0,01 944,40
Grado de relleno | Modelo (P3)5 [N] | S5 [mm?] | &,y (g17) [<] | C34 [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 1,2516 0,58522 0,01 213,87
s/material bajo M. de Young | 1,2516 0,01 213,87
Méximo c/material bajo M. de Young | 1,8891 0,18490 0,01 1021,74
s/material bajo M. de Young | 1,8891 0,01 1021,69
Grado de relleno | Modelo (P,); [N] S, [mm?] | &, (g11) [-] | C4y [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | -8,6342e-03 | 0,58522 0,01 -1,48
s/material bajo M. Young | -8,6341e-03 0,01 -1,48
Méaximo c/material bajo M. Young | -4,6457e-03 | 0,18490 0,01 -2,51
s/material bajo M. Young | -4,6458e-03 0,01 -2,51
Grado de relleno | Modelo (P))1 [N] | S, [mm?] | &4 (510) [-] | Cs1 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 2,73e-08 | 0,58522 0,01 4,67e-06
s/material bajo M. Young | 1,56e-09 0,01 2,67e-07
Maximo c/material bajo M. Young | 3,45e-08 | 0,18490 0,01 1,86e-05
s/material bajo M. Young | 1,08e-09 0,01 5,84e-07
Grado de relleno | Modelo (P3), [N] | S5 [mm?] | &, (g11) [-] | Ceq [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 2,60e-08 | 0,58522 0,01 4,43e-06
s/material bajo M. Young | -8,02¢e-10 0,01 -1,37e-07
Méaximo c/material bajo M. Young | 3,25e-08 | 0,18490 0,01 1,76e-05
s/material bajo M. Young | -1,79e-09 0,01 -9,66e-07
10.1.2. Segunda columna C,2
Grado de relleno | Modelo (Py)1 [N] | S; [mm?] | &, (&22) [<] | Ci, [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 0,48665 | 0,58522 0,01 83,16
s/material bajo M. de Young | 0,48658 0,01 83,14
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Maximo c/material bajo M. de Young | 1,7462 0,18490 | 0,01 944,45
s/material bajo M. de Young | 1,7462 0,01 944,40
Grado de relleno | Modelo (P,); [N] | S, [mm?] | &, (&;,) [<] | C,2 [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 3,3061 0,58522 0,01 564,93
s/material bajo M. de Young | 3,3060 0,01 564,92
Maximo c/material bajo M. de Young | 3,9783 0,18490 0,01 215171
s/material bajo M. de Young | 3,9782 0,01 2151,54
Grado de relleno | Modelo (P3)3 [N] | S3 [mm?] | €, (&) [-] | C3, [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 1,2516 0,58522 0,01 213,87
s/material bajo M. de Young | 1,2516 0,01 213,87
Maximo c/material bajo M. de Young | 1,8891 0,18490 0,01 1021,74
s/material bajo M. de Young | 1,8891 0,01 1021,69
10.1.3. Tercera columna Cgs
Grado de relleno | Modelo (P); [N] | S; [mm?] | ,, (g33) [-] | C13 [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 1,2516 0,58522 0,01 213,87
s/material bajo M. de Young | 1,2516 0,01 213,87
Maximo c/material bajo M. de Young | 1,8891 0,18490 0,01 1021,69
s/material bajo M. de Young | 1,8891 0,01 1021,69
Grado de relleno | Modelo (P,), [N] | S, [mm?] | &,, (£33) [-] | Cp3 [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 1,2516 0,58522 0,01 213,87
s/material bajo M. de Young | 1,2516 0,01 213,87
Maximo c/material bajo M. de Young | 1,8891 0,18490 0,01 1021,69
s/material bajo M. de Young | 1,8891 0,01 1021,69
Grado de relleno | Modelo (P3)3 [N] | 83 [mm?] | &,, (£33) [-] | C35 [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 5,6681 0,58522 0,01 968,54
s/material bajo M. de Young | 5,6681 0,01 968,54
Méaximo c/material bajo M. de Young | 4,4609 0,18490 | 0,01 241260
s/material bajo M. de Young | 4,4609 0,01 241260
Grado de relleno | Modelo (P,); [N] S, [mm?] | &, (£33) [~] | C43 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | -8,6342e-03 | 0,58522 0,01 -1,48
s/material bajo M. Young | -8,6341e-03 0,01 -1,48
Maximo c/material bajo M. Young | -4,6457e-03 | 0,18490 0,01 -2,51
s/material bajo M. Young | -4.6458e-03 0,01 -2,51
Grado de relleno | Modelo (P3), [N] S, [mm?] | &, (£33) [-] | Cs3 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 2,7328e-08 | 0,58522 0,01 4,67e-06
s/material bajo M. Young | 1,5612e-09 0,01 2,67e-07
Méaximo c/material bajo M. Young | 3,4471e-08 | 0,18490 0,01 1,86e-05
s/material bajo M. Young | 1,0792e-09 0,01 5,84e-07
| Grado de relleno | Modelo | (P, [N] | S; [mm?] | &,, (e33) [-] | Co3 [MPa] |
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Alto c/material bajo M. Young | 2,5952e-08 | 0,58522 0,01 4,43e-06
s/material bajo M. Young | -8,0233e-10 0,01 -1,37e-07
Maximo c/material bajo M. Young | 3,2546e-08 | 0,18490 0,01 1,76e-05
s/material bajo M. Young | -1,7869¢e-09 0,01 -9,66e-07
10.1.4. Cuarta columna Cg4
Grado de relleno | Modelo (P)1 [N] S; [mm?] | v,y (€12) [=] | C14 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | -1,9433e-02 | 0,58522 0,01 -3,32
s/material bajo M. Young | -1,9433e-02 0,01 -3,32
Maximo c/material bajo M. Young | -1,2259e-02 | 0,1849 0,01 -6,63
s/material bajo M. Young | -1,2259e-02 0,01 -6,63
Grado de relleno | Modelo (P;), [N] S, [mm?] | ¥y (€12) [=] | C24 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | -1,9433e-02 | 0,58522 0,01 -3,32
s/material bajo M. Young | -1,9433e-02 0,01 -3,32
Maximo c/material bajo M. Young | -1,2259e-02 | 0,1849 0,01 -6,63
s/material bajo M. Young | -1,2259¢-02 0,01 -6,63
Grado de relleno | Modelo (P3)3 [N] | S5 [mm?] | vy, (€12) [=] | Cs34 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | -0,19028 | 0,58522 0,01 -32,51
s/material bajo M. Young | -0,19028 0,01 -32,51
Maximo c/material bajo M. Young | -0,17466 | 0,18490 0,01 -94,46
s/material bajo M. Young | -0,17466 0,01 -94,46
Grado de relleno | Modelo (P,)1 [N] | S; [mm?] | yyy (€12) [=] | Cas [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 0,13183 0,58522 0,01 22,53
s/material bajo M. Young | 0,13179 0,01 22,52
Maximo c/material bajo M. Young | 1,0028 0,18490 0,01 542,35
s/material bajo M. Young | 1,0028 0,01 542,35
Grado de relleno | Modelo (P3)1 [N] S3 [mm?] | v,y (€12) [=] | Cs4 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 1,4643e-08 | 0,58522 0,01 2,50e-06
s/material bajo M. Young | -2,545e-010 0,01 -1,38e-07
Maximo c/material bajo M. Young | 1,5709e-08 | 0,1849 0,01 8,50e-06
s/material bajo M. Young | 3,0069e-010 0,01 1,63e-07
Grado de relleno | Modelo (P3), [N] S3 [mm?] | v,y (€12) [<] | Ce4 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 1,6088e-08 | 0,58522 0,01 2,75e-06
s/material bajo M. Young | 7,8501e-010 0,01 1,34e-07
Maximo c/material bajo M. Young | 1,5512e-08 | 0,1849 0,01 8,3%-06
s/material bajo M. Young | 1,5584e-010 0,01 8,43e-08
10.1.5. Quinta columna Cgs
Grado de relleno | Modelo (P [N] S; [mm?] | ¥y, (£13) [-] | Cy5 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | -2,1817e-09 | 0,58522 0,01 -3,73e-07
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s/material bajo M. Young | 8,5211e-11 0,01 1,46e-08
Maximo c/material bajo M. Young | 2,9722e-10 | 0,18490 0,01 1,61e-07
s/material bajo M. Young | 8,1316e-10 0,01 4,40e-07
Grado de relleno | Modelo (P,),[N] | S, [mm?] | ¥,, (g13) [<] | Cp5 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 3,5848e-08 | 0,58522 0,01 6,13e-06
s/material bajo M. Young | -3,3914e-09 0,01 -5,80e-07
Maximo c/material bajo M. Young | 1,4291e-08 | 0,18490 0,01 7,73e-06
s/material bajo M. Young | 8,0892e-09 0,01 4,37e-06
Grado de relleno | Modelo (P3)3 [N] | S3 [mm?] | v,y (£13) [-] | C35 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 9,0941e-09 | 0,58522 0,01 1,55e-06
s/material bajo M. Young | 5,7809e-10 0,01 9,88e-08
Maximo c/material bajo M. Young | 7,9705e-09 | 0,18490 0,01 4,31e-06
s/material bajo M. Young | 4,7518e-10 0,01 2,57e-07
Grado de relleno | Modelo (P)1 [N] S, [mm?] | y,, (e13) [—] | Cas [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 1,5483e-09 | 0,58522 0,01 2,65e-07
s/material bajo M. Young | -1,6245e-09 0,01 -2,78e-07
Maximo c/material bajo M. Young | 1,0494e-09 | 0,18490 0,01 5,68e-07
s/material bajo M. Young | -5,8014e-11 0,01 -3,14e-08
Grado de relleno | Modelo (P3)1 [N] | S5 [mm?] | ¥,y (£13) [-] | Cs5 [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | 1,1237 0,58522 0,01 192,01
s/material bajo M. Young | 1,1237 0,01 192,01
Maximo c/material bajo M. Young | 1,1213 0,18490 0,01 606,44
s/material bajo M. Young | 1,1213 0,01 606,44
Grado de relleno | Modelo (P3), [N] | S3 [mm?] | ¥, (g13) [-] | Ces [MPa]
Alto c/material bajo M. Young | -0,11817 | 0,58522 0,01 -20,19
s/material bajo M. Young | -0,11817 0,01 -20,19
Maximo c/material bajo M. Young | -0,10573 | 0,18490 0,01 -57,18
s/material bajo M. Young | -0,10573 0,01 -57,18
10.1.6. Sexta columna Cgs
Grado de relleno | Modelo (P3)2 [N] | S3 [mm?] | vy, (£23) [=] | Cos [MPa]
Alto c/material bajo M. de Young | 1,1237 0,58522 0,01 192,01
s/material bajo M. de Young | 1,1237 0,01 192,01
Maximo c/material bajo M. de Young | 1,1213 0,18490 0,01 606,44
s/material bajo M. de Young | 1,1213 0,01 606,44
10.2.  Matriz de flexibilidad [S]num

Previo al célculo de las constantes ingenieriles, se debe determinar la matriz de

flexibilidad de la cual estas son deducidas, ecuacién (3.29). Por lo tanto, al
matriz de rigidez se obtiene la matriz de flexibilidad, es decir, [C]™* = [S].

invertir la
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10.2.1. Grado alto de relleno

10.2.1.1. Modelo con material de bajo M. de Young

Al invertir la matriz (4.2) se obtiene la matriz de flexibilidad para el modelo con
material de bajo modulo de Young del patron de impresion con grado de relleno alto.
Dicha matriz se muestra a continuacion:

[ 1,94x 1073 -1,36x10~* —3,99x 10~* —3,10 x 10~* 0 0 ]
-135%x10~* 194x10~3 —3,99x10~* —3,10x10~* 0 0
|_306x10~% —302x10~* 121x10~% 1,63 x 10~3 0 0 |
S = =5 -4 -6 -2 (101)
8,62 x 10 1,84 x 10 8,24 x 10 4,44 x 10 0 0
[ 0 0 0 0 527 %1073 5,54 X 10-4J
0 0 0 0 554 x 10% 5,27 x 1073

10.2.1.2. Modelo con material de bajo M. de Young

Se lleva a cabo el mismo procedimiento sobre la matriz de rigidez (4.4) del modelo
sin material de bajo médulo de Young del patron de impresion con grado de relleno
alto para dar con la matriz de flexibilidad, la cual se indica a continuacion:

1,94x1073 —-136x10"*% —-399x10™* —-3,10x107* 0 0
—1,35%x107% 194x10"% —399x10™* —3,10x107* 0 0
—3,96x107% —-392x10"* 1,21x1073 1,63 x 1073 0 0

S= s " e 2 (10.2)

8,63 x 10 1,84 x 10 8,24 x 10 4,45 x 10 0 0

0 0 0 0 527 %1073 554 x10~*
0 0 0 0 554 x107* 5,27 x 1073
10.2.2. Grado maximo de relleno

10.2.2.1. Modelo con material de bajo M. de Young

Al invertir la matriz (4.6) se obtiene la matriz de flexibilidad para el modelo con
material de bajo modulo de Young del patron de impresion con grado de relleno
méaximo. Dicha matriz se muestra a continuacion:

6,38x10°% —-190x10"* —190x10™* —2,76 x 1075 0 0
-1,90x10~* 638x10~* —1,90x10~* —2,76 x 10~5 0 0 ]
_{-190%x10™* -190x10"* 575x10* 9,56 x 1075 0 0
S= -8 -6 -7 _3 | (103)
|-2,73 x 10 5,31 x 10 -3,21% 10 1,84 x 10 0 0 |
[ 0 0 0 0 1,66 x 10~ 1,57 x 10—4J
0 0 0 0 1,57 x 10~* 1,66 x 1073
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10.2.2.2. Modelo sin material de bajo M. de Young

Se lleva a cabo el mismo procedimiento sobre la matriz de rigidez (4.8) del modelo
sin material de bajo modulo de Young del patron de impresion con grado de relleno
alto para dar con la matriz de flexibilidad, la cual se indica a continuacion:

[638x107% —1,90x10™* -1,90x10™* —2,76x107° 0 0 1
|-1,90x10™* 6,38x10™* —1,90x10"%* —2,76x 1075 0 0 |
_[-190x10™* —-190x10"* 575x107* 9,56 x 1075 0 0
- -8 - - _3 (10.4)
—3,03 x 10 532x1076 —320x1077 1,84x 10 0 0
0 0 0 0 1,66 x 1073 1,57 x 10~*
| 0 0 0 0 157 x 10 1,66 x 10-3)

10.3. Matriz de flexibilidad [S]idealizada

Previo al célculo de las constantes ingenieriles, se debe determinar la matriz de
flexibilidad de la cual estas son deducidas, ecuacién (3.29). Por lo tanto, al invertir la
matriz de rigidez se obtiene la matriz de flexibilidad, es decir, [C]™! = [S].

10.3.1. Grado alto de relleno

10.3.1.1. Modelo con material de bajo M. de Young

Al invertir la matriz (4.2) se obtiene la matriz de flexibilidad para el modelo con
material de bajo médulo de Young del patron de impresion con grado de relleno alto.
Dicha matriz se muestra a continuacion:

1,94x 107 —-136%x10"* -3,99x107* 0 0 0
-1,35x10™* 194x10"%® -3,99x107* 0 0 0
—-3,96x107* —-392x10™* 1,21x1073 0 0 0
s=|"" ’ ' 10.5
0 0 0 4,44 x 1072 0 0 ( )
0 0 0 0 527 X 1073 0
0 0 0 0 0 5,27 x 1073

10.3.1.2. Modelo con material de bajo M. de Young

Se lleva a cabo el mismo procedimiento sobre la matriz de rigidez (4.4) del modelo
sin material de bajo modulo de Young del patron de impresion con grado de relleno
alto para dar con la matriz de flexibilidad, la cual se indica a continuacion:
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[194x107% -136x10"* —3,99x 10~ 0 0 0 1
| —-1,35x107* 1,94x1073 —3,99x10~* 0 0 0 |
-3, 96><10 4 _392x107% 1,21x 1073 0 0 0

S = ' ' 10.6
0 0 4,45 x 1072 0 0 | ( )

[ 0 0 0 0 5,27 x 1073 0 J

0 0 0 0 0 5,27 x 1073

10.3.2. Grado méaximo de relleno

10.3.2.1. Modelo con material de bajo M. de Young

Al invertir la matriz (4.6) se obtiene la matriz de flexibilidad para el modelo con
material de bajo modulo de Young del patron de impresion con grado de relleno
maximo. Dicha matriz se muestra a continuacion:

[638x107% —1,90x10™* -1,90x 107* 0 0 0 1
| —-1,90x10™* 638x10™* —190x10~* 0 0 0 |
19o>< 107% —1,90x10~* 575x 1074 0 0 0
S = ’ ’ 10.7
| 0 0 1,84 x 1073 0 0 | ( )
I o 0 0 0 1,66 x 1073 0 I
| 0 0 0 0 0 1,66 x 10-3]

10.3.2.2. Modelo sin material de bajo M. de Young

Se lleva a cabo el mismo procedimiento sobre la matriz de rigidez (4.8) del modelo
sin material de bajo médulo de Young del patron de impresion con grado de relleno
alto para dar con la matriz de flexibilidad, la cual se indica a continuacion:

6,38x107* —-1,90x10"* —1,90x 107* 0 0 0
-1,90x10™* 6,38x10™* —1,90x 10~* 0 0 0
-1,90x10™* —-190x10"* 575x107* 0 0 0

S = ’ 4 ’ 108
0 0 0 1,84 x 1073 0 0 ( )
0 0 0 0 1,66 x 1073 0
0 0 0 0 0 1,66 x 1073
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