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Resumen

Cuando uno quiere generalizar la electrodinámica clásica a partir de su lagrangiano y al mismo

tiempo conservar la linealidad de la teoŕıa, uno encuentra varias propuestas como son las de Procca

y la de Podolsky. En esta investigación, nos concentraremos en la propuesta de Podolsky, donde

investigaremos, entre otras cosas, las nuevas ecuaciones de campo obtenidas y veremos como esto

resuelve el problema de la enerǵıa de la carga puntual. También discutiremos brevemente el nuevo

propagador del fotón para esta teoŕıa.
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Abstract

When one wants to generalize classical electrodynamics starting from its Lagrangian while simul-

taneously preserving the linearity of the theory, several proposals are encountered, such as those

of Procca and Podolsky. In this research, we will focus on Podolsky’s proposal, where we will

investigate, among other things, the new field equations obtained and see how this resolves the

problem of the energy of the point charge. We will also briefly discuss the new photon propagator

for this theory.
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Glosario

Śımbolo Significado
ηµν Métrica de Minkowski con signatura (+,-,-,-)

Aµ 4-vector potencial electromagnético, de la forma (ϕ, A⃗)
F µν Tensor electromagnético, F µν = ∂µAν − ∂νAµ

Jµ 4-vector corriente de la forma (ρ, j⃗)
q Carga fundamental
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 La electrodinámica de Maxwell

Antes de hablar de la generalización propuesta por Podolsky, revisaremos las principales car-

acteŕısticas de la electrodinámica de Maxwell y los fenómenos que podemos encontrar en ella,

partiremos mostrando qué es invariante de gauge, mediante su densidad lagrangiana,

L = −1

4
FµνF

µν − JµAµ.

La transformación de gauge toma la forma A′µ = Aµ−∂µΛ, donde Λ es una función de xµ, usando

esto podemos ver que el tensor electromagnético es invariante de gauge, de la siguiente manera,

F ′µν = ∂µA′ν − ∂νA′µ

= ∂µ(Aν − ∂νΛ)− ∂ν(Aµ − ∂µΛ),

suponiendo que las derivadas conmutan,

F ′µν = ∂µAν − ∂µ∂νΛ− ∂νAµ + ∂µ∂νΛ

= ∂µAν − ∂νAµ

= F µν .
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Usando esta información veremos cómo cambia el lagrangiano con una transformación de gauge,

L′ = −1

4
F ′

µνF
′µν − JµA′

µ

= −1

4
FµνF

µν − Jµ(Aµ − ∂µΛ)

= −1

4
FµνF

µν − JµAµ − Jµ∂µΛ

= L − Jµ∂µΛ,

esto escrito de otra forma es δL = −Jµ∂µΛ. Podemos reescribir esto recordando que el lagrangiano

esta dentro de una integral, por lo que podemos integrar por partes y suponer que Jµ se anula en

los bordes. Con esto la expresión queda,

δL = Λ∂µJ
µ.

Podemos exigir que la simetŕıa de gauge sea una simetŕıa del lagrangiano, de esto concluimos,

∂µJ
µ = 0,

vemos que la cantidad conservada de la simetŕıa de gauge es el cuadrivector corriente, en otras

palabras, la conservación de la carga es consecuencia de la simetŕıa de gauge de la teoŕıa.

Otra caracteŕıstica importante de la teoŕıa Maxwelliana: es una teoŕıa lineal, esto significa que

las ecuaciones de campo que contiene son ecuaciones diferenciales lineales, esto se ve expĺıcitamente

en las ecuaciones de campo, las cuales son,

∂µF
µν = Jν , (1.1)

esta es la forma covariante de la ley de Gauss y la ley de Ampère, en otras palabras las leyes que

relacionan los campos con sus fuentes, también podemos ver rápidamente que las ecuaciones de

campo son invariantes de gauge ya que F µν es invariante de gauge.

1.2 Ondas en la teoria de Maxwell

Ahora hablaremos de los tipos de ondas que predice la teoŕıa de Maxwell, para esto dejaremos

la ecuación 1.1, en términos de Aµ, ya que vimos que las ecuaciones de campo son invariante de

gauge las escribiremos en el gauge de Lorenz,

□Aµ = 0, (1.2)
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donde □ es el operador D’lambert que en notación no covariante es 1
c2

∂2

∂t2
−∇2. Suponiendo que

la solución es una onda plana de la forma Aµ = A0e
ik⃗·r⃗−iωt, tenemos,

□Aµ = A0

(
k2 − ω2

c2

)
eik⃗·r⃗−iωt = 0,

Para que se cumpla la ecuación anterior se debe cumplir que,

k2 − ω2

c2
= 0

despejando k, tenemos,

k =
ω

c

Vemos que obtenemos la relación de dispersión a la que estamos acostumbrados. Si calculamos la

enerǵıa de esta onda a través de la relación E = ℏω, tenemos,

E = ℏω

= ℏck

= cp.

(1.3)

Si comparamos esto con la formula de Einstein para la enerǵıa vemos que esta es una onda que

representa una part́ıcula sin masa.

1.3 La carga puntual.

Ahora calcularemos el campo eléctrico generado por una part́ıcula puntual y su autoenerǵıa, para

el campo eléctrico usaremos la ley de Gauss,

∇ · E = 0.

Suponiendo simetŕıa esférica, obtenemos la siguiente solución,

E⃗(r) =
q

r2
r̂, (1.4)

vemos que esta solución es en efecto finita para todo r excepto en 0, donde diverge. Usando este

campo calcularemos la autoenerǵıa de la carga puntual, la expresión que usaremos es,

U =

∫
H dV,
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donde H es el hamiltoniano del sistema, el hamiltoniano general para un sistema electromagnético

es,

H =
1

2
(E2 +B2).

Usando esta expresión con el campo eléctrico ya calculado y B = 0, ya que la carga es estacionaria,

tenemos,

U =
1

2

∫
E2 dV

=
q2

2

∫
1

r4
dV

= 4πq2
∫ ∞

0

1

r2
dr

= −4πq2(
1

∞
− 1

0
)

= ∞.

(1.5)

Como podemos ver la autoenerǵıa para una carga puntual diverge, esto es uno de los problemas

que soluciona la generalización de Podolsky, como veremos en los caṕıtulos siguientes.

1.4 La electrodinámica de Podolsky

Al buscar una generalización de la electrodinámica clásica uno preferiŕıa una teoŕıa que conserve

la mayoŕıa las propiedades de la teoŕıa Maxwelliana, como el carácter lineal de las ecuaciones

de campo o la invariancia de gauge. La electrodinámica de Podolsky [1], propuesta a principios

de los años cuarenta, es una generalización de la electrodinámica clásica la cual busca que la

teoŕıa mantenga un carácter lineal, esto lo consigue modificando el lagrangiano clásico agregando

términos proporcionales a las segundas derivadas de los campos, de la siguiente manera,

L = −1

4
FµνF

µν − JµAµ +
a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ,

con esto se obtienen ecuaciones de campo con un orden mayor a dos, dando como consecuencia un

resultado finito para el cálculo de la enerǵıa de una carga puntual. Esto, además conlleva otros

cambios, uno de los principales es la aparición de un modo masivo del fotón, veremos que puede

significar esto en los próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1 Nuevo lagrangiano

El lagrangiano propuesto es,

L = −1

4
FµνF

µν − JµAµ +
a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ,

inmediatamente vemos que este lagrangiano presenta segundas derivadas de los campos, por lo

que tendremos que derivar las ecuaciones de Euler-Lagrange , al igual que una expresión para el

tensor momento enerǵıa, para lagrangianos de este tipo, esto lo haremos en la siguiente parte.

Como se vio en la sección anterior, F µν es invariante de gauge por lo que, al igual que el

lagrangiano de la teoŕıa Maxwelliana, la variación del lagrangiano es la misma Jµ∂µΛ ante una

transformación de gauge, por lo tanto, al igual que la teoria Maxelliana en la teoria de Podolsky,

tambien se conserva la carga y por ende es invariante de gauge.

2.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianos con

segundas derivadas.

Puesto que el lagrangiano generalizado presenta segundas derivadas en los campos, derivaremos

las ecuaciones de Euler-Lagrange para un lagrangiano de este tipo. Ya que normalmente solo se

toma en cuenta la variación del lagrangiano hasta la primera derivada del campo. Empezamos

enunciando el principio de mı́nima acción, como se ve en la ecuación 2.1,

δS =

∫
δL
(
φ, ∂φ, ∂2φ

)
dx4 = 0, (2.1)
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usando la expresión de la variación del lagrangiano en la ecuación 2.1, la variación de la acción

queda,

δS =

∫
δL
δφ
δφ+

δL
δ∂µφ

δ (∂µφ) +
δL

δ∂ν∂µφ
δ (∂ν∂µφ) dx

4. (2.2)

Suponiendo que δ y ∂ conmutan e integrando por partes el primer y el segundo termino, tenemos,∫
δL
δ∂µφ

∂µ (δφ) dx
4 =

δL
δ∂µφ

δφ

∣∣∣∣
borde

−
∫
∂µ

δL
δ∂µφ

δφ dx4, (2.3)

∫
δL

δ∂ν∂µφ
∂ν∂µ (δφ) dx

4 =
δL

δ∂ν∂µφ
∂µ (δφ)

∣∣∣∣
borde

− ∂ν
δL

δ∂ν∂µφ
δφ

∣∣∣∣
borde

+

∫
∂ν∂µ

δL
δ∂ν∂µφ

δφ dx4, (2.4)

usando las expresiones 2.3 y 2.4 en 2.2, se obtiene,

δS =

∫
δL
δφ
δφ− ∂µ

δL
δ∂µφ

δφ+ ∂ν∂µ
δL

δ∂ν∂µφ
δφ dx4 = 0.

Ya que la integral es 0 y tiene que serlo para cualquier variación de φ, esto implica que el integrando

debe ser 0, o sea,
δL
δφ

− ∂µ
δL
δ∂µφ

+ ∂ν∂µ
δL

δ∂ν∂µφ
= 0. (2.5)

Estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange para un lagrangiano con segundas derivadas de un

campo escalar, con un procedimiento similar se puede ver que para el caso de un campo vectorial,

son,
δL
δφλ

− ∂µ
δL

δ∂µφλ

+ ∂ν∂µ
δL

δ∂ν∂µφλ

= 0. (2.6)

2.3 Tensor momento-enerǵıa para lagrangianos con segun-

das derivadas.

Para demostrar que la autoenerǵıa de una carga puntual ya no es infinita usaremos la componente

00 del tensor momento enerǵıa, por lo que necesitaremos derivar una expresión para el mismo para

un lagrangiano con segundas derivadas. Partimos suponiendo que δφ es una simetŕıa de la acción,

o sea,

δL = ∂µB
µ,

usando la expresión de la variación del lagrangiano, tenemos,

δL
δφ
δφ+

δL
δ∂µφ

∂µ (δφ) +
δL

δ∂ν∂µφ
∂ν∂µ (δφ) = ∂µB

µ,
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usando 2.5 en la expresión anterior, tenemos,

∂µ
δL
δ∂µφ

δφ− ∂ν∂µ
δL

δ∂ν∂µφ
δφ+

δL
δ∂µφ

δ (∂µφ) +
δL

δ∂ν∂µφ
δ (∂ν∂µφ) = ∂µB

µ. (2.7)

El primer y el tercer termino se pueden escribir como una derivada total,

∂µ

(
δL
δ∂µφ

δφ

)
− ∂ν∂µ

δL
δ∂ν∂µφ

δφ+
δL

δ∂ν∂µφ
δ (∂ν∂µφ) = ∂µB

µ,

ahora escribimos los dos últimos términos como una derivada total de la siguiente manera,

δL
δ∂α∂µφ

δ (∂α∂µφ)− ∂α∂µ
δL

δ∂α∂µφ
δφ = ∂µ

(
∂α

(
δL

δ∂α∂µφ
δφ

)
− 2∂α

(
δL

δ∂α∂µφ

)
δφ

)
,

con esto 2.7 se puede escribir como,

∂µ

(
δL
δ∂µφ

δφ+ ∂α

(
δL

δ∂α∂µφ
δφ

)
− 2∂α

(
δL

δ∂α∂µφ

)
δφ

)
= ∂µB

µ.

Para transformaciones infinitesimales, o sea xµ → xµ + ξµ, tenemos que,

δφ = ξν∂νφ

Bµ = ξµL,

usando esto tenemos:

∂µ

(
δL
δ∂µφ

ξν∂νφ+ ∂α

(
δL

δ∂α∂µφ
ξν∂νφ

)
− 2∂α

(
δL

δ∂α∂µφ

)
ξν∂νφ− ξµL

)
= 0,

ya que ξν es constante puede salir de las derivadas, haciendo esto y factorizando por ξν , tenemos,

∂µ

(
δL
δ∂µφ

∂νφ+ ∂α

(
δL

δ∂α∂µφ
∂νφ

)
− 2∂α

(
δL

δ∂α∂µφ

)
∂νφ− ηµνL

)
= 0,

con esto encontramos una cantidad que se conserva, la cual es el tensor momento enerǵıa,

T µν =
δL
δ∂µφ

∂νφ+ ∂α

(
δL

δ∂α∂µφ
∂νφ

)
− 2∂α

(
δL

δ∂α∂µφ

)
∂νφ− ηµνL.
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Nuevamente con un procedimiento análogo podemos obtener el tensor momento enerǵıa para cam-

pos vectoriales,

T µν =
δL

δ∂µφλ

∂νφλ + ∂α

(
δL

δ∂α∂µφλ

∂νφλ

)
− 2∂α

(
δL

δ∂α∂µφλ

)
∂νφλ − ηµνL.

2.4 Propagadores

En teoŕıa cuántica de campos un propagador es una función que indica la amplitud de probabilidad

que una part́ıcula viaje con una cierta enerǵıa y momento, el modulo cuadrado de esta función

nos dirá la densidad de probabilidad que la part́ıcula viaje con una cierta enerǵıa y momento.

Como ejemplo de un propagador, calcularemos el propagador del fotón en la teoŕıa Maxwelliana,

partimos con la ecuación de campo en el gauge de Lorenz,

□Aλ = Jλ.

El propagador será la función de Green de esta ecuación, en el espacio de momentum, la función

de Green en el espacio de posiciones debe cumplir,

ηµν□∆να (x− x′) = iδ(4) (x− x′) δµα. (2.8)

Recordamos que la relación entre las funciones de Green es a través de la transformada de Fourier,

∆να (x− x′) =

∫
e−ikx∆να(k)

d4k

(2π)4
,

también recordamos que la delta Dirac se puede escribir como,

δ(4) (x− x′) =

∫
e−ikx d4k

(2π)4
.

Reemplazamos estas expresiones en 2.8,

−
∫
e−ikxηµνk2∆να(k)

d4k

(2π)4
= iδµα

∫
e−ikx d4k

(2π)4
,

igualamos lo que esta dentro de las integrales,

−ηµνk2∆να(k) = iδµα,
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multiplicamos ambos lados por ηβµ y despejamos la función de Green,

∆βα(k) = −iηβα
k2

.

Este es el propagador del fotón en la teoŕıa Maxwelliana.
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Caṕıtulo 3

Resultados

3.1 Ecuaciones de campo para lagrangiano de Podolsky.

El lagrangiano propuesto es,

L = −1

4
FµνF

µν − JµAµ +
a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ,

con este lagrangiano y la ecuación 2.6 obtendremos las ecuaciones de campo, con esto tendremos

que el primer término es,

δL
δAλ

= −Jµ δAµ

δAλ

= −Jµδλµ

= −Jλ.

(3.1)

Para el segundo término tenemos,

δL
δ∂αAλ

= −1

4

δFµνF
µν

δ∂αAλ

= −1

4
ηµσηνρ

δFµνFσρ

δ∂αAλ

= −1

4
ηµσηνρ

(
δFµν

δ∂αAλ

Fσρ + Fµν
δFσρ

δ∂αAλ

)
= −1

4
ηµσηνρ

((
δ∂µAν

δ∂αAλ

− δ∂νAµ

δ∂αAλ

)
Fσρ + Fµν

(
δ∂σAρ

δ∂αAλ

− δ∂ρAσ

δ∂αAλ

))
(3.2)
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δL
δ∂αAλ

= −1

4
ηµσηνρ

((
δαµδ

λ
ν − δαν δ

λ
µ

)
Fσρ + Fµν

(
δασδ

λ
ρ − δαρ δ

λ
σ

))
= −1

4

((
ηασηλρ − ηλσηαρ

)
Fσρ + Fµν

(
ηµαηνλ − ηµληνα

))
= −1

4

(
Fαλ − F λα + Fαλ − F λα

)
= F λα,

(3.3)

derivamos la expresión anterior,

∂α
δL

δ∂αAλ

= ∂αF
λα. (3.4)

Para el tercer término se tiene,

δL
δ∂β∂αAλ

=
a2

2

δ∂νF
µν∂γFµγ

δ∂β∂αAλ

=
a2

2
ηµσηνρηξγ

δ∂νFσρ∂ξFµγ

δ∂β∂αAλ

=
a2

2
ηµσηνρηξγ

(
δ∂νFσρ

δ∂β∂αAλ

∂ξFµγ + ∂νFσρ
δ∂ξFµγ

δ∂β∂αAλ

)
=
a2

2
ηµσηνρηξγ

((
δ∂ν∂σAρ

δ∂β∂αAλ

− δ∂ν∂ρAσ

δ∂β∂αAλ

)
∂ξFµγ + ∂νFσρ

(
δ∂ξ∂µAγ

δ∂β∂αAλ

− δ∂ξ∂γAµ

δ∂β∂αAλ

))
,

en el siguiente paso hay que tener en cuenta que el término δL
δ∂β∂αAλ

es simétrico en los ı́ndices α y

β, ya que las derivadas conmutan, esto se ve reflejado en que las expresiones del tipo δ∂ν∂σAρ

δ∂β∂αAλ
son

igual a δβν δ
α
σδ

λ
ρ + δβσδ

α
ν δ

λ
ρ en ves de δβν δ

α
σδ

λ
ρ , ya que el primero es simétrico en α y β y el segundo no,

esto será importante más adelante. Tomando esto en cuenta tenemos,

δL
δ∂β∂αAλ

=
a2

2
ηµσηνρηξγ

((
δβν δ

α
σδ

λ
ρ + δβσδ

α
ν δ

λ
ρ − δβν δ

α
ρ δ

λ
σ − δβρ δ

α
ν δ

λ
σ

)
∂ξFµγ

+ ∂νFσρ

(
δβξ δ

α
µδ

λ
γ + δβµδ

α
ξ δ

λ
γ − δβξ δ

α
γ δ

λ
µ − δβγ δ

α
ξ δ

λ
µ

))

δL
δ∂β∂αAλ

=
a2

2

((
ηµαηβληξγ + ηµβηαληξγ − 2ηµληβαηξγ

)
∂ξFµγ

+ ∂νFσρ

(
ηασηνρηβλ + ηβσηνρηαλ − 2ηλσηνρηβα

))

δL
δ∂β∂αAλ

=
a2

2

((
ηβλ∂ξF

αξ + ηαλ∂ξF
βξ − 2ηβα∂ξF

λξ
)
+
(
ηβλ∂νF

αν + ηαλ∂νF
βν − 2ηβα∂νF

λν
))

11



δL
δ∂β∂αAλ

= a2
(
ηβλ∂ξF

αξ + ηαλ∂ξF
βξ − 2ηβα∂ξF

λξ
)
. (3.5)

Por lo visto anteriormente la expresión 3.5 es simétrica en los ı́ndices α y β, pero en el segundo

paper de Podolsky [2], la expresión para este término no es simétrico en estos ı́ndices, esta diferencia

va a provocar la aparición de un factor de
√
2 multiplicando la constante a. Derivando 3.5 dos

veces tenemos,

∂β∂α
δL

δ∂β∂αAλ

= a2
(
∂λ∂α∂ξF

αξ + ∂λ∂β∂ξF
βξ − 2∂2∂ξF

λξ
)
,

observando esta expresión nos damos cuenta que el primer y segundo término son iguales y además

iguales a 0, esto lo justificaremos por un argumento de simetŕıa que veremos a continuación,

2∂α∂ξF
αξ = ∂α∂ξF

αξ − ∂α∂ξF
ξα

= ∂α∂ξF
αξ − ∂ξ∂αF

ξα

= ∂α∂ξF
αξ − ∂α∂ξF

αξ

= 0.

Con esto tenemos que,

∂β∂α
δL

δ∂β∂αAλ

= −2a2∂2∂ξF
λξ. (3.6)

Con esto reemplazamos las expresiones en 3.1, 3.4 y 3.6 en 2.6, obteniendo,

(
1 + 2a2□

)
∂ξF

ξλ = Jλ,

de esta ecuación se obtienen las leyes de Gauss y Ampère-Maxwell generalizadas,

(
1 + 2a2□

)
∇⃗ · E⃗ = ρ,(

1 + 2a2□
) [

∇⃗ × B⃗ − ∂E⃗

∂t

]
= j⃗.

Para nuestro estudio solo usaremos la primera de estas expresiones para obtener el campo generado

por una part́ıcula puntual estacionaria. En este contexto, tenemos,

(
1− 2a2∇2

)
∇⃗ · E⃗ = 0.

Usaremos la relación E = −∇ϕ en la ecuación anterior para obtener,

(
1− 2a2∇2

)
∇2ϕ = 0, (3.7)
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para resolver esta ecuación supondremos que el potencial tiene simetŕıa esférica y que es de la

forma ϕ(r) = f(r)
r
, usando esto en 3.7 y aplicando los operadores, tenemos la siguiente ecuación

diferencial para f(r),

f ′′(r)− 2a2f (4)(r) = 0,

haciendo el reemplazo g(r) = f ′′(r), vemos que g(r), cumple con una ecuación diferencial de

resultado conocido, este siendo: g(r) = c1e
r√
2a + c2e

− r√
2a , con esto tenemos,

f ′′(r) = c1e
r√
2a + c2e

− r√
2a ,

integrando dos veces, tenemos,

f(r) = 2a2
(
c1e

r√
2a + c2e

− r√
2a

)
+ rc3 + c4,

con esto vemos que el potencial eléctrico de una carga puntual es,

ϕ(r) = 2a2
(
c1e

r√
2a + c2e

− r√
2a

)
r

+
c4
r
+ c3,

de aqúı podemos ver que si queremos que ϕ(r) sea finito cuando r → ∞, c1 tiene que ser igual a 0,

además la constante c3 la podemos ignorar ya que esta no afectará el campo eléctrico resultante,

tomando en cuenta esto se tiene,

ϕ(r) = 2a2
c2e

− r√
2a

r
+
c4
r
.

Si queremos también que ϕ(r) sea finito cuando r → 0, al tomar el limite nos damos cuenta que

se tiene que cumplir c4 = −2a2c2, con esto tenemos,

ϕ(r) = c4
1− e

− r√
2a

r
, (3.8)

con esto tenemos una solución que es finita en todo r y que se va a cero en el infinito, nos podemos

dar cuenta que la constante c4 es la carga de la carga puntual, con esto el campo eléctrico generado

por una carga puntual es,

E⃗(r) = q
(1− e

− r√
2a

r2
− e

− r√
2a

√
2ar

)
r̂. (3.9)

Vemos que este campo hereda las propiedades del potencial, o sea, es finito en todo r y se va a

cero en el infinito, esto significa que el campo eléctrico tiene un valor q
4a2

en r = 0, a diferencia del

campo eléctrico de Maxwell que diverge en r = 0. En la Figura 3.1 vemos el comportamiento del

campo para diferentes valores de a y se comparara con el campo obtenido en 1.4.
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Figura 3.1: Gráfico de campo eléctrico vs. distancia para los campos de Maxwell y Podolsky para
distintos valores de a

Como se puede ver en el gráfico para un valor de a de 0.01 el campo es casi idéntico al campo

de Maxwell, tomando en cuenta que la constante a tiene que ser varios ordenes de magnitud más

pequeña, como se ve en [3] y el campo de Posolsky se acerca cada vez más al campo de Maxwell

para a pequeños, podemos deducir que el campo de Podolsky solo seŕıa distinguible del campo de

Maxwell a distancias muy pequeñas (del orden de a).

3.2 Tensor enerǵıa-momentum en teoŕıa de Podolsky

Recordemos los resultados obtenidos en secciones anteriores,

T µν =
δL

δ∂µφλ

∂νφλ + ∂α

(
δL

δ∂α∂µφλ

∂νφλ

)
− 2∂α

(
δL

δ∂α∂µφλ

)
∂νφλ − ηµνL, (3.10)

δL
δ∂µAλ

= F λµ, (3.11)

δL
δ∂µ∂αAλ

= a2
(
ηµλ∂ξF

αξ + ηαλ∂ξF
µξ − 2ηµα∂ξF

λξ
)
, (3.12)

reemplazando 3.11 y 3.12, en 3.10, tenemos,

T µν = F λµ∂νAλ + ∂α
(
a2
(
ηµλ∂ξF

αξ + ηαλ∂ξF
µξ − 2ηµα∂ξF

λξ
)
∂νAλ

)
− 2∂α

(
a2
(
ηµλ∂ξF

αξ + ηαλ∂ξF
µξ − 2ηµα∂ξF

λξ
))
∂νAλ

+ ηµν
(
1

4
FµνF

µν − a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ

)
,
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aplicamos la derivada en el segundo término,

T µν = F λµ∂νAλ + a2
(
ηµλ∂ξF

αξ + ηαλ∂ξF
µξ − 2ηµα∂ξF

λξ
)
∂α∂

νAλ

− a2∂α
(
ηµλ∂ξF

αξ + ηαλ∂ξF
µξ − 2ηµα∂ξF

λξ
)
∂νAλ + ηµν

(
1

4
FµνF

µν − a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ

)
,

ahora hacemos lo mismo con el tercer término, viendo que el primer elemento dentro del paréntesis

es 0 por lo visto anteriormente, con esto, tenemos,

T µν = F λµ∂νAλ + a2∂ξF
αξ∂α∂

νAµ + a2∂ξF
µξ∂α∂

νAα − 2a2∂ξF
λξ∂µ∂νAλ

− a2
(
∂λ∂ξF

µξ − 2∂µ∂ξF
λξ
)
∂νAλ + ηµν

(
1

4
FµνF

µν − a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ

)
,

reordenamos la expresión, se tiene,

T µν =
(
F λµ − a2∂λ∂ξF

µξ + 2a2∂µ∂ξF
λξ
)
∂νAλ + a2∂ξF

αξ∂α∂
νAµ + a2∂ξF

µξ∂α∂
νAα

− 2a2∂ξF
λξ∂µ∂νAλ + ηµν

(
1

4
FµνF

µν − a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ

)
.

Notamos que T µν , escrito de esta forma no es simétrico, a continuación veremos si es invariante de

gauge,

T ′µν =
(
F ′λµ − a2∂λ∂ξF

′µξ + 2a2∂µ∂ξF
′λξ
)
∂νA′

λ + a2∂ξF
′αξ∂α∂

νA′µ + a2∂ξF
′µξ∂α∂

νA′α

− 2a2∂ξF
′λξ∂µ∂νA′

λ + ηµν
(
1

4
F ′

µνF
′µν − a2

2
∂νF

′µν∂ρF ′
µρ

)
,

T ′µν =
(
F λµ − a2∂λ∂ξF

µξ + 2a2∂µ∂ξF
λξ
)
∂ν(Aλ − ∂λΛ) + a2∂ξF

αξ∂α∂
ν(Aµ − ∂µΛ)

+ a2∂ξF
µξ∂α∂

ν(Aα − ∂αΛ)− 2a2∂ξF
λξ∂µ∂ν(Aλ − ∂λΛ)

+ ηµν
(
1

4
FµνF

µν − a2

2
∂νF

µν∂ρFµρ

)
,

distribuyendo los términos en paréntesis e identificando los términos que forman T µν , tenemos,

T ′µν = T µν −
(
F λµ − a2∂λ∂ξF

µξ + 2a2∂µ∂ξF
λξ
)
∂ν∂λΛ− a2∂ξF

αξ∂α∂
ν∂µΛ

− a2∂ξF
µξ∂α∂

ν∂αΛ + 2a2∂ξF
λξ∂µ∂ν∂λΛ.
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Con esto vemos que T µν no es invariante de gauge, pero podemos reescribir el mismo para que lo

sea, como se ve en [4], este nuevo tensor es,

T µν = F µ
ρF

ρν + 2a2
(
F µρ□Fρ

ν + F νρ□Fρ
µ − ∂λF

µλ∂ρF
νρ
)

+ ηµν
(
1

4
F ρλFρλ + a2F ρλ□Fρλ + a2∂λF

σλ∂ρFσρ

)
,

con el tensor en esta forma vemos que ahora si es simétrico, invariante de gauge y con divergencia

0, a partir de esto calcularemos la componente 00,

T 00 = F 0
ρF

ρ0 + a2
(
F 0ρ□Fρ

0 + F 0ρ□Fρ
0 − ∂λF

0λ∂ρF
0ρ
)

+ η00
(
1

4
F ρλFρλ + a2F ρλ□Fρλ + a2∂λF

σλ∂ρFσρ

)
,

dejando esto en términos de los campos eléctrico y magnético, se tiene,

T 00 =
1

2

(
E2 +B2

)
+ 2a2E□E − a2 (∇ · E)2 + 2a2B□B −

(
∇×B − ∂E

∂t

)2

.

Llevando esto en el contexto de la electrostática tenemos,

T 00 =
1

2
E2 − 2a2E · ∇2E − a2 (∇ · E)2 ,

para reducir esta expresión usaremos una identidad del calculo vectorial,

∇2E = ∇ (∇ · E)−∇× (∇× E) ,

ya que estamos en electrostática la expresión anterior se reduce a,

∇2E = ∇ (∇ · E) .

Ahora, usando un argumento en el paper original de Podolsky calcularemos ∇ · (E∇ · E) y lo

igualaremos a 0,

∇ · (E∇ · E) = (∇ · E)2 + E · (∇ (∇ · E)) = 0,

de esto podemos ver,

(∇ · E)2 = −E · (∇ (∇ · E)) ,
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usando la igualdad obtenida anteriormente,

(∇ · E)2 = −E · ∇2E.

Reemplazando esto en la expresión del tensor, tenemos,

T 00 =
1

2
E2 + a2 (∇ · E)2 ,

con esto podemos calcular la enerǵıa de una part́ıcula puntual, donde usaremos la expresión para

el campo obtenida en 3.9,

U =
1

2

∫
E2 + 2a2 (∇ · E)2 dV,

el resultado de esta integral es,

U =
q2√
8a
.

En [5] se intenta explicar la masa del electrón como consecuencia de su autoenerǵıa electro-

magnética, si hacemos lo mismo con la autoenerǵıa obtenida, tenemos,

mec
2 =

q2√
8a
,

me =
q2√
8ac2

.

Puesto que ya sabemos cuánto es la masa del electrón podemos obtener un valor para la constante

a, para que la masa del electrón sea de origen puramente electromagnético, este valor tendŕıa que

ser 0.996[fm].

3.3 Ondas

Usando las ecuaciones de campo e imponiendo el gauge de Lorenz, o sea ∂µA
µ = 0, tenemos,

(
1 + 2a2□

)
□Aλ = 0.

Suponiendo ondas planas de la forma Aλ = A0e
ik⃗·r⃗−iωt, calcularemos la expresión □Aλ,

□Aλ = A0

(
k2 − ω2

c2

)
eik⃗·r⃗−iωt,
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usando esto tenemos,

A0

(
k2 − ω2

c2

)
eik⃗·r⃗−iωt + 2a2A0

(
k2 − ω2

c2

)2

eik⃗·r⃗−iωt = 0,

(
k2 − ω2

c2

)
+ 2a2

(
k2 − ω2

c2

)2

= 0,(
k2 − ω2

c2

)(
1 + 2a2

(
k2 − ω2

c2

))
= 0,

vemos que esta ecuación tiene dos soluciones, cuando el primer término es 0 y cuando el segundo

es 0. En el primer caso obtenemos la relación de dispersión esperada k = ω
c
y en el otro, al despejar

obtenemos,

k2 =
ω2

c2
− 1

2a2
. (3.13)

Según la mecánica cuántica esta onda tendŕıa una enerǵıa de,

E2 = (ℏω)2 ,

despejando ω2 de 3.13 y reemplazándolo en la ecuación anterior, se tiene,

E2 =
c2ℏ2

2a2
+ ℏ2c2k2,

=
c2ℏ2

2a2
+ c2p2.

Si comparamos esto con la ecuación de Einstein para la enerǵıa, nos damos cuenta que esta onda

tiene enerǵıa asociada a una masa, igualando los términos de masa, tenemos,

m2c4 =
c2ℏ2

2a2
,

despejando para la masa,

m =
ℏ√
2ac

.

Usando el valor de a obtenido suponiendo que la masa del electrón es de origen electromagnético,

tenemos que la masa del modo masivo del fotón es: 140.063[MeV ].
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3.4 Nuevo propagador

Nuevamente usaremos las ecuaciones de campo y el gauge de Lorenz, obteniendo,

(
1 + 2a2□

)
□Aλ = Jλ.

Ahora, el propagador sera la función de Green de esta ecuación, en el espacio de momentum, la

función de Green en el espacio de posiciones debe cumplir,

ηµν
(
1 + 2a2□

)
□∆να (x− x′) = iδ(4) (x− x′) δµα,

como vimos, la relación entre las funciones de Green en los distintos espacios es a través de la

trasformada de Fourier,

∆να (x− x′) =

∫
e−ikx∆να(k)

d4k

(2π)4
,

reemplazando esta definición y aplicando las derivadas, tenemos,

−
∫
e−ikxηµν

(
1− 2a2k2

)
k2∆να(k)

d4k

(2π)4
= iδµα

∫
e−ikx d4k

(2π)4
,

ya que tenemos dos integrales iguales los integrandos deben ser iguales,

−ηµν
(
1− 2a2k2

)
k2∆να(k) = iδµα,

despejando la funcion de Green:

∆βα(k) = − iηβα
(1− 2a2k2) k2

.

Al separar en fracciones parciales, la expresión queda,

∆βα(k) = −iηβα

(
1

k2
− 1

k2 − 1
2a2

)
,

este es el nuevo propagador del fotón, el cual cuando a = 0 es igual al propagador del fotón en la

teoŕıa de Maxwelliana, visto en la sección 2.4.
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3.5 Desviaciones en la enerǵıa del átomo de hidrógeno

Para buscar una desviación de la electrodinámica clásica veremos como cambia la enerǵıa del

estado fundamental del hidrógeno usando el potencial visto en 3.8. Para esto usaremos el método

variacional. El potencial de Podolsky es,

ϕ(r) = −qe
1− e

− r√
2a

r
,

donde qe es la magnitud de la carga del electrón, con esto el hamiltoniano seŕıa,

Ĥ =
p̂2

2m
+ eϕ(r).

La función de onda propuesta, suponiendo simetŕıa esférica, es,

ψ(r) = Ne−γr,

donde N es la constante de normalización, que es N =
√

γ3

π
, con esto la enerǵıa del estado

fundamental seŕıa,

E =

∫
ψ∗(r)Ĥψ(r) =

γ2

2m
− q2eγ + q2e

4γ3(
2γ + 1

a
√
2

)2 ,
ahora encontraremos el valor de γ que minimiza la enerǵıa, de la siguiente manera,

∂E

∂γ
=

γ

m
− q2e −

16q2eγ
3(

1√
2a

+ 2γ
)3 +

12q2eγ
2(

1√
2a

+ 2γ
)2 = 0,

ya que sabemos que el valor de a tiene que ser pequeño usaremos la expansión de Taylor a primer

orden en a en la expresión anterior, con esto se tiene,

∂E

∂γ
=

γ

m
− q2e +O

(
a2
)
= 0,

de esto tenemos que el valor de γ es γ = mq2e , evaluando esto en la expresión para la enerǵıa

obtenemos,

E = −mq
4
e

2
+

4m3q8e(
1√
2a

+ 2mq2e

)2 ,
nuevamente usaremos la expansión de Taylor a segundo orden en a en el resultado,

E = −mq
4
e

2
+ 8m3q8ea

2 +O
(
a3
)
.
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Vemos que el resultado es una perturbación del resultado ya conocido, por lo que debeŕıamos

esperar que el valor de a sea tal que la cantidad 8m3q8ea
2 sea menor que la incertidumbre de las

mediciones de la enerǵıa del estado fundamental del átomo de hidrógeno, usando los valores de la

literatura [6], vemos que tenemos una cota superior para el valor de a, a ≤ 3.93[fm].

Para determinar desviaciones del electromagnetismo clásico, espećıficamente, una masa no nula

del fotón, en [7] se propuso un experimento basado del uso de un interferómetro. En base a estos

resultados, en [3] se calculó que el valor de a debe ser de al menos 0.91[mm], para ser detectado

en este experimento. Vemos que, cualquier desviación del electromagnetismo producida por el

término de Podolsky seŕıa indetectable por este experimento.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En la búsqueda de una generalización lineal e invariante de gauge de la electrodinámica clásica

llegamos a la electrodinámica de Podolsky en la cual encontramos solución a varios problemas de la

electrodinámica clásica, como son la presencia de infinitos en el campo eléctrico y en la autoenerǵıa

de la carga puntual. En el modelo de Podolsky encontramos que el campo eléctrico de una carga

puntual en r = 0 es q
4a2

y su autoenerǵıa es q2√
8a
, usando esto y suponiendo que la masa del electrón

se debe a su autonerǵıa electromagnética obtuvimos que a = 0.996[fm]. Además se concluyo

que la teoŕıa presenta dos modos de propagación del fotón, el que predice la teoŕıa clásica, mas

un modo masivo. Con el valor de a encontrado este modo tendŕıa una masa de 140.063[MeV ],

lamentablemente no se a detectado una part́ıcula neutra de spin 1 con masa 140.063[MeV ], por lo

que explicar la masa del electrón por esta v́ıa no es viable.

En la sección anterior vimos el cambio de la enerǵıa del estado fundamental del átomo de

hidrógeno producido por el potencial de Podolsky, haciendo esto llegamos a que el valor de a

tiene que ser a ≤ 3.93[fm] para que estas desviaciones no hayan sido detectadas. Se vio que

usando el experimento visto en [7] se podŕıa detectar perturbaciones si a ≥ 0.91[mm], por esto las

perturbaciones pasaŕıan indetectadas en este experimento.

22



Referencias

[1] Boris Podolsky. A generalized electrodynamics part i—non-quantum. Phys. Rev., 62:68–71,

Jul 1942.

[2] Boris Podolsky and Chihiro Kikuchi. A generalized electrodynamics part ii—quantum. Phys.

Rev., 65:228–235, Apr 1944.

[3] De Melo C. a. M. Medeiros L. G. Pompeia P. J. Cuzinatto, R. R. How can one probe podolsky

electrodynamics? International Journal of Modern Physics, 26(21):3641–3651, 2011.

[4] Sales J. H. Thibes R. Oliveira, I. G. Bopp–podolsky scalar electrodynamics propagators and

energy-momentum tensor in covariant and light-front coordinates. Eur. Phys. J. Plus, 135(713),

2020.

[5] Infeld L. Born, M. Electromagnetic mass. Nature, 132(970), 1933.

[6] Claude et al. Amsler. Review of particle physics. Physics Letters B, 667(1-5):1–6, 2008.

[7] B. Neyenhuis, D. Christensen, and D. S. Durfee. Testing nonclassical theories of electromag-

netism with ion interferometry. Phys. Rev. Lett., 99:200401, Nov 2007.

[8] Wolfram research, inc., mathematica, version 13.3, champaign, il (2023).

23


	Introducción
	La electrodinámica de Maxwell
	Ondas en la teoria de Maxwell
	La carga puntual.
	La electrodinámica de Podolsky

	Marco Teórico
	Nuevo lagrangiano
	Ecuaciones de Euler-Lagrange para lagrangianos con segundas derivadas.
	Tensor momento-energía para lagrangianos con segundas derivadas.
	Propagadores

	Resultados
	Ecuaciones de campo para lagrangiano de Podolsky.
	Tensor energía-momentum en teoría de Podolsky
	Ondas
	Nuevo propagador
	Desviaciones en la energía del átomo de hidrógeno

	Conclusiones

