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Resumen

Dada la baja sostenida en las leyes de los yacimientos, se hace necesario llegar a mayores
profundidades para extraer los minerales utilizando métodos de cielo abierto. Este hecho
puede producir inestabilidad geomecénica por tener la excavacién una geometria méas empi-
nada. Usualmente, para estudiar la estabilidad, se debe determinar el estado tensional del
macizo en el cual estd la excavacién usando algin método numérico, a lo que debe agregarse
un criterio que indique si hay o no estabilidad. En la practica, las deformaciones inducidas
tienen largo alcance, por tanto, ha de tenerse en cuenta que se trabaja sobre un dominio
no acotado. Luego, es necesario aplicar alguna herramienta matemaética para tratar esto: se
propone el uso del operador Dirichlet-to-Neumann (DtN). El uso de este exige resolver dos
problemas acoplados, uno interior y otro exterior. Para el problema exterior se aplica una
solucion analitica, mientras que para el problema interior se aplica un método de elementos
finitos. Para medir la estabilidad del macizo se usa el criterio de Mohr-Coulomb, en donde se
calcula una distancia v desde un circulo que representa el estado tensional en un punto a una
recta que representa el criterio de falla. Si la distancia es positiva, se considera estable. El
problema que se plantea es parametrizar la geometria de una excavacion, calcular el estado
tensional (via el operador DtN) y determinar la estabilidad de un conjunto de configuracio-
nes de interés. Se analizaron dos geometrias diferentes: la primera representa un pit real, con
una secuencia de peldanos heterogénea. Se encontré que para los materiales y dimensiones
comunmente usadas en la mineria se tienen casos estables. La segunda geometria esta para-
metrizada por dos angulos, 5 que determina la pendiente global del pit y a que determina la
pendiente del banco. Se exploraron 140 combinaciones de estos para estudiar la estabilidad
de todos ellos. Nuevamente se encontré que para los materiales estudiados, las configuracio-
nes son estables. Una oportunidad a futuro es la necesidad de estudiar la estabilidad bajo
condiciones de heterogeneidad del medio y bajo la accién de fuerzas externas como trona-
duras, cargas estaticas o deslizamientos. Finalmente queda por recalcar que la metodologia
propuesta habilita el estudio, en tiempos razonables, de problemas de geomecanica aplicados
en condiciones de simetria axial.

Palabras clave: Elementos finitos, DtN, pit, estabilidad, Mohr-Coulomb.
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1 Introduccion

Dada la baja sostenida en las leyes de los yacimientos [28], la profundidad de la minas es
cada vez mayor. Esto produce que la geometria de los pits sea méas empinada. Una posible
consecuencia de este hecho es la inestabilidad geomecanica, con efectos adversos en términos
de disminucion de recursos y reservas mineras, pérdidas de equipos, tiempo y riesgos a los
trabajadores.

Una posible medida de control a los efectos de la inestabilidad geomecanica es el conocimiento
preciso del estado tensional del macizo rocoso. Dentro de los métodos méas usados para
conocer los esfuerzos se encuentran los métodos de elementos finitos [25].

En el ambito de los métodos de elementos finitos, es comun truncar el dominio de calcu-
lo por motivos de eficiencia computacional, con los consecuentes errores. A pesar de que
existen algunos métodos capaces de lidiar con este hecho (elementos de frontera y métodos
espectrales), estos siguen siendo excesivamente costosos en términos practicos o requieren ele-
vadas simetrias. Esta dificultad ha motivado la formulacién de métodos numéricos eficientes,
practicos y capaces de lidiar con dominios no acotados.

Una de las formulaciones modernas capaces de atacar este problema tiene como nticleo central
la utilizacién de un operador seudodiferencial, llamado Steklov [26] o Dirichlet-to-Neumann
(DtN).

Para aplicar este operador, se requiere una particion del dominio, que es posible apreciar en
la Figura 1-1

Figura 1-1: Geometria del dominio para ser tratado con el operador DtN

Es posible apreciar un semiespacio en celeste que va a representar la superficie de la Tierra,
con una perturbacion escalonada I'y, que va a representar un pit minero. También es posible
apreciar un semicirculo de radio R que define una superficie I'g sobre la cual operara DtN.
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La forma de hacer el calculo sobre el dominio no truncado es unir una solucién analitica
sobre el dominio exterior 2¢ con una solucién discreta sobre el dominio interior €.

Se propone calcular los esfuerzos en base a este método sobre dominios no acotados tomando
en consideracion un material eldstico, homogéneo e isotrépico abarcando tanto el dominio
interior como exterior.

1.1. Estado del arte

Los estudios realizados en este tipo de dominio, no acotados, existen desde los finales de la
década de los 60. Los métodos més populares son los de esquemas explicitos de diferencias
finitas para obtener soluciones aproximadas a problemas de propagacién de ondas [2, 6, 23,
1, 20]. Estos se resuelven normalmente para un medio no acotado, pero debido a la cantidad
limitada de calculo, tiempo o espacio, la solucién soélo puede obtenerse con un nimero finito
de puntos; una alternativa es introducir limites o fronteras artificiales para obtener un modelo
truncado (ver Figura 1-1). La introduccién de estas fronteras, pueden producir ondas que se
reflejen hacia el interior, este efecto no es deseado. En el proceso fisico real las ondas pasan
a través de estas fronteras, sin reflexion. Como son necesarias estas fronteras artificiales,
se han buscado condiciones de borde que reduzcan la reflexiéon en la frontera. Los trabajos
posteriores [7, 24], dan condiciones de borde que disminuyen la reflexién. Estos métodos son
conocidos como NRBC (Non-reflecting boundary-conditions).

Los problemas de valores en la frontera, (BVP, Boundary Value problems) formulados en
dominios no acotados surgen en muchos campos de aplicacién, tales como acustica, geofisica,
sismologia, oceanografia y meteorologia, entre otros.

Se han ideado diferentes enfoques matematicos y numéricos para resolver BVPs en dominios
no acotados. Segun Givoli [9, 11|, se clasifican en cuatro categorias principales: métodos
integrales de frontera, métodos de elementos finitos, métodos de capas absorbentes y condi-
ciones de borde artificiales ABC (artificial boundary conditions). Las ventajas y limitaciones
de cada uno de ellos se discuten en [12]. Este trabajo es parte de la continuacién de una
investigacion que empezé el 2015 por Godoy et al. [5, 14], la cual se refiere a la dltima
categoria, también conocida como método de frontera artificial [16, 17].

En el método ABC, se trunca el dominio no acotado original introduciendo una frontera
artificial que encierra el area particular de interés, definiendo asi un dominio computacional
acotado, donde se pueden usar métodos numéricos estandares para resolver el BVP. Esto
es posible bajo la restriccion de que se establezcan condiciones de borde adecuadas en la
frontera artificial, que se supone representan adecuadamente el dominio residual no acotado
que fue eliminado.

En general, muchas opciones diferentes de ABC son posibles. Godoy se centré en ABCs ba-
sado en el operador de Dirichlet-to-Neumann (DtN) y su uso en combinacién con elementos
finitos, lo que resulta en el método de elementos finitos Dirichlet-to-Neumann (DtN FEM)
[10, 13]. La principal ventaja de este enfoque es que el operador DtN proporciona una ABC
exacta, de tal manera que el BVP resultante en el dominio computacional es matematica-
mente equivalente al BVP original sin limites. Por lo tanto, el uso de FEM para resolver el
primero resulta en esquemas numéricos muy precisos y robustos.
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Los tltimos estudios fueron realizados sobre un modelo de un pit semiesférico, lo que pre-
sentamos en este trabajo serdan modelos sin la simplificacion que trae consigo el modelo caso

semiesférico.



2 Objetivos

2.1. Objetivo Principal

Estudiar estabilidad del macizo segun el criterio de Mohr-Coulomb bajo distintas pertur-
baciones. Para esto se calculara el factor de seguridad v para varias configuraciones del

pit.

2.2. Objetivos Especificos

1. Extender estudio anterior realizado con una perturbacién semiesférica a una con forma
de peldanos.

2. Calcular el factor de seguridad v para configuraciones basicas. Estas estan lejos de ser
configuraciones reales de un pit, pero son un primer paso.

3. Calcular el factor de seguridad ~ para configuraciones obtenidas de una mina real.

4. Calcular el factor de seguridad « para 140 configuraciones distintas modeladas con
distintos valores de los parametros o y .

5. Obtener valores maximos y minimos de 7 para distintos valores de Sy y para 140
configuraciones distintas.



3 Metodologia

Usaremos el método de elementos finitos DtN mencionado, para obtener los resultados desea-

dos.

Los pasos a seguir son:

1.

Cambiar la perturbacion semiesférica por una con forma de peldanos. Es un conjunto
de segmentos rectos que van formando los peldanos.

Encontrar los valores de v para los primeros casos que son con 1,2,4 y 8 peldanos.
Esta parte la nombramos Caso Base.

Dada una perturbacién de una mina real, se repitieron los calculos para ver como se
comporta una mina donde sus peldanos no son homogéneos. Esta parte la nombramos
Caso Real.

Con la intencion de obtener resultados representativos para distintas configuraciones
de la perturbacién se crearon 140 perturbaciones diferentes parametrizadas por los
angulos a y 8 obteniendo valores extremos para el valor 7. Esta parte la nombramos
Caso General.

El caso anterior fue analizado con un valor de S fijo. Para extender los resultados atin
mas, se repitieron todos los calculos anteriores con otros 5 valores de Sy. Con esto se
obtuvieron valores criticos para Sy. Esta parte la nombramos Cotas para Sy.



4 Formulacion del Modelo

4.1. Generalidades

El dominio a analizar es el semiespacio inferior con una perturbacién geométrica y local en
su superficie superior. Ademads, se supone que la perturbacién es rotacionalmente simétrica
alrededor de un eje vertical, de tal manera que todo el dominio es en realidad un sélido
axisimétrico. Con esto, su geometria queda completamente descrita por su seccién transver-
sal, que consiste en un dominio 2D que denotamos por €). La frontera del dominio 2 que se
aprecia en la Figura 4-1 consta de tres partes :

1. T'y: Frontera vertical de axisimetria que coincide con el eje de rotacién.

2. I'wo: Frontera horizontal sin perturbaciones que coincide con la superficie plana infinita
del semiespacio.

3. I',: Frontera diferenciable por partes que corresponde a la perturbacién geométrica.

Figura 4-1: Dominio

Segin lo que sea mas apropiado, el dominio serd descrito por coordenadas cilindricas o
esféricas, con el origen situado en el punto de interseccion entre el eje de revolucion y la
recta de I', (ver Figura 4-1).

Las variables en estos dos sistemas de coordenadas p, z,7 vy ¢ se relaciones mediante:

r? = p? 4+ 2%, ¢ = arctan (f) , p=rsin(¢), z=rcos(p)
p
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Los vectores unitarios asociados a las variables anteriores son:

~

p Fsin ¢ + ¢ cos @, 2 =1rcosp— Psind, (4-1a)

= psin¢ + 2 cos ¢, ¢ = pcosd — Zsin . (4-1b)

Asi, un punto cualquiera en 2 lo definiremos usando (p, z) o (r, ¢) segin conveniencia. El
angulo azimut, que sera usado para el modelo elasto-estatico axisimétrico, es denotado por

6.

4.2. Modelo elastoestatico axisimétrico

Dentro de las suposiciones del modelo tenemos que el dominio {2 estd ocupado por un me-
dio elastico lineal, homogéneo, isotrépico. Para que las deformaciones elasticas resultantes
mantengan la naturaleza axisimétrica del problema, se asume también que las fuerzas son
axisimétricas. Un campo de desplazamiento genérico en €2 se denota por w y su tensor de
tensiones asociado se denota por o = o (u). Estos siguen la ley de Hooke:

o(u) =X (V-u)I+p(Vu+ Vu') (4-2)

donde A, x > 0 son las constantes de Lamé de un sélido eléstico.

Dada la simetria del problema, u solo tiene componentes u, y u, (resp. u, y u,), mientras
que o tiene componentes normales o, y o, (resp. o, y 04), una componente de corte o,,
(resp. 0,4) y una componente adicional normal oy (ver [25] para mas detalles).

Podemos escribir por componentes la ley de Hooke (4-2) en coordenadas cilindricas:

0 ou,
o,(u) = (A + 2'u)8ipp + /\% + A(")_Z (4-3a)
ou, 3uz
_ % p Ou,
o.(u) =X\ p + )\ ()\ +2u) P (4-3c)
0 8 .
0pe(16) = 1 (81 + 5 ) (1:34)
6 en coordenadas esféricas:
ou, A Oy
or(u) = (A4 2u) 5 <3_¢ + cot(o)u ) (4-4a)
ou, 1 Ju
os(u) = ar (A+ u)u + (()\ + 2u)a—¢ + Acot(p)u ) (4-4b)
ou, » 1/ 0Ou
og(u) = e (A + ,u)u +o ( 8_92) + (A +2p) cot(gzﬁ)ud)) (4-4c)
o) = (155 + 5 - ) (1-4d)
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Nuestro problema de valores en la frontera, BVP por sus siglas en inglés, queda definido en
) como:
Encontrar u : Q — R? tal que:

( V-oo(u) =0 en €, (4-5a)
o(u)z=0 en 'y, (4-5b)
olun=f en Iy, (4-5¢)

ocup-z=u-p=0 en I, (4-5d)

\ lul =0(r™") cuando r — o0, (4-5e)

donde 7 representa el vector normal en T', (perturbacién geométrica) y f : ', — R? es
una funcién vectorial continua por tramos. La ecuacién de Navier, o elastostatica lineal, esta
dada de forma genérica por (4-5a). Nuestro caso no es de la forma genérica, sino que es el
caso axisimétrico, esta diferencia se explicara mas adelante. Las cuatro condiciones de borde
se pueden explicar como:

Ec. (4-5b): T'y, se asume libre de traccion.

Ec. (4-5¢): I') tiene traccion definida por f.

Ec. (4-5d): Para permitir la axisimetria, se asume que I', estd libre de traccién de corte
y sin desplazamiento normal.

Ec. (4-5e): Se asume que hay un decaimiento cuando r — oo

4.3. Formulacion de MEF en el dominio computacional

El método que se usa es el Método de Elementos Finitos Dirichlet-to-Neumann (MEF DtN),
éste ha mostrado ser una herramienta poderosa para tratar problemas de condicién de fron-
tera en dominios exteriores.

4.3.1. Problema con valor en la frontera acotado equivalente

Para la resolucién de (4-5) con el MEF DtN debemos truncar el dominio 2. Para esto
creamos una frontera artificial, I'g, representada por un cuarto de circulo de radio R como
se puede ver en la Figura 4-2. Denotamos el nuevo dominio delimitado por 'y como O,
este es el dominio computacional. Las fronteras rectilineas no acotadas I'y, v ['s que ahora
son acotadas, pasan a I\ y I'.. Para resolver el problema en este nuevo dominio, planteamos
el siguiente BVP equivalente en €',

Encontrar w : Q' — R? tal que:
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( V.oo(u)=0 en ) (4-6a)
o(u)z=0 en I, (4-6b)
oun=f en [y, (4-6¢)

ocu)p-z=u-p=0 en I', (4-6d)

L o(u)r = -Mu en I'g, (4-6¢)

donde (4-6e) es la ABC exacta en I'g, expresada mediante el operador DtN M [5]; el cual
asumiremos por ahora conocido.

Figura 4-2: Dominio axisimetrico computacional

4.3.2. Formulacion débil

Trabajaremos esta parte en coordenadas cilindricas (p, z). Para establecer una formulacién
débil del problema (4-6), consideramos un espacio de Hilbert de desplazamientos admisibles
en 0, definido como:

V={v=(v0.) € [HQ): v,=0 onTi},

donde H'(Q') es el espacio de Sobolev usual de funciones L? con primeras derivadas L.
Notese que la condicién de frontera de desplazamiento nulo en I'y esta contenida en V. La
formulacién débil de (4-6) es:

Encontrar u € V tal que.

a(u,v) +b(u,v) = (f,v)r, Vv eV, (4-7)
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donde a corresponde a la forma bilineal asociada a la formulacién débil de la ecuacién
elastostética, expresada en coordenadas cilindricas axisimétricas [27].

Up ov

atw) = [ o G2 + ontw + oG ot (524 55 ) papaz, (a9

mientras que b es una forma bilineal que involucra al operador DtN, definido como:

b(u,v) = Mu - vdlg, (4-9)

T'r

El lado derecho de (4-7) es

(f,v)r, = f-odly.

Tp

Al sustituir (4-3) en (4-8), podemos expresar a como

ou, Ov ou, Ov ou, Ov ou, Ov
=(A+2 L= 22 ) pdpdz + N —r-= 2L ) pdpd
alu, v) = +'u)/91(8p 8p+0z az)ppz+ /Qi(ap 82+82 ap)ppz
Ou, Ou, ov,  Ov,
+H/Qi (WJr @p>(%+ 8p)pdpdz

Ou, Ou, ov,  Ov, / U,
e - 2 Zelp .
+)\/Qi[(8p + az)vp+up(ap+az)]dpdz+()\+ 1) i dpdz

De (4-10), tenemos que las tres primeras integrales son los términos andlogos que en el caso
2D, mientras que los dos 1ltimos son términos que aparecen por la axisimetria.

(4-10)

4.3.3. Discretizacion MEF

La formulacién débil (4-7) se discretiza usando elementos P1. Por simplicidad se asume que
I', es una linea poligonal. Definimos 7}, como una familia de mallas triangulares regulares
de ' tal que Qi = Urer, T. El pardmetro h se define como h = max{diam T : T € Ty},
donde diamT = sup{+/(p2 — p1)% + (22 — 21)? : (p1, 21), (p2, 22) € T}. Para cada malla trian-
gular 7", sea V" un subespacio vectorial de dimensién finita de V' que consta de funciones
vectoriales continuas por tramos, definidos como:

V= {vt eV v e [COQ))2 v, € [PI(T)? VT eT"},

donde C° es el espacio de funciones continuas en I'* y P;(T') es el espacio de polinomios de
grado a lo mds 1 en T'. La forma discreta de (4-7) es:
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Encontrar u”" € V" tal que:

a(u”, v") + b(u", v") = (f,0")r, Vol e Vi (4-11)
Sea Z el conjunto de todos los nodos de la malla triangular 7". Para cada i € Z, introducimos
una funcién de forma nodal ¥»; € V" que tiene un valor unitario en el nodo i y valor cero en los
otros nodos. Supongamos también que Z; C Z es el conjunto de nodos que se encuentran sobre
'L, Por lo tanto, se construye una base nodal de V" considerando las funciones vectoriales
1;p para nodos i € T \ Z, para forzar la condicién de desplazamiento normal cero dada por
(4-6d), y funciones vectoriales ;2 para todos los nodos i € Z. En consecuencia, la solucién
de (4-11) se expresa como una combinacién lineal de las funciones de base nodal como

uh(p7 Z) = Z dpi wl(pv Z)ﬁ—i_ Z di %(Pa 2)27 (4_12>

i€T\Ts ieT

donde d,; y d.; son respectivamente los valores nodales incégnitos de las componentes uZ y

u” de la solucién u". Reemplazando (4-12) en (4-11) y sustituyendo v" por cada una de las
funciones de base nodal ¥;p y 1,2, llegamos a la forma matricial de elementos finitos del
problema, expresada como F = Kd :

F, _ Kgp ng n Kpr KEZ d, (4-13)
F, Kgp K?, sz K, d,
N—— N ~~ d ~~ N——
F Ko K? d
K
donde
[Kgp]ij - a(djiﬁv ¢ij)a [ng]lj = a(¢iﬁ’ wji)’ (4-14)
[K,(zlp]ij = a’(d}iéu wij)u [K,(zlz]ij = a(wi27¢j2)7
[Kgp]ij = b(wz’l}, %’ﬁ% [ng]ij = b(wiﬁ, Q/szA)? (4_15)
(K2 Ji; = b(i2,¢;p), (K] = b(viz, ;2),
[dp]j = dyj, [dZ]j = dj, (4-16)

[F,)i = (. vip)r,, [F.li = (f,¥iZ)r,. (4-17)
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Las entradas de la matriz K y del vector F' se calculan mediante técnicas de integracién
numérica estdndar. Sin embargo, esto no es posible en el caso de la matriz K°. Sustituyendo
(4-9) en (4-15), reexpresamos las entradas de K° como

(K ]ij= [ wip- Mip;pdlg, [KD.]ij= [ wip- Myp;zdlg, (4-18a)
Ir

T'r

(K2 )ij = | iz My;pdlp, (K] = | iz My,;2dD5. (4-18b)

Ir T'r

Calcular estos términos implica aproximar el operador DtN M., que debe calcularse de forma
precisa. Hay que tener en cuenta que estos términos son diferentes de cero solo si i, j € Zg,
donde Zr C Z denota el conjunto de nodos de malla que se encuentran sobre I'g. Un célculo
correcto de las entradas distintas de cero de la matriz K° es fundamental para obtener una
solucién precisa de (4-6), ya que K representa la contribucién de las ABC en el esquema
de elementos finitos estandar utilizado para la discretizacion numérica.

4.4. Criterio de falla de Mohr-Coulomb

Para definir el criterio de falla de un macizo, hemos utilizado el criterio de Mohr-Coulomb.
Es un modelo lineal y simple de aplicar. Se podria haber usado uno no lineal como el criterio
de Hoek-Brown [19], pero dado que el anterior es ampliamente usado en la industria, es el
que se usara.

Fijado un sistema de referencia ortogonal, el tensor de tensiones viene dado por una matriz
simétrica, cuyas componentes son:

Ozz Ozy Ogz
[TCley- = | Oye Oy 0y (4-19)
Ozz Ozy Oz

Son seis componentes distintas, donde las que estan en la diagonal son normales mientras
que las otras son tangenciales. Al tensor, le calculamos sus valores propios, los cuales son las
magnitudes de las tres tensiones principales que cumplen con o; > 09 > 3. El criterio solo
toma en cuenta a 01 y o3 [21]. Coulomb en su investigacién [18] sobre paredes contenedoras,
propuso la relacién:

|T| = So + o tan(¢) (4-20)

donde Sy es la fuerza de corte, también conocida como la cohesion C'y ¢ es el angulo de
friccién interna, y el coeficiente de friccién interna se define como pu = tan(¢). En la Figura
4-3 se puede ver la recta descrita por (4-20). El criterio de falla usa esta recta como una
frontera para los puntos del macizo.
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A
7]

Figura 4-3: Recta de criterio Mohr-Coulomb

Para definir si un punto falla o no, se deben considerar sus valores oy y o3 en la recta o. Si el
semicirculo definido por ¢y y 03 como los extremos de su didmetro queda completamente por
debajo de la recta, se considera que no hay falla. En la Figura 4-3 se observa una ejemplo
de un caso de no falla.

En la Figura 4-4 se presentan tres casos para el criterio de Mohr-Coulomb. Cada caso es un
punto del macizo y son representados con colores diferentes para simplificar la explicacion:

1. En rojo (Marcacion tipo cruz): Punto en estado de falla.
2. En verde (Marcacién circular): Punto en estado elastico.
3. En negro (Marcacién cuadrada): Punto en el limite, se considera que estd en estado de

falla también.

1 = 50+ o tan(e)

So

Figura 4-4: 3 Casos para el criterio de Mohr-Coulomb
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Para verificar si un punto del macizo esté en estado elastico o en falla, se calcula la distancia
desde el centro del semicirculo a la recta, y si es mayor al radio r, es un punto en estado
elastico. Dados los puntos (03,0) y (01,0), el radio queda definido por:

01 — 03

r=— (4-21)

Para calcular la distancia entre un punto p = (zo, yp) v una recta [ de la forma [l : y = ax +b,
la formula es la siguiente:

— b
d(p, 1) = Ho — Y 0
a®?+1
. . 01+ 03
El centro del semicirculo tiene la forma P = 5 0] ylarectaesl:T=.5y+0tan(¢p),
por lo que la distancia queda definida como:
tan(<b)M +c tan (01 +03) + 2¢

d(p(o1,03), (S0, 9)) = (4-22)

V() 11 \/ o1+ 03)° + 4

’7"“

o3 01

Qvy

Figura 4-5: Definicion grafica del factor de seguridad ~

De las ecuaciones (4-21) y (4-22), podemos definir el Factor de Seguridad v de un punto
como la distancia entre el circulo de Mohr-Coulomb y la frontera de fluencia, es decir:

tan(¢) (o1 + 03) + 2¢ 01— 03

. (4-23)

=d(Pl)—r=
(0'1 +03)2 —|—4
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con esto definimos de forma directa si un punto del macizo esta en situacion de falla o no:

{ Eldstico ; Siy >0 (4-24)

Falla ; Siy <0



5 Resultados

Dado los resultados obtenidos por Godoy [5, 14] donde la perturbacién es semiesférica, hemos
expandido los resultados a perturbaciones que representan de mejor forma la realidad. Para
esto, el trabajo se ha dividido en cuatro partes.

Caso Base: Es un primer paso para acercarse a los casos reales. La perturbacion consta de
n peldanos idénticos entre si. Los valores que usamos para n son n = {1,2,4, 8}.

Caso Real: Se contd con una proyeccion 3D de una mina real, la cual no cuenta con ninguna
axisimetria, por lo que dado el punto mas profundo, se eligieron 4 direcciones, lo més
uniformemente distribuidas con objeto construir un modelo axisimétrico para cada una
de estas.

Caso General: Se analiz6 el comportamiento para distintos valores de o y 8 buscando en
cada caso los valores de los puntos mas inestables.

Caso General, variando Sy: Se analiz6 como afecta la estabilidad para distintos valores de
So-

Se mostraran algunos resultados para cada caso, y en el apéndice 8.2 estaran los otros.
Usaremos el angulo cara de banco « y el dangulo global g para caracterizar una mina. El
angulo cara de banco « corresponde al angulo del primer peldano, mientras que el angulo
global 3 corresponde al angulo desde la base hasta el ultimo peldano. Esto se observa en la
figura 5-1.
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Jﬁ
—
g
v

L'

y

Figura 5-1: Ilustracion de los parametros a 'y 3

Esta configuracién para los dos parametros, implica que a > . El caso extremo donde o = 3
implica que el ancho de berma b es cero y tenemos una recta desde el fondo a la frontera I' .
De la misma forma, mientras mas parecidos « y 3, b disminuye de largo. Hemos asumido N
peldanos homogéneos y una profundidad fija H, con esto podemos fijar los otros pardametros
de la Figura 5-1.

H
F = )
H
“= nsin(«)
b L — nacos(a)

_ H tan(a) — tan(f)

n  tan(«) tan(S)

Queda a la vista que cuando « y [ son parecidos, b es pequeno. Esto se vuelve un problema
al momento de usar FEM, por la definiciéon de la malla. Como deseamos obtener resultados
buenos, hemos fijado que el tamafio de la malla h sea a lo més M Por restricciones
computacionales, hemos restringido que § < a — 10.

5.1. Caso Base

El caso a analizar fue el mas basico, donde desde la perturbacién semiesférica, se paséd a una
definida por dos rectas, lo cual corresponde a un peldano, ver Figura 5-2. Los valores de
los parametros son:
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= H =1200 m.
=74
s =74

Para el caso base, hemos usado los siguientes valores n = {1,2,4, 8}.
Para todos los resultados a continuacion, se mostraran 3 figuras:

1. Malla utilizada.

2. Desplazamiento y esfuerzos:

= Los dos superiores son desplazamiento, primero en direccion radial, luego en di-
recciéon z.

» Los cuatro restantes son los esfuerzos o,,0.,09 y 0,.

3. Factor de seguridad -, recordar que si el valor es positivo, no hay falla de material.

La Figura 5-2 muestra la malla usada para n = 1 peldano.

Caso Base conN =1
0 T T T T T

200}
-400 | _
600 1
-800- 1

-1000}- ,

-1200 [ > \ i

1400 . 4

-1600 KLY i

-1800 ! i

-2000F 4

1 Il 1 Il Il Il Il Il Il
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

P

Figura 5-2: Caso base, n = 1 peldano

En el apéndice 8.2 se muestran las mallas para n = 2,4, 8.
En la Figura 5-3 se muestran 6 graficos.
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» - Desplazamiento radial : Se observa que, como era de esperarse, en el eje se simetria,
no hay desplazamiento radial (u horizontal).

» - Desplazamiento vertical : A mayor profundidad, el desplazamiento vertical hacia
abajo se hace mas grande.

o - Esfuerzos : FEn los 4 gréficos de esfuerzo, vemos que los mayores valores se dan en la
base del peldano, que es donde suele fallar una mina.

uP
0 0
_— 0.1 P
N -1000 N -1000 15
0.1 5
-2000 -0.2 -2000 25

o

0 1000 2000 1000 2000
P p
P
0 0
M P .
~ -1000 y 10 N 20
10
2000 0
0 1000 2000 1000 2000
p p
0
20
15
N -1000 10 N -1000 10
5
0
2000 2000 0
1000 2000 1000 2000
P P

Figura 5-3: Caso base, n = 1 peldano

En la Figura 5-4 se muestra el factor de seguridad definido anteriormente ~ para cada punto
del macizo. De los graficos anteriores podiamos sospechar que los puntos mas criticos iban a
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estar en la base del peldano, tal como se puede concluir del grafico. Sigue siendo un macizo
en estado eldstico, fuera del rango de falla.

Distancia Absoluta del circulo al criterio M-C: DistAbs x10
or 24
-200 -
22
-400 -
2
-600 -
-800 - F 1.8
-1000 -
N F 1.6
-1200
F 1.4
-1400
1600 12
-1800 1
-2000
0.8

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
p

0 200 400 600

Figura 5-4: Caso base, n = 1 peldano

5.2. Caso Real

Se analizaron cuatro cortes transversales de una mina real. La figura original representa el
modelo en tres dimensiones. Luego desde un punto central del fondo de la mina, asumiendo
que por ahi pasaria el eje de simetria, se definieron 4 cortes transversales a esta. Se puede ver
el modelo 3D en la Figura 5-5. Esta mina se modelé con una profundidad igual a 1200m.
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Figura 5-5: Vista 3D de mina real

Los cuatro cortes tienen en comun su origen, que se sitia en el centro de la base (plano mas
profundo) de la mina. Luego, si se mirase desde arriba, y fijairamos los ejes z e y tal que el eje
x cruzara el diametro de la apertura, tendriamos que los cuatro cortes seguirian la direccién
de j??)a _ja Yy _g

En la Figura 5-6 se puede ver que a diferencia del caso base con n = 1, este tiene una malla
mucho mas fina en comparacion al tamano total.



5.2 Caso Real 24

Corte Transversal de caso real N° = 2

-500

-1000

-1500

-2000

-2500

-3000

1 1 1 1
1500 2000 2500 3000

p

1
0 500 1000

Figura 5-6: Corte transversal de caso real

El anélisis de los seis siguientes gréaficos, Figura 5-7 entrega las mismas conclusiones que el
caso base.

u, - Desplazamiento radial : Se observa que, como era de esperarse, en el eje de simetria,
no hay desplazamiento radial (u horizontal).

u, - Desplazamiento vertical : A mayor profundidad el desplazamiento vertical hacia aba-
jo, se hace mas grande.

o - Esfuerzos : En los 4 graficos de esfuerzo, vemos que los mayores valores se dan en la
base de los peldanos.
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0 0.1 0
-1
0 -1000
2
2000 4
-3000 4
2000 0 2000
p P
GZ
0 0
30 60
-1000 -1000
20 40
2000 2000
10 20
-3ooo 0
2000
p
0
30 8
-1000 20 6
N N 4
2000 10
2
-3000 0 0
2000 0 2000
P P

Figura 5-7: Corte transversal de caso real

En la Figura 5-8 tenemos los valores de v para el corte en cuestién. Nuevamente los menores
valores de vy se encuentran en la base de cada peldano. Sigue siendo una configuracion elastica,
fuera del rango de falla.
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Distancia Absoluta del circulo al criterio M-C: DistAbs x10

-500

-1000

-1500

-2000

-2500
16
-3000 ' 15
0 5(IJO 1 OIOO 1 5I00 20I00 25I00 30I00
p
Figura 5-8: Corte transversal de caso real
Viendo esto, también podemos notar que se los valores de v cumplen con
1,4 x 107 <~ <24 x 107 (5-1)

Vale preguntarse entonces, como se comporta el rango de valores para 7y para distintas
configuraciones.

En

5.3. Caso General oy 3

esta seccion hemos querido responder parte de la interrogante anterior. Nos interesa

encontrar los valores minimos de 7 para distintas configuraciones. Para esto hemos hecho
140 modelos idealizados de una mina.
Usando la Figura 5-1 de referencia, todos los modelos tienen H = 1200 m, n = 12 peldanos,
y lo que cambia son los valores de a y 5. Sus rangos son:

= 60 < a <90, avanzando de tres en tres, 11 valores distintos.
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» 30 < 5 < min(75, ¢ — 10), avanzando de tres en tres, 16 valores distintos.

Los resultados obtenidos ac4 fueron obtenidos usando el valor Sy = 2,5 x 107 que es un valor
normal. En el apéndice 8.2 se muestran los resultados para los valores 5x 10 < S, < 3,5x 107,
avanzando de cinco en cinco.

Numerical solution by DtN FEM:

Min Absolut Distance for different v and 3 (Sp = 25% 10°) %10
75 T T T
70F
1.75
65
60 1.7
55
= - 1165
50
45
1.6
40
35 1.55
30
60 65 70 75 80 85 90

Figura 5-9: Caso base, n = 1 peldano

De la Figura 5-9 se puede apreciar que a medida que aumenta el valor de 3, angulo global,
el factor de seguridad ~ se hace menor. Si bien 3 es el pardmetro que da la mayor tendencia
para los valores de 7, también se puede ver que dado cierto valor minimo de 3, el parametro
« empieza a afectar también los valores de 7. Para este caso, Sy = 2,5 x 10°, tenemos que se
cumple 1,5 x 107 < v < 1,8 x 107 y como este intervalo solo consta de valores positivos, sera
una mina estable, fuera del rango de falla. Para entender mejor el intervalo, es bueno tener
claro que la cota inferior, 1,5 x 107 significa que existe una combinacién de o y 5 donde el
menor valor de v es efectivamente 1,5 x 107. Lo mismo para la cota superior del intervalo.
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Tabla 5-1: Valores extremos para el criterio de Mohr-Coulomb 7.

So min(y) méx(y)
MPa MPa MPa

5 —1,25 1,54
10 284 5,64
15 6,94 9,74
20 11,03 13,83
25 1513 17,93
30 19,00 22,02
35 2332 26,12

5.4. Cotas para S

Tratando de resumir la informaciéon obtenida en la seccién anterior, en esta, mostraremos
los intervalos obtenidos para distintos valores de Sy. En la Figura 5-10 se muestran los
extremos del intervalo de v para cada valor de Sy analizado. Los circulos azules, son los
valores maximos de los intervalos, mientras que los cuadrados rojos, son los valores minimos.
Se ha agregado la recta que pasa por los valores minimos.

En la Figura 5-10, se ve que recién cuando Sy = 6,52 x 10°, existe alguna configuracién de
a vy 8 donde el valor de v se hace cero, implicando que el macizo entra en estado de falla.

307

20+

YMPa

0 T T T |
10 20 30 40
So MPa

-10-

Figura 5-10: Valores extremos para el criterio de Mohr-Coulomb ~. Los circulos azules, son
los valores maximos de los intervalos, mientras que los cuadrados rojos, son
los valores minimos. Se ha agregado la recta que pasa por los valores minimos.



6 Discusion

Si bien los temas a abarcar en un comienzo de este trabajo fueron ampliados, siguen habiendo
temas que quedan abiertos para un futuro trabajo:
Estandarizar valores de Mohr-Coulomb

= Como afecta el valor de ¢ en el célculo de estabilidad. Se analiz6 el comportamiento
de las 140 configuraciones bajo distintos valores de Sy, pero se asumié en todos los
casos que el valor de ¢ era constante. Y de la misma forma que se encontré un valor
maximo de Sy para la falla, se podria hacer esto para distintos valores de ¢ obteniendo
una frontera Sy — ¢ de estabilidad.

= Agregar fuerzas externas en el modelo que puedan representar tronaduras por ejemplo.
En este trabajo no se hizo, por el modelo de simetria axial usado. Esto implica que si
se le aplica alguna fuerza externa en alguna zona, esto representaria esa misma fuerza
aplicada de forma cilindrica al modelo 3D.

= Extender el andlisis al caso 3D. Esta parte es bastante directa dado que este modelo
es una simplificacion del caso 3D gracias a la hipdtesis de la simetria axial.



7 Conclusiones

Son muchas las conclusiones que se pueden extraer del trabajo realizado. Nos enfocaremos
en aquellas relacionadas con nuestros objetivos de estudio.

= Primero, al pasar del modelo semiesférico a uno de peldanos podemos hacer un estudio
de casos mas reales. Los resultados obtenidos son coherentes con lo esperado. No se
producen irregularidades no deseadas en las esquinas del nuevo modelo. Con esto se
nos abren posibilidades de analizar cualquier diseno del pit, siendo la unica restriccién
el poder de cémputo.

= Al analizar, los cuatro cortes transversales la mina real, los resultados indican que sin
fuerzas externas como tronaduras, es una mina estable sin riesgos de falla. Se esperaba
que los resultados indicaran esto, dado que no ha fallado la estabilidad de la mina en
cuestion.

= Al analizar las 140 combinaciones de los valores de o y 3, no aparecen casos de inestabi-
lidad estructural. Si bien no se analizaron casos donde a > 3 > a— 10 por restricciones
computacionales, si se analizaron los valores tipicos de la mineria chilena y los resul-
tados muestran que no hay posibles riesgos en las minas sin fuerzas externas en Chile.

= Como tultima conclusion, si bien existen valores de Sy con alguna configuracion de o y
B que hacen que la mina esté en falla bajo el criterio de Mohr-Coulomb, estos valores
son poco probables. El mayor valor de Sy al cual se le puede asociar una combinacién
de «v y B tal que el macizo sea inestable corresponde a un valor del 25 % del valor tipico
de las minas en Chile.

En términos generales se observa que, dado el valor de Sy, las configuraciones, tanto del caso
real como las paramétricas, son estables, lo cual era esperable.

Lo que faltaria por analizar es la estabilidad bajo fuerzas externas, pero este modelo permite
solo una ubicacion para las fuerzas externas dada la simetria axial. Esto queda para otro
estudio.



8 Apendice

8.1. Trabajo previo

8.1.1. Aproximacién de las condiciones de contorno artificiales exactas
Definicion del operador DtN

A continuacién, proporcionamos la definicién matematica del operador DtN M introducido
en la seccion anterior. Consideremos el dominio semi-infinito residual que se encuentra fuera
del limite artificial I'g, denotado por 2°. Las partes ilimitadas resultantes de las fronteras
' v I's se indican respectivamente por I'S, y I'S (ver Figura 8-1). Sea H*(I'g) el espacio
de Sobolev estandar en T'p con s real. Dado cualquier v € [HY2(T'g)]?, obtenemos Muv €
[H=Y2(T'R)]? como:

Muv = —o(u)r o (8-1)

donde u es la solucién del siguiente BVP en Q°.
Encontrar w : Q° — R? tal que:

V-oo(u) =0 en Q°, (8-2a)

o(u)z=0 en I'0, (8-2b)

u=uv en I'g, (8-2c¢)

cup-z=u-p=0 en I'g, (8-2d)

\ lul = O0(r™) cuando r — o0. (8-2e)

Como ya se menciono, a diferencia de la mayoria de los BVP externos, en este caso el
método de separacién de variables falla al obtener una expresiéon completa analitica de forma
cerrada para la solucién u de (8-2) en funcién de un dato genérico v de Dirichlet en T'g.
Este inconveniente se supera resolviendo (8-2) de forma aproximada, solo para aquellos v
necesarios para calcular las entradas distintas de cero de la matriz K?°.

Solucién analitica general

A continuacién, se aplica el método de separacion de variables para calcular una solucién
analitica general en forma de series que satisfaga (8-2a), (8-2b), (8-2d) y (8-2¢). Para es-
to, procedemos andlogamente como en [5], donde la solucién propuesta originalmente por



8.1 Trabajo previo 32

Fe

Qe

Figura 8-1: Dominio residual semiinfinito axisimétrico.

Eubanks [8] se completé y mejord. A lo largo de esta seccién, trabajamos en coordenadas
esféricas axisimétricas (r, ¢). El dominio residual de la Figura 8-1 se define como:

Q°={(r,90): R<r<oo, 1/2<¢<m}.

Primero, se busca una solucién de (8-2a) bajo la forma:

2 = V(P + 20) — 4(1 — ) U2, (8-3)

A
2(A+p)
potenciales de Boussinesq, que son funciones armonicas escalares. La descomposicién de (8-3)

por componentes en (r, ¢) queda como:

denota la relacion de Poisson del sélido elastico y @, ¥ son los llamados

donde v =

2pup(r, @) = z_f(r7 ¢) + 1 cos %—i’(r, ¢) — (3 —4v)cosp ¥(r, ¢), (8-4a)
0 0
2pug(r, @) = %a—i(ﬁ ¢) + cos ¢ (9_;IZ<T7 o)+ (3 —4v)sing ¥ (r, ). (8-4b)

Los potenciales de Boussinesq ®, W se buscan como soluciones generales a la ecuacion de
Laplace en ¢ con tasas de decaimiento hacia el infinito tales que la soluciéon w definida en
(8-3) 0 (8-4) cumple con (8-2¢). Para esto, basta con buscar ¥ que satisfaga:
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AV =0 in O, (8-5a)
v =0(r") as r — 00, (8-5b)
y ® tal que:
AD =0 in O, (8-6a)
Vo] =0(r ) as r — 00, (8-6b)

donde A denota el laplaciano. Aplicando la separacién estdndar de variables en (r,¢) a
(8-5a) y (8-6a), y descartando soluciones no acotadas en el infinito, llegamos a los conjuntos
de potenciales:

U, (r,¢) = r’("H)Pn(cos }), P, (r,¢) = r’("H)Pn(cos b), n=0,1,2,...,

donde P,(-) denota el polinomio Legendre de orden n. Observe que cuando 7 tiende al infinito,
el término asintéticamente dominante corresponde al caso n = 0. Con esto:

Wo(r,¢) =0(r™") as r — 00,

el conjunto de potenciales W,, satisface (8-5b). Sin embargo, tenemos que:

[V ®o(r, ¢)| = O(r?) as r — oo,

lo que significa que el conjunto de potenciales ®,, satisface una condicién més restrictiva
que (8-6b), por lo que no es un conjunto suficientemente general de soluciones de (8-6).
Remediamos esto incorporando al conjunto un potencial logaritmico, definido como:

®_4(r,¢) =In(r — rcos ), (8-7)

que es continuo en 2°, ya que los puntos donde el logaritmo no esta bien definido no estan
incluidos en Q°, y satisface (8-6a). Ademas, se tiene que:

IV®_y(r, )] =O(r™") as r — oo,

entonces el conjunto de potenciales ®,, con el caso n = —1 incluido cumple exactamente
con (8-6b). Los potenciales logaritmicos (8-7) surgen cuando se resuelve el problema de una
fuerza concentrada que actiia de manera normal a la superficie libre de un semiespacio elastico
[25]. También se conoce como la solucién elemental de Boussinesq del segundo tipo [3]. Para
obtener una solucién de (8-2a), construimos dos conjuntos de desplazamientos mediante
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combinaciones particulares de potenciales ®,, y ¥, en (8-3) o (8-4). El primer conjunto se
obtiene al fijar ® = &, y W =0 paran = —1,0,1,2,..., es decir:

2uul) = Vo, (8-8)

mientras que el segundo conjunto se obtiene fijando ® = —(n—4+4v)®,,_; y ¥ = (2n+1)¥,,
paran =0,1,2,..., es decir:

2pu? = —(n — 4+ 40)VP, 1 + (2n+ 1)[V(2V,) — 4(1 — )V, 2]. (8-9)

De hecho, como se indica en [8], esta combinacién particular de potenciales ®,, y W, simplifica
los préximos calculos. Al expandir expresiones en (8-8) y (8-9), y al reorganizar los términos,
ambos conjuntos de desplazamientos se vuelven a expresar convenientemente como:

u(l) <r7 QS) - ,r,—(TH-Q)w(l) (¢)7 n = _17 07 17 s (8-10&)

(),  n=012,... (8-10D)
para ciertas funciones vectoriales w y w? que dependen solo de ¢. Sustituyendo las
componentes de (8-10a) y (8-10b) en (4-4) se obtienen sus tensores de tensién asociados, que
se expresan de forma similar:

o (r.¢) =1~ "Ir(g),  n=-101,. .. (8-11a)
oD (r.¢) =r "Ir(g),  n=0,12,. .. (8-11b)

para ciertas funciones de tensor b y 72 que dependen solo de ¢. Las expresiones completas

de las funciones 'wr(ll), wﬁf), 7 y 7% se pueden encontrar en [5]. La solucién general de
(8-2a) corresponde entonces a una combinacion lineal de desplazamientos definidos en (8-10a)

y (8-10b), que expresamos convenientemente como:

[e.9]

u(r, ) = 3 v (@Pw®(6) + 0l w?, (), (8-12)

n=-—1

. . . 1 2 ., . . s ez
para coeficientes reales arbitrarios atl y a'?. Esta solucién también satisface la condicién de

decaimiento al infinito (8-2¢). El tensor de tensién asociado se expresa como:

o(r.¢) = 3 r "D r(0) + i mi(9)). (8-13)
n=-—1
Ademés, la solucién u tiene que satisfacer a (8-2b). En T, (¢ = 7/2) se tiene que 2 = —¢.

Por consiguiente:
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o(u)z = —0,(u)F —oy(u)p=0 = o4(u) =0.(u)=0  onT<,.

Imponiendo esta condicién en (8-13) se obtiene:

aD[rDy(r/2) + alh[rh s (r/2) =0 (8-14a)
aD[r Do (n/2) + 0l [r s (7/2) =0 (8-14b)

Para evaluar las funciones 7" ) 7% en ¢ = /2, es necesario distinguir entre los casos n par
y n impar Al hacerlo en (8—14) y expandlendo, obtenemos las siguientes relaciones entre los

coeficientes a' y a'?:

a) = (3 - 2v)al? (8-15a)
2n+1)a) =z, a?,,  n=0,1,2,..., (8-15b)
(2n + 2)@%13_’_1 = 2n42 a;i)—iﬂ ) n = 07 17 27 ) (8_15C)

donde:

Qo = (2n + 1) = 2(1 — v).

Incorporando relaciones (8-15) en (8-12)-(8-13) y usando el hecho de que los coeficientes at)

2 . . .
y a%) son arbitrarios, nos permite expresar w y o como:

wlr) =3 A, ()" wi(6) + S B, ()" wi?(0), (8-16)
%[i“‘”( )"+ 3 Bn@MTéB)(as)] (8-17)

B

donde A,, y B, son coeficientes reales arbitrarios. Las funciones vectoriales w ),wg ) y
A) _(B)

funciones de tensor T ), 77 se definen como:

w( () = azawhy) (8) + (20 + Dwii) (9) n=012..., (8-184)
w'(9) = (3 — 20)w) (9) + w? (9), (8-18b)
WP (9) = an 0wl 1 (6) + (20 + 2w, (¢) | n=01,2,..., (8-18¢)
T,SA (6) = caTay) (6) + (20 + 1) 7it1 (6) | n=012,..., (8-18d)
() = 3 —2)79(9) + 77 (9). (8-18¢)

B (3) = anyaTany1 () + (2n + 2) Ty o () | n=01,2.... (8-18f)
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Las expresiones explicitas para todas estas funciones se proporcionan a continuacion:
20[wV] (¢) = —(2n + 1) (02 Py (c0s ) + Y2 Pon2(cos 9)), (8-19a)
2u[w(Ms(¢) = — sin ¢ (azn Py, (cos ¢) + €2 Py, 5(cos ), (8-19Db)
2u[w],(¢) = — (1 — 2v 4 4(1 — v) cos ¢), (8-20a)
20w ]4(¢) = sin b (3 — dv — (1 — 2v)q(9)), (8-20D)
2M[w§LB)]r(¢> —(2n +2) (@2n+2p2n+1(005 ®) + Yon+1Pony3(cos ¢)), (8-20c)
20l E)y(8) = — $in ¢ (ans2 P11 (c03 0) + eanss Posglc05.9)), (8-204)
[T, (6) = (2n 4+ 1)(2n + 2) (020 Pan (OS @) + Boy Papya(cos ¢)), (8-21a)
[7716(6) = (020 + €20) Py (cos 6) — (20 + 1)(20 + 2)
(agnPgn cos @) + (op, — 2n + 2 — 4v) Py, 1 2(cos gzﬁ)), (8-21b)
[7Me(8) = —(4n + 3)((2n + 1)(2n + 2)(1 — 2v) Py y(cos ¢) (8.210)
+(2n— 14 2v)P;,,(cos §)),
[7],6(¢) = sin ¢((2n + 2)asn Py, (cos @) + (2n + 1)y s1P, ,5(cos 9)), (8-21d)
[ P1,() = 1 — 20+ 2(2 — v) cos &, (8-22a)
F514(8) = —(1 = 20) (1 + cos ¢ — (), (8-22b)
[ Do(¢) = —(1 = 20) (cos & + q(9)). (8-22¢)
[T ]ro(0) = —(1 = 20)sin (1 ¢(9)), (8-22d)
(7P (6) = (2n + 2)(2n + 3) (22 Pant1(c08 §) + Bani1 Pant3(cos ¢)), (8-22¢)
[116(0) = (Q2nt2 + €2n41) Ps,y5(cos ¢) — (2n+2)(2n 4 3) (8-22f)
X (a2n42Pont1(cos @) 4 (azps1 — 2n + 1 — 4v) Payy5(cos ),
[7By() = —(4n + 5) ((2n +2)(2n + 3)(1 — 2v) Papys(cos @) (3-22¢)
+(2n+1+20)P;, ,(cos9)),
[7{5],6(¢) = sin ¢ agnia (20 + 3) Py, 1 (cos @) + (2n + 2) Py, 5(cos ¢)), (8-22h)
donde n =0,1,2,..., q(¢) = m y:
Pon = (2n+2)(2n +5) — 2v,
Yon = (2n+2)(2n + 5 — 4v),
=2n+1)2n -2+ 4v).
Se puede verificar que en virtud de (8-19b), (8-20b), (8-20d), (8-21d), (8-22d) y (8-22h), u

y o satisfacen la condicion

Ug(r,m) = 0pp(r,m) =0 r> R,
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que es equivalente a satisfacer (8-2d). En consecuencia, la solucién general en forma de series
dada en (8-16) y (8-17) satisface (8-2a), (8-2b), (8-2d) y (8-2e¢). Hasta ahora se tiene una
solucion totalmente analitica, ya que no se ha introducido una aproximacion numérica. Los
detalles completos sobre el procedimiento para obtener esta solucién se encuentran en [5].

Aplicacion numérica de condiciones de frontera exactas en el limite artificial

En lo que sigue, la solucién analitica de la subseccion anterior se forzard numéricamente a
satisfacer (8-2¢). Tedricamente, existen valores de los coeficientes A,, y B,, tales que se cumple
(8-2c), que por supuesto dependen del dato particular de Dirichlet v. Sin embargo, estos
valores estan determinados por un sistema infinito de ecuaciones lineales simultaneas, por lo
que en general no hay forma de calcularlos analiticamente. Para superar este inconveniente,
calculamos numéricamente un nimero finito de coeficientes, que cuando se sustituyen en
(8-16) y (8-17), dan lugar a una solucién semi-analitica de (8-2). El procedimiento numérico
para calcular los coeficientes A,, y B,, se describe a continuacion para un lado derecho genérico
v en (8-2c). Este procedimiento se aplicard a los lados derechos particulares v = ¢,;p y
v = ;2. Primero, truncamos la serie en (8-16) y (8-17) en un orden finito N y llamamos
uy y oy el vector de desplazamiento y tensor de tensiones resultantes, es decir:

N 2n+2 N 2n
un(r.0) = 3 A () w0) + 30 B(T) " wlP), (3-23)
N . N
ax(r:) = | X A (5) " 0+ 3 8,(5) " r e, (3:24)
n=0 n=-—1

y consideramos el funcional cuadratico de la energia J definido como

1

J(uy) = 2R

1
/ O'N’fl"u,NdFR—ﬁ O'N’fl,"UdFR, (8—25)
I'r g

donde n = —7 es el vector normal unitario sobre I'g, apuntando hacia afuera de €2°. El primer
término en (8-25) es cuadrético en uy y representa la energia potencial eldstica superficial
en I'g, mientras que el segundo término es lineal en uy y esta relacionado con la condiciéon
de frontera tipo Dirichlet asumida en I'g. El funcional J se ha definido de tal manera que
su minimizacion proporciona valores numéricos para los coeficientes Ag, Ay, As, ..., Ay v
B_1, By, By, ..., By de forma tal que (8-2¢) se cumpla aproximadamente. Al expandir los
términos en (8-25), reemplazando nn = —# y haciendo explicitas las integrales (observar que
dl'g = R*(sin)¢ d¢), llegamos a:

T(uy) = -2 / " ((on (R 6) [unlo (R, 6) + [on]ro(R. 6) unlo(R. 6)) sin §do
2w (8-26)

tR / B (lon]r(R, @) vr(R, §) + [on]ro(R. @) vs(R, ¢)) sin ¢ do.
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Vamos a definir los vectores columna A € RV y B € R¥*2 como aquellos cuyas entradas
son los coeficientes Ag, Ay, As, ..., Ay v B_1, By, By, ..., By, respectivamente. Evaluando
las componentes correspondientes de uy y on en 7 = R en (8-23) y (8-24), sustituyéndolos
en (8-26) y expandiendo los términos apropiadamente, J se reexpresa como una funcién
explicita de A y B:

N N N N
j( 1ZZQ(AAA A+~ Z Z Q(AB Aan—i-% Z ZQS?A)B”AIC
n=0 k

= n=0 k=-—1 n=—1 k=0

N
+;zzcz 'B, By - zy -3

n=—1k=-1 n=-—1

(8-27)

Q) = / / (1@ (0) + [ )o(@) 7 ro(9)) sin s do o, 8= A, B, (8-28)

) =~ / ; () (0)0r (B, 0) + [ ],s(0)us(R,0) ) singdo @ = A,B. (8-29)

Sustituyendo (8-19a), (8-19b), (8-20a), (8-20b), (8-20c), (8-20d), (8-21a), (8-21d), (8-22a),
(8-22d), (8-22¢) y (8-22h) en (8-28), se obtienen expresiones para los coeficientes Qg),‘f ) en
términos de integrales explicitas. Estas expresiones son demasiado engorrosas para ser pre-
sentadas aqui, sin embargo, todas las integrales involucradas se calculan exactamente con la
ayuda de las férmulas proporcionadas en el Apéndice A de [5].

Las férmulas explicitas para los coeficientes Q *5) e proporcionan en el Apéndice A de [5].
En particular, sostienen que fo,iA) = QﬁA), ,(jA) Q(AB Q (BB)

a los coeficientes yff), estos dependen del lado derecho v asumido en (8 2¢), por lo que su

Q,(jB). Con respecto

calculo se analiza en la siguiente subseccién. Usando los coeficientes Qfm Q(AB , Q ), y(A)
y yﬁlB) como entradas, armamos las matrices QY QUB) Q(BB) y los vectores y( ) y(B)
respectivamente. Q4 es una matriz simétrica tridiagonal de tamafio N 4+ 1, Q5) es una
matriz llena no cuadrada de tamafio (N + 1) x (N +2), y Q%) es una matriz simétrica de
tamano N + 2, que es casi tridiagonal, excepto por su primera fila y columna que son llenas.
La ﬁ%ura 8-2 muestra esquematicamente la estructura de estas matrices. Los vectores yq(lA)
y yn son de longitud N + 1 y N + 2, respectivamente. Ademds, ensamblamos la matriz

cuadrada @ de tamano 2N + 3 y los vectores @,y de longitud 2N + 3 como:

(AA) (AB) A (4)
Q= [Csz(AB)]T 8(33)}7 x:[ ]7 y:[y(B)]’
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con esto expresamos J en (8-27) como una forma cuadritica en x:

1
J(x) = EmTQa: —xly. (8-30)
Es sencillo verificar que @ es una matriz simétrica. Ademads, es una matriz definida po-
sitiva, debido a la naturaleza eliptica de la ecuacion elastostdatica. Por lo tanto, la forma
cuadrética J tiene un minimo global inico que se alcanza cuando VJ (x) = Qx —y =0, o

equivalentemente:

Qx =y, (8-31)

que es un sistema lineal de ecuaciones para los coeficientes A, y B,, (almacenados dentro del
vector x). Para resolver (8-31), aprovechamos la simetria y la condicién de definida positiva
de la matriz Q.
Expresando una vez mas @,  y y en términos de sus componentes de bloque, (8-31) se
reescribe como

Q(AA) Q(AB) A (4)
[Q(AB)]T Q(BB) :| |: B :| = |: Z(B) :| 5 (8‘32)

y la solucion de (8-32) se expresa explicitamente con la ayuda de la formula de inversién de
bloques Schur-Banachiewicz ([4]):

A = ([Q(AA)]fl + [Q(AA)]le(AB) [@(BB)]fl[Q(AB)]T[Q(AA)]fl)y(A)

~ (8-33a)
A I (St I Vo
B = —[QUI]QUIITIQUA Y + [QUP Ty ™, (8-33b)
QY Q“P QPP
® 0 0 000000000 O0O0OCGCOCGCOGEOGEOGEOGEOSNONO
00 0000000000 000
00 00000000000 O00O0C0OC
00 0000000000 & o000
N1 00 0000000000 O L N
+ 00 0000000000 O L N N-+2
00 0000000000 O L N
00 0000000000 O L N
00 0600006000000 O L N
0 000000000090 o L N
o ®e
N+1 N+2 N+2 ———

Figura 8-2: Structure of matrices Q“4) Q) and QP
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donde Q®B) denota el complemento de Schur de QBB en Q, definido como:

Q(BB) _ Q(BB) _ [Q(AB)]T[Q(AA)]—lQ(AB)' (8—34)

Por lo tanto, observamos en (8-33) que, para obtener A y B, basta con invertir las matrices
Q“AY v QBB ambas definidas positivas gracias a que Q también lo es. Como Q4 es
una matriz tridiagonal, se invierte utilizando el algoritmo de Thomas [22] para sistemas
tridiagonales (véase [15], Algoritmo 4.3.6), mientras que para invertir Q(BB), usamos su
factorizacién de Cholesky, que se calcula utilizando un algoritmo estandar para ese fin ([15],
Algoritmo 4.2.1). Por lo tanto, ambas inversiones son muy rapidas y eficientes, ya que en
la préctica se realizan aplicando sucesivas sustituciones hacia adelante y hacia atras. El
algoritmo resultante para calcular A y B para un dato de Dirichlet dado v consta de los
siguientes pasos:

1. Calcular los coeficientes para la inversién tridiagonal de Q4.
2. Usarlos para evaluar [QA4)] "1y y [QA])-1Q(AB),

3. Calcular el complemento Schur Q®?) usando (8-34).

4. Calcular la factorizacién de Cholesky de Q(BB).

5. Usarlo para evaluar [Q(BB)]*ly(B) y [é(BB)]*l[Q(AB)]T.

6. Evaluar A y B como se indica en (8-33a) y (8-33b).

Este algoritmo debe aplicarse repetidamente para cada par de vectores y y y®) necesarios
en los cdlculos. Sin embargo, como las matrices Q%) permanecen sin cambios, cada una de
ellas, junto con los coeficientes para la inversion de Q4 y QB se calculan y almacenan

solo una vez.
Aproximacion numérica de los términos integrales que implican el operador DtN en la
formulaciéon MEF

En lo que sigue, el procedimiento numérico descrito anteriormente se aplica para aproximar
los términos en (4-18). Primero, se calcularan los coeficientes g4 en (8-29) para v = ¢;p
y v = ;2 por cada j € Tr. Combinando con (4-1a), obtenemos que estos dos casos son
respectivamente equivalentes a considerar

Y=l y¥ =D

y

y =i, yP =D

z
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donde C7,C7 € R¥*' y DJ, DI € RN*? son los vectores de componentes:

Ch== [ (1 (0)sin0 + 1) (o) on0) (R, )singdo, n =0, N, (3350

i, =- / ; (], (¢) cos ¢ — [1\V],4(4) sin @) (R, ¢) singdg, n=0,...,N, (8-35b)

D, =~ / ) ([7$P]0(8) sin ¢ + [757)],6(¢) cos @)1 (R, ¢) sin¢d¢, n=—1,...,N, (8-35¢c)
/2

D;n = — /7r ([T,(ZB)]T(gb) cos ¢ — [T,EB)]m(gb) singb)zbj(R, ¢)sinpdp, n=-—1,..., N, (835d)
/2

respectivamente. Sustituyendo (8-21a), (8-21d), (8-22a), (8-22d), (8-22¢) y (8-22h) en (8-35)
y expandiendo, las componentes de los vectores C7, C7, D7, D se vuelven a escribir como:

Cg,n =—(2n+1)(2n +2) (04271 lg,Qn + Ban l£,2n+2)

— (2n + 2)aw, mggn — (2n + 1D)agn1 m§72n+2, n=20,...,N, (8-36a)

Dl =-31,—(1-2v)q, (8-36b)
Dg,n = —(2n+2)(2n +3) (a2n+2 lg,2n+1 + Bant lg,2n+3)

— oy ((2n 4+ 3)m 5y + 2+ 2)m 5, 15), n=0,...,N, (8-36¢)

donde s =p,zy

li}n = /7T sin’¢ P, (cos ¢)v; (R, ¢)do, lg’n = /7T sin ¢ cos ¢ P, (cos @) (R, ¢)dg,
/2 /2
(8-37a)
mi, = / " sin®cos o P (cos )y (R, )dp, mi, = — / " sin®$P. (cos ¢y (R, 6)do,
w/2 /2
(8-37h)
g = / (1 e (R, 0)ds g =0. (8-37¢)

Para calcular estas integrales, observamos que la malla 7, restringida a I'p da lugar a
una particién del cuarto de circulo en segmentos (generalmente equiespaciados). Sea J el
niumero de estos segmentos. Entonces el conjunto Zr necesariamente consta de J 4+ 1 no-
dos, los que asumimos por simplicidad que estan numerados correlativamente, es decir,
Ip = {1,2,...,J,J 4+ 1}. Asociamos a cada nodo j € Zp un angulo ¢;, de tal manera
que /2 = ¢ < ¢ < ... < ¢5 < ¢j41 = 7. Las funciones de forma 1);, restringidas a I'g, no
dependen del radio R, y tienen las siguientes expresiones explicitas:
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016) = L () 222 ) (5-382)

¥i(9) = Lig;_1,6,1(®) <%) + L1, 05041 (@) <H) j=2,...,J,  (838b)

¢J+1(¢) = 1[¢Ja¢.]+1}(¢) (%) ) (8-38C)
J4+1 J

donde T4 () representa la funcién indicatriz del intervalo [a,b]. Sustituyendo (8-38) en

(8-37), los coeficientes I, ;, m; ; y qj se descomponen como:

A ¥ ml = mbt q1 _ q1,+
s,n EROR s,n sn pyn pyn
B =1+, Ml =mi, +mly, Gn =T + G T=2,--,],
l:s],;tl = Z;I;L_, msj,—rin_l = msJ,—rtl’_a q;f,;;l = Q;;];L_’
donde para j =2,...,J + 1,
] oj — b,
= / sin?¢ P, (cos @) (M) do, (8-39a)
’ $i1 ¢j — @i
J— _ Yy / ¢ — dj
mh = sin“¢ cos ¢ P, (cos ¢) | ————— | do, (8-39b)
T e $j = bj-1
[ 6~y
¢ = / 1+ cos ¢ (—]>d¢, 8-39c
) qu_l( ) P (8-39¢)
j— _ o ¢ — @1
= sin ¢ cos ¢ P, (cos ¢) | ———— | do, (8-39d)
’ i1 ¢; — i1
. ?; — b
ml = —/ sin®p P! (cos @) (M) do, (8-39¢)
’ i1 ¢j — i
yporj=1,...,J,
‘ Pj+1 =
Pt = / sin®¢ P, (cos @) <M) do, (8-40a)
’ é; Gj+1 — @;
it Gt 2 / ¢j+1 —¢
mll = sin“¢ cos P, (cos ¢) | ——— | do, (8-40b)
®; Pjt1 — @j
, Pj+1 -
gt = / (14 cos ) (M) do, (8-40c)
é; b1 — b;

i1 .
= / sin ¢ cos 6P (cos ) (%)w, (8-40d)
é J+1 = @5

J
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Pi+1 R
miy = - / sin® ¢, (cos ) <§:1—_(f) de. (8-40¢)
J J J

Las integrales en (8-39) y (8-40) se calculan analiticamente con la ayuda de técnicas de
célculo simbdlico. Denotamos por A7,y BI, los coeficientes A, y B, obtenidos aplicando el
algoritmo de la subseccién anterior con y = C7 y y®) = DJ| respectivamente. Observar
que como para cada j = 1,2,...,J,J + 1 se deben considerar dos casos (s = py s =
z), el algoritmo se aplicard 2(J + 1) veces en total. Ademéds, definamos los vectores A7 €
RY*! y BI € RV*? como aquellos cuyos componentes son los coeficientes A7y B,
respectivamente, que en virtud de (8-33) estan dados por:

Ai _ ([Q(AA)]—I + [Q(AA)]—lQ(AB) [Q(BB)]—I[Q(AB)]T[Q(AA)]—I)C]
. [Q(AA)]le(AB) [Q(BB)]leg’
Bl = - [P @) QU Cl + (@7 DI (8-41b)

(8-41a)

Por lo tanto, usando la definicién del operador DtN (8-1) y combinando con (8-24) se llega
a las aproximaciones:

M (o ——{ZA (IO )7’+[T£A)]r¢(¢)¢3>+ZN:Bi,n([TéB)]r(cb)H[TéB)]w(sb) )},
M2 ——[ZA (FEL0 + E008) + 3 B (P05 + (005) |

n=-—1

Al reemplazar estas expresiones en (4-18), combinando con (4-1a) y expandiendo, llegamos

KAy~ = R A [ (10 (0) s 4 [0)l0) cos (. ) s do
n=0 T
N ™
-R). B, / P (1771, (6) sin & + [77],6() cos 6 (R, ¢) sin ¢ d,
n=-—1 ™
N ™
Ky~ - RY AL, [ ([ @)sing o+ [1),o(¢) cos0 ) s (R, 0)sin s
njf )
R Y Bl [ (0056 4 (0) con o) (R, ) sino o
n=—1 ™
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3\1\

Ky~ = RY A [ (1891:0)cos6 = F5)o(0)sin g (. ) sin g o

R B, | | (E71(0) 056 = [ o(0)sin g ) (R, ) sin ¢ o

N ™
[Klly~—R) AL, / , (I (8) cos & — [7V)o(6) sin & ) (R, ) sin & do
v
-k} Bin/ 2 (I7P11(8) cos 6 = [7P],4(9) sin 6 ) (R, 6) sin 6 do,

y combinando con (8-35), estos términos se vuelven a expresar convenientemente como:

[Kgp]iij_Z; AL lepn o =R(C)-A)+ D! -B)), (8-42a)

Ky~ R[S ca S D | —R(C)- AL+ D B, (8-42D)
Lo —

(K] ~ R Z AL+ ZDM pn_ R(Ci Al +D.-B), (8-42¢)
- n=0 n=-—1

(K2 ~ R Z AL+ ZDM /.| =R(C. AL+ D. Bi). (8-42d)
Lo ne—1

Es importante notar que los vectores C?, C?, D!, D, en realidad no dependen del radio R,
y tampoco los vectores AZ Al BZ B:. Por lo tanto, en virtud de (8-42), las entradas de la
matriz K* son lineales en’ .
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8.2.2.

Caso Real

Corte Transversal de caso real N° = 1
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Distancia Absoluta del circulo al criterio M-C: DistAbs x 10
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8.2.3.

Caso General a y 3
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Numerical solution by DtN FEM:
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Figura 8-23: Anélisis paramétrico con Sy = 1,5 x 107
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Numerical solution by DtN FEM:
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Figura 8-24: Anélisis paramétrico con Sy = 2 x 107
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Figura 8-25: Anélisis paramétrico con Sy = 2,5 x 107
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Numerical solution by DtN FEM:
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