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Resumen:

El presente estudio analiza los efectos de la masa virtual y fuerza de Basset

en el arrastre sobre partı́culas en un fluido en reposo. Para esto se presenta una

perspectiva general de los conceptos a analizar, en concreto se estudia el arrastre

de Stokes, la masa virtual y la fuerza de Basset. Para cada uno de los conceptos a

estudiar se considera una base teórica, restricciones fı́sicas y numéricas, ası́ como

estudios y aplicaciones previas.

Se presenta también una recopilación de distintos estudios realizados con re-

lación a los conceptos de masa virtual y fuerza de Basset, se analizan previos

métodos numéricos aplicados a la resolución de las ecuaciones pertinentes y pre-

vias conclusiones relacionadas con los efectos de las variables en cuestión.

El análisis de los efectos a estudiar se realiza a través de un estudio numérico

de la progresión de la velocidad de una partı́cula en el tiempo para una serie de

situaciones concretas con relevancia en la industria. También se realiza un estudio

del tiempo de procesamiento que toma el cálculo para cada caso con el objetivo

de cuantificar el costo de cómputo de cada variable.

Se realiza un análisis dimensional del arrastre sobre la partı́cula con el objetivo

de generalizar el efecto de los conceptos estudiados, para esto se hace uso de

herramientas de análisis dimensional y de números adimensionales de uso común

en la mecánica de fluidos.

Finalmente, se concluye que las variables más importantes a considerar para

los efectos estudiados son la relación de densidad partı́cula-fluido y el número

de Reynolds en el caso del análisis dimensional. Con la información obtenida se

pueden identificar las situaciones en las que se hace necesario el cálculo de las

variables analizadas.
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Abstract:

This study analyses the effects of added mass and Basset force on drag over

particles on a fluid at rest. To do this it presents a general perspective of the analy-

sed concepts, in specific it studies Stokes’s drag, added mass and Basset force.

For each of the studied concepts it considers a theoretical basis, also physical and

numerical constraints as well as previous studies and applications.

It also presents a compilation of different studies carried out on added mass

and Basset force, it analyses previous numerical methods applied on solving rele-

vant equations along with previous conclusions about the effects of the variables

in question.

The analysis of the studied effects is done through a numerical analysis of the

velocity of a particle over time for a series of specific industry relevant situations.

A study will also be carried out on the processing time that the calculation takes

for each case in order to quantify the computation cost of each variable. A di-

mensional analysis is done on the drag over the particle to generalize the effects

of the studied concepts. To achieve this, dimensional analysis methods were used

together with dimensionless numbers often used in fluid mechanics.

At last, it’s concluded that the most important variables to consider on the

studied effects are the particle-fluid density ratio and the Reynolds number for the

dimensional analysis. With the acquired information, it’s possible to identify in

which situations it’s necessary to calculate the analysed variables.
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Introducción

En el presente documento se establecerá una base teórica para el análisis numérico

de los efectos de la masa virtual y fuerza de Basset en el arrastre sobre partı́cu-

las en un fluido en reposo. Para esto se considerarán los principales conceptos a

aplicar tales como arrastre de Stokes, Masa virtual y Fuerza de Basset, para cada

uno se dará una explicación teórica, las condiciones en las que pueden ser apli-

cados y las consideraciones que se deberán tener en una aplicación numérica, ası́

como también las dificultades que se puedan presentar al trabajar con estos con-

ceptos. Adicionalmente, se revisarán posibles aplicaciones que se beneficiarı́an de

un análisis numérico de los conceptos revisados.

Un factor importante a considerar será el cómo reaccionan estos conceptos a va-

riaciones en las interacciones a analizar, tales como cambios en la velocidad de la

partı́cula o el fluido, efectos de la aceleración en ambos y de forma particular el
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cómo varı́a el número de Reynolds a lo largo del tiempo analizado.

Adicionalmente, se realizará un análisis dimensional al modelo que describe el

movimiento de la partı́cula considerando la masa virtual y la fuerza de Basset.

Se espera poder describir el movimiento a analizar de forma más generalizada

y visualizar con números adimensionales cuáles son los factores que afectan de

manera más significativa la progresión de velocidad de la partı́cula.
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1.2. Motivación

El principal objetivo del presente trabajo de tı́tulo es cuantificar la importancia de

considerar los efectos de la masa virtual y fuerza de Basset en el movimiento de

una partı́cula en un fluido, se intentará demostrar cómo para condiciones puntuales

estos efectos no deben ser despreciados e independiente de su costo computacio-

nal en tiempo y memoria este cálculo puede ser ampliamente beneficioso para

refinar simulaciones de procesos donde movimiento de partı́culas pequeñas está

involucrado.

Se pueden destacar mecanismos utilizados actualmente en la industria que de-

penden directamente del tiempo con que una partı́cula alcanza su velocidad final,

entre estos se pueden destacar muchos procesos que forman parte de la industria

minera tales como los procesos de flotación, floculación, trata de escoria lı́quida,

tratamiento de aguas residuales, tratamiento de efluentes, tanques de espesamien-

to, entre otras.

(a) Espesamiento: Proceso de concentración de
mineral basado en la decantación

(b) Partı́cula acelerada en fluido

Figura 1.1: Ilustración del problema a analizar
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Adicionalmente, se puede ver la importancia de considerar estos efectos en cual-

quier proceso que involucre tratamiento de aguas, actividad de suma importancia

para comunidades residenciales, industrias, sistemas de riego, entre otros. A es-

tos se puede añadir también la purificación de lı́quidos involucrada en la industria

alimentaria, considerando ası́ procesos de filtración en la producción de bebidas

carbonatadas, procesos de filtración involucrados en la producción de agua pota-

ble, en varios procesos involucrados en la producción de bebidas alcohólicas y en

muchas otras aplicaciones en las que se trata con sólidos suspendidos en lı́quidos.

El proceso de desalinización de aguas puede también verse beneficiado al con-

siderar los efectos de la masa añadida y fuerza de Basset, en especial cuando el

proceso de desalinización se realiza a través de congelación o formación de hidra-

tos.

En resumen, se espera lograr estudiar y entender más en profundidad el cómo

funciona el movimiento de una partı́cula en un fluido, ya que como se ha revisado,

esta interacción tiene gran importancia en incontables actividades presentes en la

vida de cada persona. Se espera que al saber más del tema se pueda resaltar su

importancia y de esa forma mejorar procesos tan importantes para la vida en la

tierra como lo son el tratamiento de aguas y el asegurar la disponibilidad de agua

para las comunidades.
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Capı́tulo 2

Antecedentes teóricos

2.1. Movimiento de una partı́cula en un fluido

Para obtener una imagen completa de la trayectoria de una partı́cula en un flu-

jo laminar o turbulento se necesita una ecuación que satisfaga la ecuación de

Navier-Stokes y que considere también todas las fuerzas relevantes. En sus pri-

meros análisis, Stokes (1850) considero una esfera en movimiento con velocidad

uniforme en un fluido viscoso y estacionario lejos de la partı́cula, luego Bous-

sinesq (1885) y Basset (1888) consideraron un flujo de fuerza de inercia lineal

rodeando la esfera o partı́cula añadiendo un ‘termino histórico’ que considerara

las previas interacciones de la partı́cula con el flujo circundante [1].

Luego de una serie de avances y adaptaciones al estudio del movimiento de la

partı́cula en cuestión, se obtiene una relación que considera fuerzas de arrastre y

esfuerzo cortante viscoso. La ecuación desarrollada por Maxey-Riley (1983) des-

cribe las fuerzas hidrodinámicas que ejerce un flujo no uniforme y no estacionario
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sobre una partı́cula esférica pequeña, rı́gida y aislada [2].

Para una partı́cula en reposo en un flujo estacionario, que es lo suficientemente

pequeña para tener un efecto insignificante en el movimiento del fluido lejos de la

partı́cula, la ecuación de Maxey-Riley da cuenta de la trayectoria, dispersión y ve-

locidad de sedimentación de la partı́cula [1]. Los análisis a realizar en el presente

documento estarán confinados a circunstancias en las que las interacciones entre

partı́culas vecinas sean despreciables [15].

Las condiciones de aplicación incluyen que la partı́cula cumpla D ≪ η siendo D

el diámetro de la partı́cula y η la escala de Kolmogorov, se debe recordar que la

escala de Kolmogorov representa el tamaño de los más pequeños vórtices en el

rango disipativo de energı́a cinética de un flujo turbulento. Por lo tanto, incluso si

el flujo es turbulento, la condición D ≪ η garantiza que la partı́cula se ve inmersa

en un campo de velocidad ”suave” y no percibe directamente las fluctuaciones

de velocidad. Adicionalmente, se considera que el número de Reynolds para la

partı́cula cumpla Re ≪ 1 con Re = D|u− up|/ν ≪ 1, donde u es la velocidad del

fluido,up es la velocidad de la partı́cula y ν es la viscosidad cinemática del fluido

[2].

La ecuación de Maxey-Riley está dada por:

mp
dup

dt
= (mp−mf )g + mf (

Du

Dt
) + 6πaµ[u−up+

1

6
a2∇2u] +

1

2
mf [

Du

Dt
− dup

dt
+

1

10
a2

d

dt
∇2u] + 6ρfa

2
√
πν

∫ t

−∞
KB(t− τ)g(τ)dτ (2.1)
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Donde mp corresponde a la masa de la partı́cula, mf corresponde a la masa del

fluido que ocuparı́a el volumen desplazado por la partı́cula, a corresponde al radio

de la partı́cula y ρf corresponde a la densidad del fluido. El primer término co-

rresponde a la fuerza del cuerpo en respuesta a la gravedad, luego está el término

correspondiente a la presión, arrastre, masa virtual y fuerza de Basset respectiva-

mente.

Adicionalmente, se puede ver que en la fuerza de Basset se presenta la variable

KB que corresponde al Kernel de la integral y también la función g(t) donde:

KB(t) =
1√
t

(2.2)

g(t) =
df(t)

dt
, f(t) = u− up +

1

6
a2∇2u (2.3)

Esta integral representa el efecto acumulado por la historia de la aceleración rela-

tiva de la partı́cula desde que empezó el movimiento (el llamado ”Termino históri-

co”). La Ecuación 2.1 presentada es válida para partı́culas pequeñas, en especı́fico

para partı́culas con un radio a ≪ η, donde η corresponde a la escala de longitud de

Kolmogorov. Con el objetivo de disminuir esta restricción se considera la correc-

ción de Faxen. Esta corrección proporcional a ∇2u se agrega al arrastre de Stokes,

a la masa virtual y a la fuerza de Basset y su objetivo es reproducir los efectos

dominantes de las fluctuaciones de velocidad y aceleración en partı́culas flotantes,

permitiendo ası́ partı́culas de hasta cuatro veces la escala de Kolmogorov. En un

campo de flujo rectilı́neo, la fuerza de Faxen se reduce a cero [2].

Dado que se considerará el movimiento de partı́culas en un campo de flujo con

velocidad uniforme, no se incluirán estos términos de Faxen. Al ser flujo laminar,
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la escala de Kolmogorov pierde relevancia.

12



2.2. Arrastre de Stokes

Concepto desarrollado por el matemático George Gabriel Stokes en 1851 a través

de la publicación denominada ‘On the effect of the internal friction of fluids on

the motion of pendulums’. En especı́fico, la ley de Stokes deriva la ecuación que

describe la fuerza requerida para mover una esfera a través de un fluido estacio-

nario y viscoso a cierta velocidad especı́fica, también conocida como fuerza de

arrastre [3].

Fd = 3πµfDu (2.4)

Donde µf representa la viscosidad del fluido, D el diámetro de la partı́cula y u la

velocidad del flujo.

La aplicación de esta ecuación estarı́a sujeta a ciertas condiciones, de acuerdo a la

publicación original se busca que ‘El cuadrado de la velocidad pueda despreciarse’[4],

lo que implicarı́a un flujo viscoso lento o flujo de Stokes y un número de Reynolds

bajo (Re <0.5) [3].

En concreto, el número de Reynolds es uno de los factores significativos para el

arrastre de Stokes, en general el coeficiente de arrastre dependerá de la forma de

la partı́cula y su orientación con respecto al flujo, pero adicionalmente se consi-

deran parámetros del flujo tales como el número de Reynolds, número de Mach,

turbulencia, entre otros. Para números de Reynolds bajos, el coeficiente de arrastre

varı́a de forma inversa a Reynolds, caracterı́stica de un flujo de Stokes. Al aumen-

tar el valor de Reynolds, el coeficiente de arrastre se acerca a un valor constante

conocido como el rango inercial [7].
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2.3. Masa virtual o Masa añadida

Concepto aplicado a una de las fuerzas que actúan en la superficie en contacto con

un fluido cuando este es sometido a aceleración. En especı́fico, la masa virtual

o ’added mass’ determina el trabajo necesario para cambiar la energı́a cinética

asociada al movimiento del fluido, esto dado que cualquier movimiento del fluido,

tal como el que ocurre cuando se mueve un cuerpo a través de este, implica cierta

cantidad de energı́a cinética positiva asociada con el movimiento del fluido [5].

Por ejemplo, el conocimiento relativo a la masa virtual o añadida es esencial para

predecir el rendimiento de vehı́culos submarinos, dirigibles y aviones ultraligeros,

ası́ como en general es importante para cualquier objeto que debe acelerar a través

de un fluido de densidad comparable a la suya.

Con el objetivo de simplificar el análisis se asumirá un fluido incomprensible con

densidad ρf , se asumirá una partı́cula esférica de radio a como la observada en

la figura 2.1. Adicionalmente, se considerará que el movimiento del cuerpo es

rectilı́neo y constante a cierta velocidad up y en un fluido en reposo con volumen

V. Ası́ se puede asumir que la cantidad de energı́a cinética T permanece constante

en el tiempo, adicionalmente se puede concluir que esta energı́a cinética T será

proporcional al cuadrado de la velocidad del cuerpo [5].

Figura 2.1: Sistema de coordinadas en partı́cula a analizar
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La ecuación representativa de la masa añadida está dada por:

Fm =
1

2
mf [−

dup

dt
] (2.5)

Para casos en los que la partı́cula comienza a acelerar la energı́a cinética incremen-

tará, ası́ se deberá realizar un trabajo adicional para aumentar la energı́a cinética

del fluido. Este trabajo realizado por el cuerpo será la tasa de cambio de T en el

tiempo dT/dt. Este trabajo por unidad de tiempo es experimentado por el cuerpo

como un arrastre adicional que puede ser representado como:

Fm = − 1

up

dT

dt
(2.6)

Que se obtiene a partir de la relación dada por:

upFm =
dT

dt
donde T =

1

2
ρf

∫
V

u2dV (2.7)

Para ciertas condiciones la integral en T se tratarı́a de un valor invariable, tal co-

mo flujo potencial y flujo de Stokes con bajo número de Reynolds, esto no se

cumplirı́a para flujos más complejos con número de Reynolds intermedio y des-

prendimiento de vórtices. La integral se considera en todo el fluido, y tratándose

de un fluido ideal, la velocidad se puede expresar como la derivada de una función

potencial:
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ui =
∂ϕ

∂xi

(2.8)

Donde la función potencial correspondiente a una esfera moviéndose con veloci-

dad relativa up a través de un fluido es:

ϕ = −upa
3

2r2
cosθ (2.9)

Donde r y θ están definidos en la figura 2.1. También se puede obtener el compo-

nente radial de la velocidad que será:

ur =
∂ϕ

∂r
=

upa
3

r3
cosθ (2.10)

Se puede observar que la expresión anterior para la superficie de la esfera (r=a) se

reduce a:

ur = upcosθ (2.11)

Considerando la función potencial descrita en la ecuación 2.8 y usando la ecuación

de continuidad, la ecuación 2.7 puede ser reescrita como:

T =
1

2
ρf

∫
V

∂

∂xi

(ϕ
∂ϕ

∂xi

)dV (2.12)
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Usando el teorema de la divergencia, el volumen en la integral puede ser expresado

como una integral de superficie sobre la esfera, se obtiene una integral sobre la

superficie de control de la forma:

T =
1

2
ρf

∫
sc

ϕ
∂ϕ

∂xi

nidS (2.13)

Trabajando ahora en el área de superficie de control, donde ni representa el vector

normal unitario hacia afuera del fluido. Considerando el componente radial de

velocidad ur correspondiente a θ = 0 y estableciendo a −→e como el vector unitario

radial externo se obtiene la siguiente relación:

∂ϕ

∂xi

ni =
∂ϕ

∂r
−→e (−−→e ) = −upcosθ (2.14)

Reemplazando lo anterior en la ecuación 2.13, considerando la superficie de área

en coordenadas polares como a2 sinθ 2π dθ y la función potencial evaluada en el

borde de la esfera, se obtiene la presente relación:

T =
1

2
ρf

∫ π

0

upa

2
cosθ up cosθ a

2 sinθ 2π dθ =
πρfa

3up
2

3
(2.15)

Ası́ se puede obtener el valor del trabajo realizado por la esfera con la relación

presentada en la ecuación 2.7 lo que permitirá también obtener el valor de la fuerza

de masa añadida presentado en la misma ecuación.
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upFm =
2πρfa

3up

3

dup

dt
= up

1

2
mf

dup

dt
(2.16)

Es decir, Fm = 1
2
mf

dup

dt
de modo que la masa añadida de una esfera es un medio

de la masa del fluido que se desplaza. El análisis anterior se puede generalizar pa-

ra un movimiento tridimensional arbitrario. En general, la respuesta de un cuerpo

a una fuerza suele estar compuesta por tres aceleraciones de traslación y tres ace-

leraciones angulares representadas por Aj Aplicando a esto una matriz de masa

virtual Mij se obtiene una relación representativa de las fuerzas impuestas a la

partı́cula en cuestión.

Fi = −MijAj (2.17)

Un caso particular que se puede considerar a pesar de no ser aplicado en este

proyecto puntual es el caso de un fluido en movimiento, siendo este constante o

acelerado. Ası́, para el caso de un fluido en movimiento constante en el tiempo,

se mantiene la relación previamente establecida en la ecuación 2.5. Se obtiene

entonces:

Fi = −Mij
d

dt
(upj − uj) = −Mij

dupj

dt
(2.18)

Para un fluido en movimiento con aceleración se deben identificar las fuerzas

inerciales del fluido, para este caso se identifica una contribución adicional de

la presión, obteniendo ası́ una nueva relación donde δij corresponde al delta de

Kronecker.
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Fi = −Mij

dupj

dt
+ (Mij + ρfV δij)

duj

dt
, j = 1, 2, 3 (2.19)

En la actualidad solo se conocen los componentes diagonales de la matriz Mij

para algunas partı́culas de geometrı́as simples (elipsoides, discos y esferas cerca

de una superficie). Uno de los casos que puede ser particularmente útil para este

análisis es el caso de un perı́metro sólido cercano al cuerpo analizado, frente a

esto, estudios concuerdan en que la presencia de un borde sólido puede causar

un significativo aumento de ’Masa virtual’ debido a un necesario aumento de la

aceleración del fluido en la región entre el fluido y el borde [5].

Las geometrı́as más utilizadas para el análisis de los efectos de ‘Masa virtual’ son

la esfera y el cilindro, ası́ la derivación para cada una corresponde a:

Derivación de masa virtual alrededor de una esfera:

Considerando una esfera de radio a y acelerando a una tasa de ∂up

∂t
= U̇p , se

obtiene la fuerza hidrodinámica en la dirección x al integrar la presión sobre el

área proyectada en la dirección x [6].

−→
Fx =

∫
p d

−→
Ax (2.20)

Aplicando la ecuación de Bernoulli y considerando flujo axisimétrico alrededor

de una esfera, se obtiene el valor correspondiente a la fuerza adicional que debe

ejercer el cuerpo debido a la adición de una ‘masa virtual’.

−→
Fx = −2

3
ρfπa

3U̇p (2.21)
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Lo cual es consistente con el resultado presentado en la ecuación 2.16.

Derivación de masa virtual alrededor de un cilindro:

Considerando un cilindro de radio a, largo L y tasa de aceleración U̇p se obtiene

una relación para la fuerza adicional que debe ejercer el cuerpo debido a la adición

de una ‘masa virtual’, considerando la ecuación 2.10, la ecuación de Bernoulli y

el flujo alrededor de un cilindro, se obtiene [6]:

−→
Fx = −ρfπa

2LU̇p (2.22)

Por lo tanto, en el caso de un cilindro, la masa virtual es igual a la masa de fluido

que se desplaza.

2.4. Fuerza de Basset

Concepto trabajado por los matemáticos Joseph Boussinesq en 1885 y Alfred Bas-

set en 1888, describe principalmente los efectos transientes de la viscosidad en el

cuerpo en movimiento. En especı́fico, considera cómo la vorticidad adicional crea-

da en la superficie de la partı́cula debido a la aceleración se difunde en el flujo y

crea una perturbación temporal [12].

En otras palabras, describe el desarrollo de la capa lı́mite y su retraso en el tiempo,

ası́ como también el cómo cambia la velocidad relativa en el tiempo. Adicional-

mente, Oseen extendió el trabajo realizado por Boussinesq y Basset, incluyendo

los efectos de números de Reynolds más altos [7].

El valor de la fuerza de Basset depende del historial de aceleración hasta el mo-

mento de la evaluación, además depende directamente de la viscosidad del fluido

20



y de la aceleración de la partı́cula. La ecuación de la fuerza de Basset contiene

una integral con un Kernel que representa la difusión de la vorticidad alrededor de

la partı́cula a través de la historia del movimiento [14].

Cabe destacar que este estudio se desarrollara siempre en función de partı́culas

esféricas. Lawrence and Weinbaum examinaron este término en geometrı́as dis-

tintas a la esfera y concluyeron que, para un flujo uniforme, dependiente del tiem-

po y con bajo número de Reynolds, se presenta un segundo término histórico en

la integral que podrı́a aumentar la complejidad del cálculo [14].

Con respecto a la importancia de este término, estudios realizados por Seyler y

Pressé indican que numéricamente los efectos históricos persisten de forma in-

definida bajo condiciones de flujo relativamente generales y descuidar esta fuer-

za podrı́a significar un transporte de partı́culas cualitativamente incorrecto. Otro

estudio realizado por Leichtber concluye que para movimientos gravitacionales

multipartı́cula que cambian lentamente, la fuerza de Basset es el efecto inercial

más importante para bajos números de Reynolds [14].

Adicionalmente, estudios demuestran que la fuerza de Basset juega un rol impor-

tante en la descripción de la aceleración de sedimentos relativamente pequeños

moviéndose cerca de lı́mites sólidos [13]. Esta caracterı́stica de la fuerza de Basset

la convierte en una variable importante a considerar en el tratamiento y transpor-

te de material sedimentado, además de ser importante para la trata de fluidos que

pueden contener partı́culas sólidas pequeñas como sal de mar y lı́quidos residuales

de actividades mineras e industriales.

Para un intervalo de tiempo desde 0 (inicio del movimiento) hasta t y consideran-

do flujo sobre una esfera a un bajo número de Reynolds, la fuerza de Basset se

representa por [7]:
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FBasset = −3

2
D2

√
πν

t∫
0

d

dt′
(ui − upi)√
(t− t′)

dt′ (2.23)

Para obtener esta relación, Crowe [7] plantea considerar una placa plana infinita y

acelerada para visualizar de forma más sencilla el concepto de la fuerza de Basset.

Figura 2.2: Modelo de placa infinita acelerada

La ecuación de movimiento del fluido, inducido por la placa que se mueve con

velocidad upp será:

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂y2
(2.24)

Donde ν representa la viscosidad cinemática del fluido y u representa la velocidad

del fluido. Se considera la condición inicial upp(0, y) = 0 y se plantea que la placa
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se pone en marcha con un cambio de velocidad de 0 a upp
0 . En concreto, para este

análisis se trabajará con el esfuerzo cortante local que en este caso para un cambio

de velocidad se representará como:

τ = µ
∂u

∂y
|y=0 =

√
ρµ · upp

0√
πt0

(2.25)

En donde la última expresión viene de la solución para una placa cuyo movimien-

to parte en forma impulsiva (es decir, el clásico ”primer problema de Stokes”).

Para observar el efecto de la fuerza de Basset se considerará que la variación tem-

poral de la velocidad de la placa se separa en una serie de pasos, ası́ para t0 el

cambio de velocidad será ∆upp
0, para el tiempo t1 el cambio de velocidad será

∆upp
1 y ası́ sucesivamente lo que entrega la relación:

τ =

√
ρµ

√
π

[
∆u0

pp

√
t0

+
∆u1

pp

√
t0 − t1

+
∆u2

pp

√
t0 − t2

...

]
(2.26)

Aplicando este acercamiento, análogo al Teorema de Duhamel, a una esfera en un

flujo con número de Reynolds bajo se puede obtener la relación presentada en la

ecuación 2.23.

El valor de la fuerza de Basset suele ser el término más comúnmente ignorado de-

bido a su complejidad numérica, aun ası́ muchos estudios han demostrado la im-

portancia de este factor para transporte de partı́culas en flujos turbulentos, aun en

comparación con los otros factores considerados en la ecuación de Maxey-Riley.

Adicionalmente, se ha observado que este factor puede tener un efecto importante
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en el movimiento de partı́culas de sedimento, transporte de sedimento en cana-

les abiertos, partı́culas de arena y velocidad de partı́culas en un campo de flujo

oscilante [2].

Las dificultades de cálculo de la fuerza de Basset se deben principalmente a que

este puede ser particularmente costoso en términos de memoria y tiempo, ya que

para cada salto temporal para el cual se evalúa la integral, se debe considerar el

historial de movimiento de la partı́cula.

2.5. Estudios anteriores

2.5.1. Métodos anteriores

Los principales métodos previamente utilizados para abordar el problema de la

fuerza de Basset son; Michaelides [11] usa transformada de Laplace, este proce-

dimiento puede ser utilizado en problemas lineales, pero no para problemas con

campos de velocidad dependientes del espacio para los cuales el sistema presen-

tado por la ecuación de Maxey-Riley es no-lineal. Otra solución fue dada por

Dorgan, Loth y Bombardelli [12] [13] donde se evalúa la integral en una ventana

finita desde t-twin hasta t, esto puede ser representado por un cambio en el Kernel

de la fuerza de Basset.

Un acercamiento estándar utilizado para lidiar con la singularidad del Kernel de

Basset usa reglas especı́ficas de cuadratura como la fórmula de segunda orden

Euler-Mclaurin. Otro método utilizado para trabajar el Kernel es presentado por

Tatom que usa un método fraccional derivativo, este método presenta mejor pre-

cisión temporal que el previamente mencionado Euler-Mclaurin.
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2.5.2. Resultados de estudios previos

En esta sección se mostrarán resultados obtenidos por previos estudios de los efec-

tos de la masa virtual y fuerza de Basset en la velocidad de una partı́cula esférica

en un fluido, además se revisarán los resultados obtenidos sobre acumulación de

partı́culas con el objetivo de asociar estas conclusiones con los datos obtenidos.

Previa experimentación muestra que cuando la relación de densidad partı́cula-

fluido es grande, la importancia de las fuerzas transientes que corresponderı́an

a la acción del gradiente de presión, masa añadida y fuerza de Basset, depende

menos de la relación de densidad partı́cula- fluido y más de la relación entre la

escala de longitud del fluido y el tamaño de la partı́cula tal como establecen las

restricciones relacionadas con la escala de Kolmogorov.

Adicionalmente, diversos estudios muestran que para una partı́cula mucho más pe-

sada que el fluido, las fuerzas transientes son considerablemente pequeñas, por lo

que se pueden ignorar. Aplicando este criterio a casos concretos se suele conside-

rar masa añadida y otras fuerzas transientes en la simulación de flujos burbujean-

tes y flujos lı́quido-sólidos, pero suelen ser ignorados en flujos de gas-partı́cula.

Considerar que esto deja de ser válido si el fluido es el que está siendo acelerado

[8].

Con respecto a la densidad a utilizar, previos estudios demuestran que el término

de Basset será mucho menos importante para partı́culas sólidas en un gas donde

mp/ρfVp ≫ 1 de lo que lo será para burbujas en un lı́quido donde mp/ρfVp ≪ 1.

Además, se puede notar que el efecto de la fuerza de Basset logra reducir la ace-

leración del movimiento relativo, aumentando el tiempo requerido para alcanzar

la velocidad final [12].

En cuanto a los otros términos a evaluar, la importancia de la acción del gradiente

de presión depende de la relación de densidad fluido-partı́cula, pero este no aplica

a flujos no acelerados. La importancia relativa del término correspondiente a la
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masa virtual es más considerable frente a vórtices en escala de Kolmogorov y

la importancia del término de fuerza transiente por viscosidad o Basset depende

bastante de la importancia de la masa virtual, es decir, si esta es considerable la

acción de la fuerza de Basset también lo será [8].

Considerando el impacto que pueda tener la relación de masa entre el fluido y la

partı́cula conocida como R = mp/mf donde mf corresponde a la masa equiva-

lente a una partı́cula con un volumen igual al de la partı́cula a analizar, pero con

la densidad correspondiente al fluido. Se puede ver que tanto el gradiente de pre-

sión como el término que representa la fuerza de Basset son dependientes de esta

relación, para partı́culas que son mucho más pesadas que el fluido que las rodea

se puede esperar que solo la acción del arrastre de Stokes y la fuerza de gravedad

sean considerables [9]. Adicionalmente, con base en previos estudios, se sabe que

si el valor de esta relación es del orden de R = 10, el gradiente de presión y la

fuerza de Basset se vuelven comparables al arrastre de Stokes. Cuando R alcanza

la unidad, la fuerza de Stokes y la fuerza de Basset se vuelven despreciables y

solo la fuerza correspondiente al gradiente de presión se mantiene como fuerza

dominante. A medida que disminuye el valor de R el gradiente de presión con-

tinúa siendo el factor dominante, pero el arrastre de Stokes y la fuerza de Basset

comienzan a tener mayor influencia, si se obtiene un R cercano a cero se deben

considerar todos los términos de la ecuación de Maxey-Riley, ya que todos tienen

un efecto considerable [9].

Considerando casos más concretos se estima que para R=3 (partı́culas de arena

en ambiente marino) y R=0 (partı́cula lo más liviana posible). La influencia de la

fuerza de Basset es significativa frente a la concentración preferencial de partı́cu-

las. Además, se observa que la fuerza de Basset debilita el nivel de concentración

preferencial, especialmente para R = 1.5-10 en partı́culas pesadas y R <= 0.7 en

partı́culas livianas. La fuerza de Basset es prácticamente inactiva para R >= 100
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[9].

Como complemento, se pueden asociar otros fenómenos a los efectos de la fuerza

de Basset. Si se consideran partı́culas pequeñas, con la acción de Basset se reduce

el agrupamiento a pequeña escala de partı́culas inerciales, también significa una

contribución de aproximadamente 10 % de la aceleración total de la partı́cula,

especialmente para eventos fuertes y puntuales.

Otros efectos a considerar son, por ejemplo, que el gradiente de presión gobier-

na la dinámica de partı́culas para relaciones de densidad de orden 1, mientras el

arrastre de Stokes domina para relaciones de alta densidad del orden de 100. En

turbulencia estratificada, la dispersión vertical de partı́culas con una relación de

densidad igual a 1 se ve atenuada por cerca de los 15-20 % cuando el término de

Basset es considerado en la dinámica [10].

Con respecto a la acumulación de partı́culas, cuando se considera la fuerza de

Basset la segregación de partı́culas parece ser menos intensa, el término de Basset

disemina las acumulaciones.

Otro de los factores relevantes para este análisis es el número de Stokes, núme-

ro adimensional que entrega información sobre el comportamiento de partı́culas

suspendidas en un flujo [15].

St =
τu

dt
(2.27)

Donde τ corresponde al tiempo de respuesta caracterı́stico de la partı́cula, u co-

rresponde a la velocidad del fluido y dt corresponde a la dimensión caracterı́stica

del obstáculo (en general el diámetro) [7]. Los más altos niveles de acumulación

a pequeña escala se dan cuando Stokes es igual a 1, y es más débil para otros va-

lores de Stokes. Partı́culas con relación de densidad R=1 o con valores de Stokes

muy pequeños no muestran acumulación, esto no cambia al incluir el término de

Basset [10].
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Frente a relaciones de densidad del orden de 10, la fuerza de Basset no puede

ser ignorada para capturar la correcta dinámica entre partı́culas. Además, para

relaciones de densidad R = 1, si bien no se da acumulación de partı́culas, si se

puede observar que el término principal en el balance es el arrastre de Stokes

cuando Basset no es considerado, para el caso donde Basset si es considerado

el gradiente de presión pasa a ser el término principal en el modelo. También se

puede ver como Basset se considera relevante en la dinámica de partı́culas con

una relación de densidad moderada (R = 1-10) como arena o polvo de metal en

agua. Más inesperado es el impacto de la fuerza de Basset en la dinámica de

partı́culas con alta relación de densidad R = 1000 como gotas de agua en nubes,

aquı́ la intensidad de acumulación decrece para valores de Stokes en el rango St =

0.1-1, el efecto de Basset puede ayudar a llevar claridad a las discrepancias entre

resultados numéricos y experimentales para dinámica de partı́culas que aún no se

entienden por completo [10].
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Capı́tulo 3

Formulación del análisis

El modelo de la ecuación de Maxey-Riley se trabajará de forma simplificada, a

través de discretizaciones usando Euler explicito forward. La principal simplifi-

cación estará dada por la elección del tipo de fluido, ya que solo se considerará

el análisis para un fluido en reposo o con velocidad constante (considerando las

respectivas equivalencias). Con esta simplificación se eliminan los factores en la

ecuación que dependen del movimiento del fluido, tales como la presión. Adicio-

nalmente, se elimina el uso de la corrección de Faxen, esta corrección es propor-

cional al fluido por lo que se elimina otro término en el arrastre de Stokes, masa

virtual y fuerza de Basset donde esta corrección suele ir considerada.

También se considerarán únicamente simulaciones donde las interacciones entre

partı́culas vecinas sean despreciables, adicionalmente se considerará únicamente

movimiento rectilı́neo en una dirección elegida x.
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Figura 3.1: Dirección del movimiento x

Con respecto a la integral de Basset se considerarán dos simplificaciones prin-

cipales, se trabajarán los lı́mites de la integral según un caso aplicado, es decir,

considerando desde un paso de tiempo t=0 equivalente a n=1 y hasta un último

paso de tiempo lı́mite t = tf, esto significa que no se considerarán los lı́mites al

infinito de la ecuación quitándole ası́ complejidad al cálculo y entregando a la si-

mulación las caracterı́sticas de una solución concreta y real. Adicionalmente, con

respecto a la resolución de la integral, esta se trabajará como una sumatoria, se

considera este acercamiento, ya que es compatible con el método de discretiza-

ciones y permite simplificar aún más el cálculo al elegir este método por sobre

otros previamente utilizados, tales como trabajar los lı́mites del núcleo de la inte-

gral o transformadas de Laplace. También se hará una revisión del salto de tiempo

apropiado para obtener la mayor precisión posible en los resultados independiente

de las simplificaciones elegidas.

Una de las principales consideraciones a tener presente frente a la resolución de

la ecuación de Maxey-Riley es que el Reynolds de la partı́cula debe ser pequeño

(≪ 1) como también el gradiente de velocidad alrededor de la partı́cula, además

la velocidad inicial del fluido y la partı́cula deben ser iguales, de no ser este el

caso aparece un segundo término en la ecuación de la fuerza de Basset [2].

Se presentan restricciones frente al tamaño de la partı́cula, ya que esta debe tener
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un radio a ≪ η, donde η corresponde a la escala de longitud de Kolmogorov, esto

en conformidad con las restricciones de la ecuación.
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Capı́tulo 4

Formulación numérica

Para proceder con la parte numérica del análisis se utilizará la versión simplifica-

da de la ecuación 2.1 de Maxey-Riley y se procederá a aplicar la discretización

y simplificaciones descritas en la sección anterior, a través de estos pasos se ob-

tendrá una ecuación que permitirá desarrollar el código para la implementación

numérica del análisis utilizando el lenguaje de programación Fortran.

Como primer paso se obtiene el resultado de discretizar la ecuación 2.1, usando

un esquema Euler explicito para la integración en el tiempo.

mp

un+1
p − un

p

∆t
= (mp −mf )g − 6πaµun

p −
1

2
mf [

un+1
p − un

p

∆t
]

+ 6ρfa
2
√
πν

n∑
j=1

1√
((n+ 1)− j)∆t

· −(uj+1
p − uj

p) (4.1)

La integral de la fuerza de Basset ha sido aproximada por una regla trapezoidal

con un paso de integración ∆t.

Con el objetivo de aislar el término futuro correspondiente a la velocidad en el

salto de tiempo n+1 se separa la sumatoria aislando el último término correspon-

diente a j = n con lo que se obtiene:
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mp

un+1
p − un

p

∆t
= (mp −mf )g − 6πaµun

p −
1

2
mf [

un+1
p − un

p

∆t
] + 6ρfa

2
√
πν[

n−1∑
j=1

1√
((n+ 1)− j)∆t

· −(uj+1
p − uj

p)−
1√

((n+ 1)− j)∆t
· (un+1

p − un
p )

]
(4.2)

Luego de reordenar términos en la ecuación discretizada se obtendrán las siguien-

tes ecuaciones. La primera considera solo los efectos de la gravedad, arrastre de

Stokes y efectos de la masa virtual, no considera la fuerza de Basset, ya que pa-

ra el primer salto de tiempo no habrá un histórico por considerar. En la segunda

ecuación se podrá ver el modelo que representa la velocidad de la partı́cula en un

tiempo n+1 considerando el modelo completo, es decir, considerando efectos de

la gravedad, arrastre de Stokes, masa virtual y fuerza de Basset.

Para n = 1 (Condición inicial):

un+1
p = un

p −
12πaµun

p∆t

2mp +mf

− (mp +mf )g 2∆t

2mp +mf

(4.3)
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Para n > 1:

un+1
p = un

p −
12πaµun

p∆t
√
∆t

2
√
∆tmp +mf

√
∆t+ 12a2ρ∆t

√
πν

+
(mp −mf ) g 2∆t

√
∆t

2
√
∆tmp +mf

√
∆t+ 12 a2 ρ∆t

√
πν

+
12a2ρ∆t

√
πνδt

2
√
∆tmp +mf

√
∆t+ 12a2ρ∆t

√
πν

·
n−1∑
j=1

1√
((n+ 1)− j)∆t

[−(uj+1
p −uj

p)]

(4.4)
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Capı́tulo 5

Implementación computacional

Con el objetivo de desarrollar un cálculo simplificado que considere todas las

variables revisadas se utilizará el lenguaje computacional Fortran, utilizando las

ecuaciones simplificadas obtenidas en la sección anterior se desarrollara un código

que permita calcular la velocidad de la partı́cula en cada iteración de tiempo dado.

Adicionalmente, se utilizará la herramienta GNU Plot para graficar y visualizar

los efectos a analizar y la herramienta “Tiempo CPU” para analizar el tiempo

invertido en cada cálculo.

El programa funcionará en función de las variables del programa, es decir, el usua-

rio debe ingresar como datos la densidad de la partı́cula y del fluido, la viscosidad

cinemática del fluido, el diámetro de la partı́cula, la cantidad de iteraciones a rea-

lizar y la velocidad inicial de la partı́cula en la simulación a analizar.

5.1. Análisis del paso de tiempo a utilizar

Con el objetivo de elegir el salto de tiempo a utilizar entre iteraciones se probarán

distintos saltos de tiempo entre 1.0e-3 [s] y 1.0e-7 [s], de esta forma al observar

gráficamente la desviación del movimiento a estudiar se podrá determinar desde
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que salto de tiempo los resultados obtienen una precisión adecuada. Para esto se

utilizará el programa desarrollado para calcular la velocidad de la partı́cula en un

periodo de tiempo de 0.1[s] y considerando 5 saltos de tiempo distintos.

Figura 5.1: Revisión salto de tiempo

Observando los resultados de la variación del salto de tiempo se puede observar

una clara desviación para saltos de tiempo menores a 1.0e-5 [s], para el salto de

tiempo correspondiente a 1.0d-5 [s] se observa una ligera desviación, pero aún se

podrı́a observar un margen de error considerable, luego se puede ver que para un

salto de tiempo desde los 1.0d-6 [s] los valores obtenidos convergen a la misma

solución y no existe desviación en los resultados. Ası́, se puede concluir que un

salto de tiempo menor o igual a 1.0d-6 [s] es apropiado para obtener una adecuada

precisión en los resultados a analizar.

Analizando el modelo presentado se desarrollará el código anexado (Anexo 1), se

obtendrán los siguientes resultados.
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Capı́tulo 6

Simulación de casos

Se presentarán los resultados considerando solo la acción de la aceleración gravi-

tacional y del arrastre del Stokes, luego considerando también el efecto de la masa

virtual y finalmente considerando el modelo completo con la acción de la fuerza

de Basset.

Se realizan 1,0 · 106 iteraciones en cada caso, además se presentan los gráficos en

escala lineal y logarı́tmica para ası́ facilitar la entrega de información.

Se considerarán los siguientes datos iniciales:

Diámetro partı́cula 0.0001 [m]
Salto de tiempo 1.0e-6 [s]

Densidad agua 20°C 997 [kg/m3]
Densidad aire 20°C 1.29 [kg/m3]

Densidad aceite 920 [kg/m3]
Densidad escoria lı́quida 3800 [kg/m3]

Viscosidad dinámica Agua 0.001002 [Pa · s]
Viscosidad cinemática Agua 1.004e-6 [m2/s]

Viscosidad dinámica Aire 1.72e-5 [Pa · s]
Viscosidad cinemática Aire 1.33e-5 [m2/s]
Viscosidad dinámica Aceite 0.0808 [Pa · s]

Viscosidad cinemática Aceite 0.89 [m2/s]
Viscosidad dinámica escoria lı́quida fayalitica 1200°C 0.35 [Pa · s]

Viscosidad cinemática escoria lı́quida fayalitica 1200°C 0.000092[m2/s]

Cuadro 6.1: Datos iniciales para el cálculo
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6.1. Caso 1

Velocidad inicial 0 [m/s], partı́cula con densidad muy baja (Burbuja), Fluido:

Agua a 20°C

Resultado:

Este caso representa una burbuja de gas que se desprende desde el reposo en agua

lı́quida, también en reposo. Se puede observar que para el análisis del movimiento

de una burbuja en agua a 20°C con velocidad inicial cero, existe un claro efecto

causado por la masa añadida, se puede notar que aumenta el tiempo en el que se

llega a la velocidad final obtenida de aproximadamente -0.0216 [m/s], ya que la

coordenada x se definió como positiva en el sentido de la gravedad la velocidad

negativa representa el movimiento ascendente de la burbuja. Se puede observar en

los gráficos del modelo que solo considera efectos gravitacionales y arrastre de

Stokes se requieren mı́nimas iteraciones para llegar a este lı́mite, mientras para el

modelo que si considera la masa virtual se obtiene esta velocidad luego de una

considerable cantidad de tiempo e iteraciones, es decir para este caso el efecto

de la masa virtual aumenta el tiempo para alcanzar la velocidad terminal. Adi-

cionalmente, con la aplicación de la fuerza de Basset se observa que se ralentiza

considerablemente la obtención de la velocidad final, además la curva de veloci-

dad se muestra mucho más suave con respecto a los otros casos donde esta caı́da

es abrupta.
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Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes:

Figura 6.1: Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes Caso 1

Efecto Masa Virtual:

Figura 6.2: Figura 6.1 con efecto masa virtual
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Efecto fuerza de Basset:

Figura 6.3: Figura 6.2 con efecto Fuerza de Basset
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6.2. Caso 2

Velocidad inicial 0 [m/s], partı́cula con densidad: 1496[kg/m3] (grano de arena),

Fluido: Agua a 20°C

Resultados:

Para el caso de un grano de arena en movimiento en agua a 20°C, consideran-

do una velocidad inicial de 0 [m/s] se observa que el efecto de la masa añadida

es sutil. Observando los resultados al llegar a los 0.001 [s] considerando solo la

gravedad y arrastre, la velocidad final de la partı́cula es de 0.0028 [m/s]. Por otro

lado, cuando se considera el efecto de la masa añadida en el mismo momento, la

velocidad de la partı́cula es de 0.0021 [m/s] por lo que se puede concluir que la

masa virtual retrasa el tiempo en el que la partı́cula alcanza su velocidad final. En

los tres casos se obtiene una velocidad final de 0.0108 [m/s]. Se observa que el

efecto de la fuerza de Basset retrasa de forma considerable la aceleración de la

partı́cula, por lo que tarda más tiempo en llegar a su velocidad final y el aumento

de velocidad es menos abrupto.
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Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes:

Figura 6.4: Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes Caso 2

Efecto Masa Virtual:

Figura 6.5: Figura 6.4 con efecto masa virtual
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Efecto fuerza de Basset:

Figura 6.6: Figura 6.5 con efecto Fuerza de Basset
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6.3. Caso 3

Velocidad inicial 0 [m/s], partı́cula con densidad: 8966 [kg/m3] (cobre), Fluido:

Agua a 20°C

Resultados:

Para el caso de una partı́cula esférica de cobre en agua a 20°C con una velocidad

inicial de 0 [m/s] se observa que al igual que en el caso anterior el efecto de la

masa virtual es relativamente pequeño, sin considerar este efecto se obtiene una

pendiente similar de la progresión de velocidad. Al igual que el caso 2 al observar

los resultados obtenidos en el momento 0.001 [s] considerando solo la gravedad

y arrastre la velocidad de la partı́cula es de 0.0084 [m/s], por otro lado, cuando

se considera el efecto de la masa virtual en el mismo momento la velocidad de

la partı́cula es de 0.0080 [m/s] por lo que se puede concluir que la masa virtual

retrasa el tiempo en el que la partı́cula alcanza su velocidad final. También se

puede observar que la caı́da de velocidad es más lenta en comparación al caso 2,

se obtiene una velocidad final de 0.1732 [m/s]. El efecto de la fuerza de Basset

tiene similar comportamiento con relación al caso anterior, mostrando también

una menor aceleración de la partı́cula y un cambio de velocidad menos abrupto.
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Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes:

Figura 6.7: Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes Caso 3

Efecto Masa Virtual:

Figura 6.8: Figura 6.7 con efecto masa virtual
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Efecto fuerza de Basset:

Figura 6.9: Figura 6.8 con efecto Fuerza de Basset
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6.4. Caso 4

Velocidad inicial 0 [m/s], partı́cula con densidad: 997 [kg/m3] (Gota de agua),

Fluido: Aire a 20°C

Resultados:

Para una gota de agua en aire a 20°C con una velocidad inicial cero, se puede

observar que para los tres modelos se obtiene una variación de velocidad muy

similar con una tendencia a una velocidad de aproximadamente 1.2589 [m/s] con

una misma pendiente en el 1[s] analizado, se puede concluir que los efectos de la

masa añadida y de la fuerza de Basset son despreciables.

Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes:

Figura 6.10: Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes Caso 4
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Efecto Masa Virtual:

Figura 6.11: Figura 6.10 con efecto masa virtual

Efecto fuerza de Basset:

Figura 6.12: Figura 6.11 con efecto Fuerza de Basset
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6.5. Caso 5

Velocidad inicial 0 [m/s], partı́cula con densidad: 8966 [kg/m3] (cobre), Fluido:

Aceite

Resultado:

Para el caso de una partı́cula de cobre en aceite con una velocidad inicial de 0 [m/s]

se observa que de manera similar al caso 3 el efecto de la masa añadida es pequeño

y el efecto de la fuerza de Basset retrasa ligeramente la caı́da de velocidad, se

obtiene una velocidad final de 0.0021 [m/s]. Se observa como el efecto de la fuerza

de Basset retrasa a la partı́cula y presenta una curva de velocidad menos abrupta.

Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes:

Figura 6.13: Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes Caso 5
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Efecto Masa Virtual:

Figura 6.14: Figura 6.13 con efecto masa virtual

Efecto fuerza de Basset:

Figura 6.15: Figura 6.14 con efecto Fuerza de Basset
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6.6. Caso 6

Velocidad inicial 0 [m/s], partı́cula con densidad: 8966 [kg/m3] (cobre), Fluido:

Escoria lı́quida

Resultados:

Finalmente, este caso corresponde a una partı́cula de cobre metálico cayendo a

través de un baño de escoria lı́quida, tal como ocurre en hornos de decantación

de escoria en la industria pirometalúrgica. Para una partı́cula de cobre en escoria

lı́quida con una velocidad inicial de 0[m/s], se puede observar que el efecto de la

masa virtual es sutil, ya que tanto el primero como el segundo modelo presentan

curvas de velocidad similares, además se observa que la caı́da de velocidad antes

de considerar la fuerza de Basset es bastante abrupta, se obtiene una velocidad

final de 0.0003 [m/s]. Observando los resultados al llegar a los 0.001 [s] consi-

derando solo la gravedad y arrastre la velocidad de la partı́cula es 3.2143999e-4

[m/s], por otro lado, cuando se considera el efecto de la masa añadida en el mismo

momento la velocidad de la partı́cula es de 3.2143985e-4 [m/s] por lo que se pue-

de concluir que la masa añadida retrasa el tiempo en el que la partı́cula alcanza

su velocidad final, pero el efecto para este caso es bastante menos significativo

que para los otros casos analizados. Luego, para el modelo donde se considera la

fuerza de Basset se observa una significativa ralentización de la velocidad.
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Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes:

Figura 6.16: Efectos gravitacionales y Arrastre de Stokes Caso 6

Efecto Masa Virtual:

Figura 6.17: Figura 6.16 con efecto masa virtual
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Efecto fuerza de Basset:

Figura 6.18: Figura 6.17 con efecto Fuerza de Basset
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6.7. Conclusiones simulaciones dimensionales

Se puede concluir que, en consecuencia con los estudios revisados previamente, se

observa claramente el efecto de la fuerza de Basset representado en una reducción

en la aceleración del movimiento, aumentando para cada caso el tiempo que le

toma a una partı́cula en alcanzar su velocidad final.

Al aumentar la densidad de la partı́cula se observa una disminución del efecto de

la fuerza de Basset, como se puede ver en la diferencia entre el caso 2 y caso 3, y

de forma más notoria en la diferencia con el caso 4 (gota de agua en aire), donde el

efecto de la fuerza de Basset es despreciable. Esta conclusión numérica se muestra

en concordancia con los conceptos revisados en la sección 2.5.2 por lo que se sabe

que para una partı́cula mucho más pesada que el fluido, las fuerzas transientes

como la masa virtual y la fuerza de Basset son considerablemente pequeñas y, por

lo tanto, despreciables.

Se puede también notar la diferencia entre el caso 5 y el caso 3 donde se varı́a

el fluido para una misma partı́cula, se observa que al disminuir ligeramente la

densidad del fluido (agua a aceite) la velocidad de la partı́cula aumenta conside-

rablemente más rápido.

Con respecto al caso 6 se puede observar un aumento abrupto de velocidad, aún

más que para el caso 5 a pesar de que se aumenta la densidad del fluido. Esto se

puede atribuir a los conceptos revisados en la sección 2.5.2 donde se explica que

para relaciones de densidad R = ρp/ρf que tienden a la unidad como es el caso 6

el arrastre de Stokes se vuelve despreciable, por lo que la caı́da de velocidad para

el caso 6 es en su mayorı́a efecto de la gravedad.

Finalmente, se puede notar que el consumo de tiempo del cómputo de la velocidad

considerando la fuerza de Basset es considerablemente alto, esto suma importan-

cia a identificar de forma clara en qué casos este término es significativo para la

progresión de velocidad.
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6.8. Resultados en función del número de Reynolds

Con el objetivo de visualizar los resultados obtenidos de forma adimensional se

graficará el número de Reynolds correspondiente a cada velocidad obtenida en

función del tiempo adimensional obtenido como:

t∗ = t

√
g

D
(6.1)

Se revisará esta relación para los casos 2, 3, y 6, se obtiene:

Caso 2: Grano de arena en agua a 20°C

Figura 6.19: Número de Reynolds vs. tiempo adimensional Caso 2
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Caso 3: Partı́cula de cobre en agua a 20°C

Figura 6.20: Número de Reynolds vs. tiempo adimensional Caso 3

Caso 6: Partı́cula de cobre en escoria lı́quida

Figura 6.21: Número de Reynolds vs. tiempo adimensional Caso 6
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6.8.1. Conclusiones número de Reynolds

Se puede observar que para los tres casos analizados, la progresión del número de

Reynolds presenta curvas bastante similares a las curvas de velocidad obtenidas

previamente, por lo que este serı́a un buen indicador del comportamiento de la

partı́cula. Se puede ver que para el caso 3 los valores de Reynolds obtenidos son

mayores a 1 en su mayorı́a. Se puede asumir que en este caso la caı́da de velocidad

es principalmente influencia del arrastre de Stokes y de la gravedad debido a que

aumenta el peso de la partı́cula considerablemente.

En los casos 2 y 6 se puede observar que el número de Reynolds se mantiene

dentro de los lı́mites establecidos para la validez de la ecuación trabajada, en estos

dos casos se puede concluir que tienen más influencia los efectos viscosos.
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6.9. Calculo tiempo utilizado

Para el código que solo computa los efectos gravitacionales y de Stokes, conside-

rando 1,0 ∗ 106 iteraciones, el tiempo de CPU invertido es:

CPU Time = 51.718750 [s]

Para el código que también computa los efectos de la masa añadida, considerando

1,0 ∗ 106 iteraciones, el tiempo de CPU invertido es:

CPU Time = 51.2343750 [s]

Para el código que también computa los efectos de la fuerza de Basset, consi-

derando 1,0 ∗ 106 iteraciones, el tiempo de CPU invertido es:

CPU Time = 4228.4218750 [s] = 70.4736 [min]

Se observa que en conformidad con lo estudiado, el cálculo de la fuerza de Basset

tiene un costo de tiempo considerablemente alto
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Capı́tulo 7

Análisis dimensional

7.1. Teorema de Pi de Vaschy-Buckingham

Se implementará el teorema pi de Vaschy-Buckingham para evaluar los factores

de la ecuación que permitirı́an manejar el desarrollo de la velocidad de la partı́cula

de forma adimensional con el objetivo de observar el efecto de la masa virtual y

fuerza de Basset de forma más generalizada, de esta manera se podrá simplificar

el análisis en cuestión al reducir el número de simulaciones requeridas para atisbar

un indicio del comportamiento de las variables en estudio.

El teorema pi de Vaschy-Buckingham establece que si p1, p2, . . . , pnson n varia-

bles involucradas en un problema, y si existe entre ellas una función que las rela-

cione de la forma:

f(p1, p2, . . . , pn) = 0 (7.1)

Entonces se puede obtener el valor (n-j) que representara el número de variables

adimensionales independientes y donde j es el rango de la matriz dimensional. Pa-

ra generar la matriz dimensional se debe establecer una relación funcional entre
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las magnitudes fundamentales presentes en el problema y las variables dimensio-

nales utilizadas.

Como primer paso se identificarán las magnitudes fundamentales pertenecientes

al sistema internacional que forman parte del problema.

Magnitud Fundamental Dimensión fı́sica Unidad SI
Longitud L m
Masa M kg
Tiempo T s

Cuadro 7.1: Magnitudes fundamentales

Asimismo, se identificarán las variables dimensionales presentes en el problema:

Variables dimensionales Unidades SI Magnitudes fundamentales
Densidad del fluido (ρf ) kg/m3 M1L−3

Densidad de la partı́cula (ρp) kg/m3 M1L−3

Diámetro de la partı́cula (D) m L1

Velocidad de la partı́cula (UP ) m/s L1T−1

Tiempo (t) s T 1

Aceleración gravitacional (g) m/s2 L1T−2

Viscosidad dinámica (µ) kg/(m · s) M1L−1T−1

Cuadro 7.2: Variables presentes en el análisis

Con las variables identificadas se puede construir la matriz dimensional conside-

rando la composición de las variables en función de las magnitudes fundamentales

y su exponente correspondiente.

ρp ρf D UP t g µ
M 1 1 0 0 0 0 1
L -3 -3 1 1 0 1 -1
T 0 0 0 -1 1 -2 -1

Cuadro 7.3: Matriz dimensional
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Para obtener el rango j de la matriz se obtendrá el tamaño de la mayor submatriz

cuadrada en la que su determinante no sea cero, descartando submatrices en las

que alguna de sus filas tenga todos sus coeficientes ceros, tenga dos filas o colum-

nas iguales o tenga dos filas proporcionales entre sı́, se elige la presente submatriz:

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

−3 1 1

0 0 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = −1 (7.2)

Dado que el determinante de la matriz es distinto de cero, el rango de la matriz es

3, con esto se puede obtener el valor (n-j) donde n = 7 y j = 3, finalmente se puede

concluir que existen 7-3 = 4 variables adimensionales independientes con las que

se puede trabajar para adimensionalizar el problema a analizar.

Las variables adimensionales independientes elegidas son una adimensionaliza-

ción de los valores de velocidad de la partı́cula up que será denominada u∗
p, del

tiempo t que será denominada t* y una relación entre las densidades del fluido y

de la partı́cula denominada phi φ.

Adicionalmente, se utilizarán números adimensionales para visualizar de forma

sencilla la ecuación luego de reemplazar los valores anteriores. Se utilizarán núme-

ros adimensionales que suelen utilizarse en la mecánica de fluidos, en especı́fico

el número de Reynolds utilizado para caracterizar el movimiento de un fluido y

el número de Froude que es utilizado para caracterizar la relación de fuerzas de

inercia y fuerzas de gravedad.

Considerando que u∗
p es equivalente al número de Froude se tienen los cuatro

valores adimensionales con los que se procede a realizar el análisis.
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t∗ = t

√
g

D
(7.3)

φ =
ρf
ρp

(7.4)

u∗
p =

|up|√
gD

= |Fr| (7.5)

|Re| = ρf |up|D
µ

(7.6)

Cabe destacar que se considerara el valor absoluto de la velocidad de la partı́cula,

dado que para el caso de φ > 1 la velocidad es negativa según el sistema de

coordenadas elegido. Según esto, para valores φ < 1 se considerará Fr =
up√
gD

y

para valores φ > 1 se considerará Fr =
−up√
gD

.

Luego de reemplazar los cuatro valores adimensionales y realizar la misma dis-

cretización utilizada anteriormente, se obtiene la siguiente ecuación, válida para

φ < 1:

dFr

dt∗
= (1−ρf

ρp
)−18µFr

√
gD

ρpD2g
−1

2

ρf
ρp

dFr

dt∗
+

9ρf
Dρp

√
µD

√
g

ρfgπ
√
D

∫ t∗

0

1√
t∗ − τ ∗

−dFr

dτ ∗
dτ ∗

(7.7)

dFr

dt∗
= (1−φ)−18Fr2φ

Re
−1

2
φ
dFr

dt∗
+9φ

√
Fr

πRe

∫ t∗

0

1√
t∗ − τ ∗

−dFr

dτ ∗
dτ ∗ (7.8)

Dado que la ecuación de Maxey-Riley presenta restricciones para el número de

Reynolds, este solo se considera para valores iguales o menores a la unidad. Se

desarrolla un código con el lenguaje de programación FORTRAN (Anexo 2) y
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utilizando la herramienta GNUPlot se representa gráficamente la variación de ve-

locidad de la partı́cula variando para cada caso los números de Reynolds y φ. Se

presentarán tres casos para tres valores de φ y para cada uno se presentarán cinco

variaciones de Reynolds.
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7.2. Phi:0.5

Resultados:

Se presenta el caso de φ = 0.5, es decir, cuando la densidad de la partı́cula es

el doble de la densidad del fluido. Con respecto al número de Reynolds se nota

una clara variación, se observa que para mayor número de Reynolds se obtienen

valores de Froude considerablemente más altos, mientras que para números de

Reynolds pequeños se obtienen menores valores máximos. Se observa también

que las pendientes para menores números de Reynolds muestran una clara ten-

dencia a cero.

Figura 7.1: Número de Froude de la partı́cula para Phi: 0.5 y Re: 0.01-1.0
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7.3. Phi:0.9

Resultados:

Se presenta el caso de φ = 0.9, es decir, cuando la densidad de la partı́cula es simi-

lar a la densidad del fluido, pero aún mayor. Con respecto al número de Reynolds,

se observa que al igual que en el caso anterior, a menor número de Reynolds, más

tiende la pendiente a cero. Se observa que con respecto al caso anterior para este

caso se alcanzan menores valores de Froude.

Figura 7.2: Número de Froude de la partı́cula para Phi: 0.9 y Re: 0.01-1.0
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7.4. Phi: 2.0

Resultados:

Se presenta el caso de φ = 2.0 es decir cuando la densidad del fluido es el doble

de la densidad de la partı́cula, cabe recordar que para valores de φ mayores a la

unidad se obtienen velocidades negativas según el sistema de referencia estableci-

do originalmente, dado que se está considerando el valor absoluto del número de

Froude las curvas presentadas en este análisis muestran un comportamiento simi-

lar al de los casos anteriores con φ < 1. Con respecto al número de Reynolds se

observa que al igual que en los otros casos a menor número de Reynolds más tien-

de a cero la pendiente. Se puede observar que para φ = 2 hasta el mayor número

de Reynolds el comportamiento del número de Froude tiende ligeramente a una

velocidad constante, este comportamiento se presenta menos en los otros casos.

Figura 7.3: Número de Froude de la partı́cula para Phi: 2.0 y Re: 0.01-1.0
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7.5. Conclusiones análisis adimensional

Luego de observar la representación gráfica del número de Froude en función del

tiempo adimensional, se puede extraer información de cómo el número de Froude,

que es proporcional a la velocidad de la partı́cula, se comporta frente a los efectos

de la masa virtual y la fuerza de Basset. Además de su comportamiento frente a la

variación de los valores de φ y Reynolds.

En primer lugar, se puede observar que para los tres casos la disminución del

número de Reynolds resulta en menores valores máximos de Froude, también se

observa que independiente del valor de φ a menor número de Reynolds es más

clara la tendencia a un valor final que tiende a constante, lo que se representa en

una pendiente que tiende a cero. Además, se puede ver que a medida que aumenta

el número de Reynolds, la curva de Froude tiene a converger a una sola curva. Se

puede concluir entonces que para todos los valores de φ estudiados los valores de

Reynolds más pequeños son más significativos para los valores obtenidos.

Con respecto a la variación de φ se pueden ver diferencias considerables en los

valores de Froude obtenidos, viendo que para valores más cercanos a la unidad se

obtienen menores velocidades, lo que se puede atribuir a una menor acción de la

gravedad.
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Capı́tulo 8

Conclusiones y comentarios finales

Finalmente, con respecto a los cálculos y simulaciones realizadas con relación al

movimiento de una partı́cula en un fluido, considerando los efectos de la masa

virtual y la Fuerza de Basset se obtienen las siguientes conclusiones. Frente a las

simulaciones realizadas considerando situaciones concretas, se corrobora que para

una relación lı́quido-gas como lo es una gota de agua en movimiento en el aire, los

efectos de la masa virtual y fuerza de Basset son mı́nimos y pueden ser ignorados.

Se observa también que para pequeños cambios en la densidad del fluido se pue-

den ver grandes cambios en la progresión de velocidad de la partı́cula, por otro

lado, también se observa que para ciertas relaciones de densidad se puede despre-

ciar el efecto de ciertas variables, como lo es en concreto el arrastre de Stokes para

relaciones de densidad con tendencia a la unidad.

Con respecto al análisis dimensional de la partı́cula se obtiene que el parámetro

más importante a considerar en la simulación de velocidad de la partı́cula tiende

a ser el número de Reynolds, ya que determina de forma significativa la curva de

velocidad para cada caso, frente a esto se puede concluir que los efectos transien-

tes tienen más preponderancia para valores pequeños de Reynolds como se pre-

sentó anteriormente y se observa también que para Reynolds igual a la unidad
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se presentan curvas casi lineales en todos los casos comprobando que los efectos

gravitacionales y arrastre de Stokes son los que determinan la curva.

Gracias al análisis dimensional se puede ver también como la variación de la rela-

ción de densidad φ puede afectar el número de Froude, principalmente este cam-

bio se manifiesta como un cambio en los máximos valores de Froude obtenidos,

para valores de φ más cercanos a la unidad se presentan menores valores máxi-

mos. También se puede observar como para valores de φ más cercanos a la unidad

aumenta la importancia del efecto de la gravedad, tal como se presentó en la sec-

ción 2.5.2. Este factor hace que el efecto del número de Reynolds en el valor de

Froude sea aún más notorio.

Finalmente, se puede concluir que se logra el objetivo principal de conocer más

sobre el cómo las fuerzas transientes afectan el movimiento de una partı́cula en un

fluido. Se logra conocer cómo números adimensionales conocidos en la mecánica

de fluidos afectan el movimiento de la partı́cula y se logra generar conclusiones

en función de casos concretos analizados de manera numérica.

Posibles trabajos futuros como continuación a este podrı́an desarrollar un análisis

de la velocidad de la partı́cula considerando un fluido en movimiento, un análisis

de la velocidad de una partı́cula bajo los efectos de las mismas fuerzas transientes,

pero considerando más dimensiones del movimiento e incluso el mismo análisis,

pero para partı́culas con distintas geometrı́as.
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Apéndice A

Anexo I: Código velocidad de la

partı́cula considerando la fuerza de

Basset
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Apéndice B

Anexo II: Código velocidad

adimensional de la partı́cula

considerando la fuerza de Basset
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