UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO
SANTA MARIA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
VALPARAISO-CHILE

X
x|
ol

GEX UMBRA i SOLEM

Estimacion Robusta del Parametro
de Suavizamiento en P-splines

Memoria presentada por:

Carlos Alejandro Schwarzenberg Millar

Como requisito parcial

para optar al titulo profesional Ingeniero Civil Matemdtico

Profesores Guias:
Felipe Osorio Salgado
Ronny Vallejos Arriagada

Noviembre, 2016






UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

VALPARAISO-CHILE

GEX UMBRA i SOLEM

Estimacion Robusta del Parametro
de Suavizamiento en P-splines

Memoria presentada por:

Carlos Alejandro Schwarzenberg Millar

Como requisito parcial

para optar al titulo profesional Ingeniero Civil Matemdtico

Profesores Guias: Examinadores:
Felipe Osorio Salgado Alberto Mercado Saucedo
Ronny Vallejos Arriagada

Noviembre, 2016

Material de referencia, su uso no involucra responsabilidad del autor o de la Institucién.






TITULO DE LA MEMORIA:

Estimacion Robusta del Pardmetro de Suavizamiento en P-splines.

AUTOR: Carlos Alejandro Schwarzenberg Millar.

TRABAJO DE MEMORIA, presentado como requisito parcial para optar al titu-
lo profesional Ingeniero Civil Mateméatico de la Universidad Técnica Federico Santa

Maria.

COMISION EVALUADORA:

Integrantes Firma

Felipe Osorio Salgado
Pontificia Universidad Catodlica de Valparaiso, Chile.

Ronny Vallejos Arriagada

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Chile.

Alberto Mercado Saucedo

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Chile.

Valparaiso, Noviembre 2016.






Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mi familia por el carino y apoyo incondicional
durante todos estos anos. En especial a mi madre Olga Millar y a mi padre Juan Carlos
Schwarzenberg (Q.E.P.D). También a mi tia Gloria (Lola) Millar y a mi abuelita Olga

Menares.

Durante estos casi 8 anos que he estado en la regiéon de Valparaiso he tenido la
oportunidad de conocer un montén de gente, entre companeros de carrera, companeros
de universidad, y profesores, me causa nostalgia pensar en el el afio 2008 cuando ingresé
a la universidad y empezd esta etapa que ahora esta por concluir. Muchas gracias a
los los chicos de mate, con quienes comparti por muchos anos, con los cuales pasamos
por muchas horas de estudio en la sala F-265 y con quienes comparti varios cafes
en la sala del café del departamento de matematicas. Gracias a los profesores por su

dedicacién, en especial a mi profesor guia Felipe Osorio.

Un agradecimiento especial al Coro de Camara de la Universidad Técnica Federico
Santa Maria y a su director Felipe Molina Lavandera y pos su puesto a sus integrantes,
esta agrupacién me permitié desarrollarme como musico y cantante a la par que me

desarrollaba como ingeniero, ademas aqui conoci a varios amigos.

También quiero agradecer a la tia Leontina y a su familia, ella es la duena de la pension
en donde estuve viviendo por casi 6 anos y quien cuidé de mi y mis companeros de

pensién con mucho carino y dedicacion.

Valparaiso, Noviembre 2016.






A mi familia y amigos.






Indice general

Agradecimientos v
Indice general VII
Indice de figuras X
Indice de cuadros X
Resumen X1
1. Introduccién 1
1.1. Organizacién . . . . . . . . . .. 3
2. Preliminares 4
2.1. Suavizamiento usando P-splines . . . . . . ... ... ... .. ... .. 4
2.2. Algoritmo EM . . . . . ... 10
2.3. Algoritmo EM anidado . . . . . . . .. ..o 11
3. Estimacién del parametro de suavizamiento 13
3.1. Esquema del algoritmo . . . . . .. .. ... oo 15
3.2. Caélculo del error estandar . . . . . . ... ... ... ... ... .. .. 17
4. Aplicaciones 19
4.1. Acerca de los ajustes realizados . . . . . ... ... ... ... 20
4.2. Anélisis base de datos: Life Expectancy v/s PIB per capita . . . . . . . 21
4.3. Experimentos numéricos: estudio de simulacion . . . . .. . ... ... 24
4.4. Anélisis base de datos: Balloon . . . . ... .. ... .. ... ... .. 28
5. Conclusiones y Trabajos Futuros 31
A. Apéndice de Calculos. 33

A.1. Calculo de la funcién de log-verosimilitud del vector de datos aumentados 33

VII



Contenidos VIII

A.2. Calculo de la funcién de esperanzas condicionales del algoritmo EM

anidado . . . .. L. 35

A.3. Calculo de los valores 6ptimos del vector de parametros . . . . . . .. 37
A.4. Caélculo de las derivadas parcialesde Qo . . . . . . . .. .. ... ... 39

B. Apéndice de Cdédigos 43

Bibliografia 47



Indice de figuras

2.1. Gréaficos del GCV para distintos valoresde A . . . . . . . . . ... ...

2.2. Gréafico del GCV calculado via el paquete "heavy” para distintos valores
de X .

2.3. Gréfico del criterio de Akaike para distintos valores de A. Similar a la
Figura 2.1 el segundo grafico es un "zoom”del primero. . . . . . . . ..

4.1. Base de datos life donde se identifican 3 posibles outliers. . . . . . . . .
4.2. Ajuste P-Splines con errores normales (curva roja), ajuste P-spline ro-
busto (curva azul) y ajuste P-Splines con errores normales quitando las
3 observaciones catalogadas como outliers (curva verde). . . . ... ..
4.3. Ejemplo de ajuste a la base de datos generada a partir de f(x). En rojo
se muestra la funcion original y en azul la curva ajustada. . . . . . ..
4.4. Graficos de boxplot para distintos porcentajes de contaminacion y dis-
tintos niveles de contaminacién de varianza . . . . . . .. .. ... L.
4.5. Ajuste de la base de datos balloon usando 8 grados de libertad y 10
nodosS. . ..o
4.6. Ajuste de la base de datos balloon usando 8 grados de libertad y 20
nodos. . . .. e

IX



Indice de cuadros

4.1. Tabla comparativa de ajustes usando distintos valores para los grados
de libertad y para el nimero de nodos . . . . . .. ... ... .. ...

4.2. Tabla comparativa de ajustes usando distintos valores para los grados
de libertad y para el nimero de nodos . . . . ... ... ... ... ..



Estimacion Robusta del Parametro de Suavizamiento en P-Splines.

por CARLOS SCHWARZENBERG MILLAR

Resumen

Para seleccionar el parametro de suavizamiento en la regresion P-spline se han pro-
puesto varios métodos en la literatura, algunos de los més populares son validacién
cruzada (CV) y el criterio de informacion de Akaike (AIC). En este trabajo se ha
desarrollado una herramienta para seleccionar el parametro de suavizamiento en la
regresién P-spline [Eilers y Marx, 1996] a la par que se realiza el ajuste de la curva a
los datos, este método utiliza un modelo de mezcla de escala de normales [Andrews
y Mallows, 1974] por lo que es robusto ante la presencia de observaciones escapa-
das (outliers). Los cdlculos se llevan a cabo mediante el algoritmo EM anidado [van
Dyk, 2000], el cual es una variante computacionalmente eficiente del algoritmo EM
usual. Luego se realizan estimaciones del error estandar de los pardmetros mediante
el trabajo de Oakes [1999], en el cual se presenta una ecuacién para calcular la matriz
Hessiana en el algoritmo EM. Finalmente se han hecho pruebas de rendimiento al
algoritmo para medir su desempeno en términos de tiempo de ejecucion y calidad de

las respuestas.



Capitulo 1

Introduccion

En muchos trabajos de ingenieria es usual encontrarse con procesos a los cuales se
les busca una ecuacién (modelo) que los pueda representar con el fin de entender el
comportamiento de los datos o de realizar predicciones. En algunas ocasiones se suele
llevar a cabo esta tarea mediante una interpolacién por splines, es decir, un ajuste
por funciones base ponderadas que permiten trazar la curva deseada. En estos casos
el proceso de ajuste puede verse afectado por la presencia de datos atipicos o outliers,
los cuales pueden alterar el resultado del ajuste haciendo que la curva trazada no
represente de buena manera el comportamiento del proceso en estudio. Ante este tipo
de situaciones, se requiere de métodos robustos que permitan realizar la estimacién

de los pardametros y que estos no se vean alterados por estas observaciones atipicas.

En este trabajo se propone un método de estimaciéon robusto para el parametro de
suavizamiento (denotado por A) en P-splines (Splines Penalizados) [Durbén, 2009], en
el cual se consideran modelos con mezcla de escala de normales [Andrews y Mallows,
1974] con el objetivo de atenuar el efecto de los datos atipicos, en donde también se
recurre a estimaciones de pardmetros mediante el algoritmo EM anidado [van Dyk,
2000], el cual es una variante computacionalmente eficiente del algoritmo EM [Dem-
pster et al., 1977]. La importancia del pardmetro de suavizamiento A\ tiene que ver
con que este permite controlar la suavidad de la curva ajustada, para valores grandes
de este pardmetro la curva ajustada serd muy suave (en casos extremos, similar a una
recta) y para valores pequenos de este la curva serd mas rugosa (en casos extremos,
similar a una interpolacién). En este punto la presencia de observaciones escapadas

puede afectar fuertemente la eleccién del valor de A, ver por ejemplo, Osorio [2016b],
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Shi y Wang [1999], Thomas [1991] ya que segun el criterio de ajuste que se esté utili-
zando se pueden obtener valores que no sean satisfactorios al momento de realizar el

ajuste de la curva.

Cuando el proceso de estimacién esta completo es de interés tener una cuantificaciéon
del error asociado a los parametros estimados, para esto se consideran los trabajos de
Oakes [1999] y de Lee y Pawitan [2014] quienes han abordado el tema del célculo de
la matriz de informacién cuando usamos el algoritmo EM y también del calculo de la
matriz de covarianza de los estimadores maximo verosimiles penalizados respectiva-
mente, en base a estos trabajos es posible aprovechar la estructura del algoritmo EM

anidado para tener una expresion de la matriz de informacion observada.

Finalmente, en este trabajo, se llevan a cabo experimentos numéricos para evaluar
el comportamiento y desempeno del algoritmo propuesto en términos de tiempo de
ejecucion, error estandar en el caso de simulaciones y la calidad de los resultados
entregados. En esa seccidén se analiza la base de datos de esperanza de vida que se
ha estudiado, por ejemplo, en el trabajo de Leinhardt y Wasserman [1979]. Estos
datos representan el PIB per capita versus la esperanza de vida de ciertos paises. Se
escogen estos datos por la presencia de observaciones atipicas que dificultan los ajustes
tradicionales [Thomas, 1991]. Luego se presenta un estudio de simulacién donde se
estudian bases de datos generadas a partir de algunas funciones de prueba y cuyos

resultados permiten apreciar la bondad del procedimiento propuesto.
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1.1. Organizacién

Este trabajo se ha organizado de la siguiente forma:

Capitulo 2, en este capitulo se describen algunas de las herramientas necesarias para
el desarrollo del algoritmo propuesto y su posterior formulacién, estas herramien-
tas corresponden al suavizamiento mediante P-spline, algoritmo EM y algoritmo EM

anidado.

Capitulo 3, este es el capitulo donde se presentan los resultados principales de este
trabajo, en el que se desarrolla la formulacion del algoritmo propuesto utilizando las
herramientas introducidas en el capitulo de preliminares. Junto con la estimacion del
parametro de suavizamiento también se desarrolla un método para estimar el error

estandar de la estimacion.

Capitulo 4, finalmente en este capitulo se realizan distintas pruebas para evaluar el
desempeno del algoritmo, estas pruebas consisten en experimentos numéricos y analisis

de datos.
Ademas, este trabajo cuenta con los siguientes apéndices:

Apéndice A, en este apéndice se muestran en detalle los principales calculos del Capitu-
lo 3. Se decide dejar estos céalculos en un Apéndice con el objetivo de que la lectura

del mismo sea mas expedita.

Apéndice B, en este apéndice final se presentan los cédigos usados para realizar los
experimentos del Capitulo 4, estos cédlculos se llevaron a cabo con el programa R Core
Team [2016].



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se detallan algunas de las herramientas que se utilizan para el planteo
e implementacion del algoritmo propuesto. En la Seccion 2.1 se presenta el método de
suavizamiento usando splines penalizados (P-spline) [Eilers y Marx, 1996], sobre cémo
se plantea este y sobre la notacién usada. Ademads de algunos criterios existentes para
seleccionar el pardmetro de suavizamiento. En la Seccién 2.2 se introduce el algoritmo
EM [Dempster et al., 1977] y posteriormente se presenta el algoritmo EM anidado [van
Dyk, 2000], este tltimo de vital importancia, ya que de este se obtiene la estructura

del algoritmo propuesto.

2.1. Suavizamiento usando P-splines

Cuando se tiene la necesidad de ajustar curvas o buscar modelos para estudiar alguna
base de datos, esto con el fin de poder realizar predicciones o para tener un mejor
entendimiento de los fendmenos en estudio, son muchas las opciones existentes con
las que se puede llevar a cabo esta tarea. Las alternativas para desarrollar este ti-
po de anadlisis se dividen principalmente en modelos de regresién paramétricos y no
paramétricos. La diferencia de estas dos ideas es que en los modelos paramétricos se
asume una estructura preestablecida, la cual depende de la elecciéon de parametros,
los que adquieren una interpretacién de interés en el modelo. Por su parte, lo mo-
delos no paramétricos se enfocan en estimar directamente la funciéon deseada, esto
mediante, por ejemplo, el uso de funciones bases ponderadas. Teniendo en cuenta

lo anterior, a continuacion se desarrolla una descripciéon mas detallada acerca de los
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modelos de regresion no paramétricos, para luego entrar en detalle al suavizamiento

usando P-splines:

Se considera que se tiene una serie de datos ordenados (z;,y;) para i = 1,...,n.
Se asume que estos se encuentran relacionados mediante una funcién f(x) suave y

definida en un intervalo I de la siguiente forma
yi=flzi)+ea, i=1...,n (2.1.1)

para {¢;} variables aleatorias con media cero y varianza constante.

El objetivo es estimar f(z) directamente usando la informacién desde los datos. Para
llevar a cabo este paso existen varios métodos que se dividen en dos grupos principa-
les, los ajustes tipo Kernel y tipo splines [Durban, 2009]. El método de interés para
nosotros y sobre el cual se desarrolla este trabajo es el ajuste por splines penalizados
o P-splines [Eilers y Marx, 1996], el cual nace de la idea de buscar la funcién que

minimiza la suma de cuadrados penalizada, definida como:

S(f) = Z {y: — flz:)}* + A/I{f”(a:)}2 dz. (2.1.2)

A simple vista vemos que el primer término de la Ecuacién (2.1.2) corresponde al
ajuste de minimos cuadrados, mientras que el segundo término es una penalizaciéon
que se encarga de controlar la suavidad de la curva ajustada principalmente mediante
el valor de A el cual recibe el nombre de parametro de suavizamiento, este término ha
sido anadido con el fin de regular la fexibilidad del ajuste (dependiendo de su eleccién)
[O’Sullivan, 1986, 1988]. Para el caso en que A = 0 la Ecuacién (2.1.2) solo consideraria
la suma de cuadrados, por lo que el ajuste pasaria a ser una interpolacion de los pares
(x;,y;). Si por el contrario consideramos un A — oo el castigo a la suavidad de la

curva seria tan grande que esta se convertiria en casi una recta.

Para estimar f(z) se considera que ésta se puede escribir como una combinacién lineal
de funciones base {Bj, Bs, ..., By}, también llamada base spline, en este trabajo se
ha optado por usar funciones B-spline, las cuales consisten en piezas de polinomios
conectadas y que cumplen con caracteristicas bastante especificas, ver por ejemplo
[Eilers y Marx, 1996]. En particular, la caracteristica que es de nuestro interés es que
las derivadas son faciles y rapidas de calcular ya que estas utilizan B-splines de menor

grado y diferencias de los coeficientes que los acompanan. En particular, la férmula
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para la segunda derivada de una combinacion lineal de funciones B-splines cuando los

nodos son equidistantes es:
WY a;Bj(w;q) =Y A’a;Bj(w;q - 2), (2.1.3)
J J

con A el operador de diferencias, en donde A%a; = A(Aq;) = a; —2a;_1+a;_oy hes
la distancia entre nodos. En este trabajo se consideran nodos equidistantes y B-splines

de grado 3.

Cuando consideramos una combinacién lineal de B-splines para aproximar f(z) =

i1 @;B;(x) la Ecuacién (2.1.2) puede ser escrita como:

(i ajB;’(x)> dr, (2.1.4)

J=1

2
n p Tmax
500=32 (- Damten) 4 f
i=1 j=1 Tmin
en esta ultima, los valores a; deben ser estimados de manera de minimizar S(f). Para
llevar a cabo este paso se introduce la siguiente notacién vectorial:

Y = (y17y2a"'7yn)T

» B = (Bj(z;)) = (b;;) matriz de orden n x p.

» a=(ay,a,...,a,)".

» P=(p,) conp,, = [ B/BldX.

Las propiedades de las derivadas de los B-spline [Eilers y Marx, 1996] permiten que
el célculo de la matriz P sea sencillo, ya que como se menciond anteriormente, esta
depende de las diferencias de los coeficientes que acompanan a los B-splines, por lo
que se puede reescribir P = KTK, en donde K es una representacién matricial
del operador de diferencias A?, en este caso, la matriz K sera tridiagonal. Con esta

notacién la funcién S(f) se puede reescribir como:

S(f) = (Y — Ba)" (Y — Ba) + \a’ K" Ka. (2.1.5)

Ahora, s6lo queda por calcular el minimo de esta funcién para a, esto se hace derivando

con respecto al vector a e igualando a cero para encontrar el estimador de minimos



Capitulo 2. Preliminares 7

cuadrados penalizados (PLS).

%S(f) = 2B"(Y — Ba) +2\K"Ka =0, (2.1.6)

de esta forma se obtiene que el estimador PLS de a esta dado por:

a(\)=(B"B+\K"K) 'B"Y. (2.1.7)

Se escribe esta ecuacién dependiente del valor de A a propédsito, ya que a priori no
se conoce cual es el valor correcto de este parametro. A partir de este punto existen
criterios para seleccionar el valor de A como validacién cruzada (CV), validacién cru-
zada generalizada (GCV), C, de Mallows, del cual se habla en el libro de Ruppert et
al. [2003], o el criterio de Akaike (AIC) por ejemplo. Algunos de estos ejemplos se han
calculado para la base de datos 1life.rda y se muestran en los siguientes graficos a

modo de ejemplo.

Para el calculo del GCV se utiliza la siguiente ecuacion:

_ 1 [I-HW)Y|?
n{l—tr(H(\))/n}?’

GCV(N) (2.1.8)
que es un caso especial de la ecuaciéon que se encuentra en el trabajo de Osorio
[2016b],en donde hemos considerado W = I. De esta forma se obtiene el siguien-
te par de gréaficos en la Figura 2.1, en el primero se traza el valor del GCV para
valores de A entre (0, 10] y en el segundo gréfico se toma un intervalo menor de lamb-
da entre (0, 0,05] con el fin de hacer un zoom del primer grafico para apreciar donde se
alcanza el minimo de esta funcion. Para este criterio se obtiene un valor de A cercano
a 0,003.

Un algoritmo alternado, el cual es descrito en Osorio [2016b] se encuentra implemen-
tado en el paquete heavy [Osorio, 2016a] para el software estadistico R, con esto se
obtiene el siguiente grafico en la Figura 2.2, para este caso se obtiene un valor de A

cercano a 1.356.

Finalmente, el criterio de Akaike es definido mediante la ecuacion:

AIC = §m M+2tr(H)—2mln& —mIn2
= - 0o— mln2m, (2.1.9)
o

i=1 0
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en donde 6y = var(Y — Y ) cuando A = 0 y i = Ba. Esta ecuacién se encuentra en
el trabajo de Eilers y Marx [1996], para este caso se obtiene un valor de A cercano a
0.0120.

Se destaca la forma de los graficos del GCV y del AIC ya que en los primeros graficos
de las Figuras 2.1 y 2.3 no se percibe realmente cual es el valor correcto de A y es
necesario realizar un segundo grafico para captar de mejor manera la forma de las
curvas, es mas, en el caso del AIC si se hubiese escogido un intervalo para A del estilo
(0,2,10) se podria haber escogido un valor de A mayor al obtenido. Esto da muestras
de que la seleccién del parametro de suavizamiento para la base de datos life.rda

es relativamente compleja.

GCV (a) GCV (b)

444
|

46.5
|
442

46.0
|

GCVv
45.5
|
GCv
438

43.6
|

45.0
|

445
|
43.4
|

0 2 4 6 8 10 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

lambda lambda

Ficura 2.1: Graficos del GCV para distintos valores de A
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GCV via heavy

Gecv

255
|

25.0
|

lambda

10

FiGuraA 2.2: Grafico del GCV calculado via el paquete "heavy”para distintos va-
lores de A

AIC (a)

GCVv
=790.0 -789.5 -789.0

-790.5

-791.0
|

AIC (b)

GCv
-791.4 -791.3 =791.2
| |

-791.5
|

-791.6
|

lambda

10

-791.7

0.0

0.1

0.2

T T T T T
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

lambda

FicuraA 2.3: Grafico del criterio de Akaike para distintos valores de A. Similar a la
Figura 2.1 el segundo grafico es un ”zoom”del primero.




Capitulo 2. Preliminares 10

2.2. Algoritmo EM

El Algoritmo EM es un método iterativo que se usa para calcular estimaciones maximo-
verosimiles en problemas de estimacién donde se tienen datos perdidos, o en aquellos
que se puedan formular de esta forma. Este algoritmo fue introducido por Dempster et
al. [1977] y desde entonces ha ganado bastante popularidad en el drea de Estadistica
por su versatilidad y simplicidad de implementacién. Esta popularidad se ve refleja-
da en el uso de este algoritmo en numerosos trabajos de investigacion y en la vasta

bibliografia que se ha escrito al respecto.

El principal problema de la estimacién usando el método de maxima verosimilitud,
cuando se tienen datos perdidos, es que la funcién de verosimilitud no puede ser eva-
luada directamente a causa de los datos faltantes. Para llevar a cabo la estimacién
en un problema con estas caracteristicas, el algoritmo EM considera la existencia de
un vector aleatorio de datos observados Y s v un vector de datos completos Y ,,q
que contiene tanto los datos observados como los perdidos y que estan relacionados
mediante un mapeo M sobreyectivo de modo que Y ops = M (Y 4yg), luego se da ini-
cio a un proceso que consta de dos etapas iterativas en las cuales primero se calcula
una esperanza condicional (etapa E) y luego se buscan los valores de los parametros
que maximizan la esperanza condicional obtenida en la etapa previa (etapa M), de
esta forma comienza una serie de iteraciones en las cuales se buscan las estimacio-
nes maximo-verosimiles. Las etapas antes descritas son las que de dan el nombre al

algoritmo EM, etapa E por Esperanza y etapa M por Maximizacién.
A continuacién se enuncia la forma general del algoritmo EM:

Sea Y un vector aleatorio con distribucién p(Y';0), en donde 8 = (6y,...,04)7 es el
vector de pardametros que deseamos estimar. Como se menciona al principio, se llama
Y obs & los datos observados y Y aue = (Y obs, Y mis) al vector aleatorio de datos comple-
tos (observados y perdidos), lo cuales estén relacionados por un mapeo sobreyectivo M
de manera que Y ops = M(Y 4ye). Ademas se anota como £(0;Y ,,) = 10gD(Y aug; 0)
la funcion de log-verosimilitud de los datos aumentados. Con esto se construye las

siguientes etapas que definen al algoritmo EM.
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> Etapa E: Calcular
Q(816™)) =E |6(0;Y wug)|Yobs, 87 . (2.2.1)

> Etapa M: Actualizar el valor de 8% maximizando Q(8|6*) con

k+1

respecto de 0, esto es, se debe obtener 81 tal que:

QO V190 > Q(h|6%), VO € O. (2.2.2)

Se puede demostrar que este proceso incrementa la log-verosimilitud en cada iteracion
y converge a un punto critico de £(0;Y os) [Dempster et al., 1977]. Para detener el
algoritmo EM se debe considerar algiin criterio de parada, ya que el algoritmo itera
entre estas dos etapas descritas refinando cada vez mas el resultado. Usualmente se
considera que la diferencia entre las verosimilitudes de los datos observados de dos

pasos consecutivos sea menor que alguna tolerancia e.

|‘€(e(k+1)u YobS) - £<0(k)7 Yobs) H S €. (223)

En casos donde la funcion de verosimilitud no pueda ser calculada directamente se
puede utilizar como criterio de parada la diferencia entre dos estimaciones consecuti-

vas.

lo®+) — o™ < - [6™]. (2.2.4)

La monotonicidad y convergencia del algoritmo han sido demostradas en el trabajo
de Dempster et al. [1977] .

2.3. Algoritmo EM anidado

El algoritmo EM anidado nace de la idea de anidar un algoritmo EM dentro de otro con
el fin de reducir la fraccién de datos perdidos en comparacién al algoritmo EM usual, lo
cual resulta 1til en algoritmos EM con etapas E que que tengan estructuras complejas.
En el trabajo de van Dyk [2000] se muestra cémo el anidar dos (o més) algoritmos
EM puede generar un algoritmo que tiene una mayor velocidad de convergencia, es
facil de implementar y que posee propiedades de convergencia estables. La desventaja

es que debido al anidado cada iteracién requerird mas tiempo, en otras palabras, se
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obtiene un algoritmo que converge mas rapido, pero que sus pasos requeriran mayor

esfuerzo computacional.

El anidado se efectia de la siguiente forma, se considera que el vector de datos au-
mentados se puede dividir en dos (0 mas) partes Y ,ug, ¥ Y aug, tales que estas puedan
ser escritas de la siguiente forma Y s = M1 (Yaug,) ¥ Yaug, = M2(Y ang,) Para M,

y My dos mapeos sobreyectivos asociados al modelo del vector de datos aumentados.

De forma similar que en la seccién previa, se definen dos funciones de esperanzas con-
dicionales Q1(6[6o) = E [£(0§ Y aug )Y obs; 90} y Q2(0|6p) = E [5(9; Y aug, )| Y obs, 90];
en donde £(6, -) son funciones de log-verosimilitud de los vectores asociados, con esto

se define la funcién:
Q21(01001,002) = E [E [((0;Y aug,)|Y aug,» 001] | Y obs: Oo2] . (2.3.1)

esta funcion considera a Y ,,5, como un vector de datos observados para el vector de
datos aumentados Y ,g,. Luego, al igual que el algoritmo EM estdndar, se formula
el proceso iterativo que consta de las etapas E y M considerando el anidado antes

descrito de la siguiente forma:

> Etapa E: Calcular

QQl (0|0(k+%)a O(k)) =E [E [£(07 Yaug2)|Yaug1 ) O(IH_%)} |Y0b57 0<k):|
(2.3.2)

> KEtapa M: Actualizar el valor de %) al  maximizar

Q21(9|9(k+%), 6™ con respecto de 8, esto es
Qa1 (6F+T|9¢T1) 91)) > ,,(0]0% 1) W) VO c© (23.3)

Contrariamente al algoritmo EM, la interna del algoritmo EM anidado se ejecuta con
un numero fijo 1" de ciclos, estos ciclos se encuentran indexados por el término ¢ con
1 <t < T, esto quiere decir que se llevaran a cabo T’ ciclos internos antes de pasar a
una nueva iteracion (k+1) del ciclo externo, dicho de otra forma, cuando se completan

k-+1)

T iteraciones del ciclo interno se toma ' = @+ ), se 1nicla una nueva iteracion

y se vuelven a iniciar los ciclos internos.



Capitulo 3

Estimacion del parametro de

suavizamiento

En en la Seccién 2.1 se presentd el suavizamiento P-spline y se dieron a conocer al-
gunos de los criterios que se usan para escoger el parametro de suavizamiento.Aun
cuando el criterio de validacion cruzada generalizada ha sido criticado por subestimar
el verdadero valor de \ existe en la literatura de problemas inversos una serie de pro-
cedimientos para la selecciéon del pardmetro de suavizamiento (o de regulacién) (ver,
por ejemplo, Hansen [2010], Cép. 5). En este trabajo abordamos un procedimiento
para estimar el parametro de suavizamiento en P-splines mediante el uso del algoritmo
EM anidado.

Considere el siguiente modelo de regresion:

Yila, 7; (S (b;"a,2), = (S H(rsv), a~N,(0,2(K"K)™), i=1,...,n,
(3.0.1)

en donde 7; es una variable aleatoria positiva con funcién de distribucion acumulada
H. En este modelo la variable Y asume una mezcla de escala de normal [Andrews
y Mallows, 1974]. La eleccién de este modelo se debe principalmente debido a sus

caracteristicas de robustez, asi como de simpleza computacional.

Para plantear el algoritmo EM anidado usando el modelo anterior se consideran los
augy — (YT,TT, a")'yY = (YT, 77)T en donde

T = (11,...,7)7 ¥ a son consideradas variables perdidas mientras que Y son los

vectores de datos aumentados Y aug,

13
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datos observados. A continuacién se escriben las etapas del algoritmo EM anidado en

funcién del modelo (3.0.1), las cuales se mencionan en el Capitulo de Preliminares.

Dado que el vector a puede ser visto como un efecto aleatorio, en este caso tenemos que
el vector de parametros de interés es @ = (¢, \)T. Para poder escribir explicitamente el
valor de ()91 es necesario calcular paso a paso las funciones necesarias que componen
su estructura, partiendo por la funcién de log-verosimilitud £,(0;Y a.g,) para luego ser
reemplazada en las esperanzas condicionales de (J9;. Estos cédlculos se han anexado el
Apéndice A en donde se presentan las derivaciones en una forma més exhaustiva. A
continuacion, se muestran los resultados principales que se necesitan para planter el

algoritmo.

La funcién de esperanzas condicionales ()2 (9|0(k+%), O(k)) queda escrita de la siguiente

forma:
Q0 (0]00+1) g®)y — TPy 2 1og A
]. t t t
- %E[Sw (aw (A=) + )\a%;,()\(k*?))KTKaW()\(’”T))’Y, 6"
¢(k+%) . N
et {E [(BTWB FAKTK)(BTWB + \ 5 KTK) 1Y, 6 >] } ,

(3.0.2)
con Sy (a) = (Y — Ba)"W(Y — Ba) y aw(\) = (BP"WB + \K'K)"'B"WY.

Ahora se procede a buscar aquellos valores de A y ¢ que maximizan la ecuacién (3.0.2)

(ver Apéndice A). Los valores de ¢+%/T) y \+1/T) asumen las siguientes expresiones:

1
n+p
() _ pphtT)

By + %) (K"K - )

P <p¢<k+%> 4 By 4 ABHF) E2>
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en donde:

Ei =E 'SW(aW(MH%)))‘Y,e(k)}

Kay A\ |y, o
2

(BTWB 4 )\(k+%)KT)71

Y, 0<k>] .

Ademas K es una matriz que cumple con P = KTK y tr() es el operador traza.

Las esperanzas condicionales F;, Fy v FE3 que se utilizan en el calculo de A\ y ¢
lamentablemente no tienen una forma explicita, por lo que estas deben ser estimadas
usando algiin método estocastico, en este caso se ha decidido aproximarlas usando
un algoritmo Monte Carlo. Este método permite aproximar esperanzas condicionales
mediante el calculo de promedios muestrales, obtenidos a partir de datos simulados.
De este modo, mientras mas términos se consideren mayor sera la precisiéon de la

aproximacion.

3.1. Esquema del algoritmo

Manteniendo la notacién introducida en los capitulos previos se presenta a conti-
nuacion un esquema del algoritmo, el cual se divide en dos partes, en la primera se
muestran algunos calculos preliminares asi como nuestras elecciones para estimaciones

iniciales, y en la segunda parte se muestra en detalle el proceso de estimacion:

Algorithm 1 Célculos previos al inicio del algoritmo de estimacion

1: Definir X y Y, seleccionar los valores del grado del B-Spline (deg), el nimero de nodos
(nknots), tolerancia y v

n = length(X), nseg = nknots — 2-deg — 1, p = nseg + 3

Calcular las matrices B, K y P

Seleccionar los valores iniciales de A(©) y ¢(©)

Calcular a = (BTB +\p)"'BTY y D = (Y — Ba)?/¢
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Algorithm 2 Inicio del Algoritmo de estimacion

1: while (ecm > tolerancia) do

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

for (i=1:T) do
5, si it <5
2, si 5<it<10
100, si 10 < it < 20
200, si 20 < it
for (1=1:N) do
for (j in 1:n) do
W1j,jl = rgamma(1, (v +1)/2, (v + D[j])/2)
end for
aw = (B"WB + \P)"'B"WY
Sw = (Y — Bay)"W(Y — Bay)
El=FE1+ Sw/N
E2=FE2+ (Kaw)' Kaw /N
E3=E3+(B"WB+\-P)"'/N

a_est = a_est + ay /N

N —

end for
b = (n}rp)~(p~q§+E1[1]+)\-E2)

A=(p-¢)/(E2+ ¢-trP - E3)
aMc = aMc + a_est/T

end for

a = aMc

D=((Y —Ba)*)/¢

it=it+1

22: end while
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Observaciones:

1- El céalculo de las matrices B y K se ha hecho mediante el uso de funciones para
construir bases B-Splines que se describen en el trabajo de Eilers y Marx [2010], estas

se encuentran en el Apéndice B.

2- El ciclo interno por lo general avanza rapido paso a paso por lo que se recomienda

usar pequenos valores para 7', en nuestro caso se ha tomado 7' = 7.

3- Las cadenas Monte Carlo de las estimaciones de las esperanzas condicionales se
han escogido de distintos tamanos conforme avanza el algoritmo, esto con el fin de
agilizar las estimaciones en los pasos iniciales y dejando el refinamiento de estas para

los ultimos pasos.

3.2. Calculo del error estandar

Una de las criticas que se le hace tanto al algoritmo EM como a su variante anidada
es que, a diferencia de los métodos tipo Newton-Raphson, estos carecen del célculo
sistematico de la matriz de covarianza de las estimaciones méaximo verosimiles, la cual
entrega una nocion de la precision de los estimadores maximo verosimiles. Ante esta
problemética existen trabajos como los de Lee y Pawitan [2014] y Oakes [1999] los
cuales dan alternativas para calcular la matriz Hessiana en el Algoritmo EM estandar
y a partir de esta, obtener una estimacién de la matriz de covarianza, la cual permite
tener una estimacion del error estdndar mediante la raiz cuadrada de los elementos de
su diagonal. Para poder usar estos métodos en el caso del algoritmo EM anidado se
aprovecha la estructura de este y se utiliza la propiedad Q21(9]0(k), O(k)) = QQ(BIO(k))
[van Dyk, 2000].

Del trabajo de Oakes [1999], la ecuacién que permite calcular la matriz Hessiana es:

(3.2.1)

oY) _ [ Q(016")  5°Q(0]6")
5000* 5000* o0 ag(k)T

0=0%)

Notando que:

Q(816%) = @21(66),6%) = E[E [(a(6; Y s, )|V e, 09 1Y, 0], (3:2.2)
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en donde Q,(0|0™) queda escrito como:

Q:(610%) = ~"L1og o+ L1og x

2
1

2¢
¢(k)

~~E [SW (aw (A®)) + Aal, (A®))Pay (A)]Y, 0<’f>]

+ 2 {E [(BTWB +\P)(BTWB + \MP) 1]y, 0<k>] } . (3.2.3)

2¢

De esta forma, es posible calcular las derivadas parciales del lado derecho de la ecua-

cién (3.2.1), las cuales son matrices de 2 x 2

00007 92Q2(66'™)

’

Qe [ e
‘9=a<k> N

ONDp

92Q2(0]6(%))
DpON
92Q2(016™™)

92Q2(8]0™)
W‘ — 23;3¢(k()k)
9009k lo=6 20:(0l0%)

Los resultados de estas ecuaciones se adjuntan en el Apéndice A.

N2 9=0%)
92Q2(0|6(F))
9pONK)
92Q2(016™™)
ONONF) 9—0(k)

(3.2.4)

(3.2.5)



Capitulo 4

Aplicaciones

En el capitulo anterior se desarrollé la metodologia propuesta dando su marco tedri-
co e indicando sus pasos para el proceso de estimacién asi como el calculo para el
error estandar. En este capitulo se realizan experimentos numéricos para evaluar el
desempeno del algoritmo. Es de interés conocer caracteristicas de éste como por ejem-
plo, el tiempo de ejecucion o el error de las estimaciones obtenidas. Para estudiar las
propiedades del algoritmo se decide realizar dos tipos de andlisis estadisticos. Prime-
ro, se realiza un ajuste a una base de datos que presenta observaciones que pueden
ser catalogadas como atipicas, el conjunto de datos de esperanza de vida (1ife.rda)
[Leinhardt y Wasserman, 1979] posee 101 datos que contienen informacién sobre la
esperanza de vida y el ingreso per capita de 101 paises en el ano 1979. Esta base de
datos fue introducida originalmente por Leinhardt y Wasserman [1979] y también ha
sido estudiada en los trabajos de Thomas [1991] y Osorio [2016b]. En segundo lugar
se realiza un estudio de simulacién usando una funcién de prueba y agregando errores
con contaminacion en la varianza, esto con el fin de simular datos con observaciones
atipicas que requieran un método robusto para la estimacién, de esta forma se ge-
neraron 500 bases de datos con 100 observaciones cada una para distintos niveles de
contaminacién, luego se realiza un ajuste a estas simulaciones y se calcula el error
cuadratico medio, esta informacion es resumida mediante graficos de cajéon con bi-
gotes o box-plot. En ltimo lugar, se analiza la base de datos balloon.rda la cual
contiene 4984 observaciones correspondientes a mediciones realizadas por un globo
meteoroldgico, en este experimento se observa como se comporta el algoritmo al ana-
lizar bases de datos de tamano medio. Todos los cédlculos y graficos se realizaron con
el software estadistico R [R Core Team, 2016].

19
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Previo a los experimentos descritos se describen algunos parametros del algoritmo,
puesto que éstos valores pueden tener un impacto sobre el desempeno del mismo,
estos parametros son, por ejemplo, el nimero de nodos usados en el ajuste, el largo
de las cadenas Monte Carlo utilizado para el cdlculo de las esperanzas condicionales

o los valores iniciales de \ y ¢ escogidos para iniciar el algoritmo, entre otros.

4.1. Acerca de los ajustes realizados

El algoritmo es controlado por ciertos parametros que se deben escoger antes de iniciar
el proceso de estimacion, en esta seccién se describen algunos aspectos relacionados
con la seleccion de estos parametros. En paréntesis se muestra el nombre que se usa

en el cédigo para estos parametros, el cédigo usado se encuentra en el Apéndice B.

» El grado de los splines (deg), este es el grado de las funciones base splines. En
este trabajo se consideran splines de grado 3, es decir, splines ciibicos. Se escogen
de esta forma debido a que sus segundas derivadas son faciles de calcular segin
lo visto en la Seccién 2.1, ademas, se considera que son un buen consenso entre
suavidad del spline y el esfuerzo computacional que agrega, ya que al ser de

grado 3 la matriz P = K7 K serd una matriz banda de ancho 7.

» El nimero de nodos (nknots) y el niimero de segmentos (nseg), estos se encuen-
tran relacionados de la siguiente forma nseg=nknots-2*deg-1 en donde deg es
el grado de los splines antes mencionado. El nimero de nodos escogido tiene que
ver con la particion del dominio de la base de datos a ajustar. Instintivamente
mientras mas nodos se escogen el ajuste sera mas moldeable, aunque esto tam-
bién le puede aportar mayor rugosidad a la curva ajustada. Ademds un mayor
nimero de nodos requerira un mayor gasto computacional al momento de hacer
los calculos. En este trabajo se consideran distintos nimeros de nodos segun el
experimento que se realiza, en el trabajo de Ruppert [2002] se discuten algunos

criterios para escoger la cantidad de nodos.

» Grados de libertad del modelo (nu), los grados de libertad del modelo escogido
guardan relacion con la distribucion de las variables aleatorias 7, en este caso se

considera que las variables 7 siguen una distribucion t de Student o slash.

» Largo de las cadenas Monte Carlo (N), la aproximacién Monte Carlo es un pro-

ceso iterativo que aumenta su calidad a medida que se escoge un mayor nimero
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de iteraciones. Teniendo esto en cuenta se decide tomar pocas iteraciones para
las estimaciones iniciales y se toma un mayor ntimero de iteraciones para los
calculos finales, esto con el fin de agilizar el algoritmo en los primeros pasos al
considerar estimaciones rapidas y al refinar sélo los resultados de las estimacio-
nes finales para tener resultados mas exactos, de esta forma para las primeras

se considera el siguiente esquema para el largo de las cadenas:

5, si it <5

20, si 5< it <10

100, si 10 < it <20
200, si 20 < it

N =

en donde it es el ndmero de la iteracion.

» Tolerancia (tolerancia). La tolerancia es el valor escogido para el criterio de
parada, el cual en este caso es medir el error cuadratico medio en estimaciones
consecutivas. Se ha considerado que cuando esta diferencia sea menor que 0.01

se dard por finalizado el algoritmo.

» Valores iniciales de lambda (lambda) y phi (phi). Estos corresponden a los

valores iniciales que se escogen para dar inicio al algoritmo. En esta ocasion se
utilizé A@ =0y ¢© = 1.

4.2. Anailisis base de datos: Life Expectancy v/s
PIB per capita

Los primeros datos analizados corresponden a la base de datos life.rda, la cual
contiene 101 observaciones con informacién sobre el ingreso per capita (PIB per cépita)
de ciertos paises en el ano 1979 versus la esperanza de vida de estos (medida en anos),
esta base de datos fue introducida y analizada originalmente en el trabajo de Leinhardt
y Wasserman [1979]. Actualmente en la pagina http://www.gapminder.org/world/
se encuentra una actualizacién mas reciente de esta base de datos y con mas paises

incluidos.

Lo interesante de estos datos es que hay observaciones que pueden ser catalogadas
como atipicas y que dificultan los ajustes tradicionales. En la préctica ante problemas

de este tipo se puede optar por buscar criterios de identificacién y clasificacién de


http://www.gapminder.org/world/

Capitulo 4. Estimacion del parametro de suavizamiento 22

Esperanza de vida v/s PIB per capita
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FI1GURA 4.1: Base de datos life donde se identifican 3 posibles outliers.

datos atipicos para quitarlos y de esta forma mejorar el ajuste, o también, se puede

optar por usar métodos robustos de estimacién (como el propuesto en este trabajo).

La informacién de la base de datos 1ife.rda se presenta en el grafico de la Figura
4.1. Los paises Iran, Libia y Arabia Saudita corresponden a observaciones que podrian
ser catalogadas como escapadas, ya que estos se encuentran alejados del resto de las
observaciones, esto genera que el suavizamiento mediante P-splines sea fuertemente

afectado, tal como se muestra en la Figura 4.2.

En la Figura 4.2, en la curva roja se traza un ajuste a la base de datos usando el
método propuesto pero con errores normales, como se puede observar esta curva se ve
influenciada por las tres observaciones marcadas al ser esta desplazada hacia abajo.
Para tener una nocién de cuanto afectan en realidad estas observaciones atipicas, se
dibuja en la curva verde un ajuste a la base de datos pero quitando las tres observa-
ciones antes mencionadas. De esta forma se puede observar que la curva verde sigue

de mejor manera la media de las observaciones en comparaciéon a la curva roja.

En la curva naranja se observa el ajuste realizado con la funcién heavyPS disponible

en el paquete heavy [Osorio, 2016a] del programa estadistico R [R Core Team, 2016]
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Esperanza de vida v/s PIB per cépita
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FIGURA 4.2: Ajuste P-Splines con errores normales (curva roja), ajuste P-spline
robusto (curva azul) y ajuste P-Splines con errores normales quitando las 3 obser-
vaciones catalogadas como outliers (curva verde).

usando una errores normales. Se puede ver que este ajuste es el mas afectado por los

datos outliers.

Finalmente, en la curva azul se ha trazado el ajuste usando el método propuesto a
toda la base de datos (es decir, sin quitar ninguna observacién), se aprecia que esta
tiene un comportamiento similar al de la curva verde, con la diferencia de que en este

caso no fue necesario retirar ningin dato.

Al inicio del Capitulo mencionan brevemente ciertos parametros fijos que se escogen

al iniciar el algoritmo. Para ver como cambia el desempeno de este se presenta una
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tabla comparando los valores obtenidos para distintos valores de los grados de libertad
y distinto niimero de nodos. Principalmente vemos como estos dos parametros afectan
a los valores estimados y al tiempo de ejecucion. Ademds, acompanando a las estima-
ciones, se encuentra el error estandar estimado [Oakes, 1999] calculado en conjunto
con el algoritmo y en paréntesis acompanando al niimero de nodos se encuentra el

nimero de segmentos.

CUADRO 4.1: Tabla comparativa de ajustes usando distintos valores para los grados
de libertad y para el nimero de nodos

Error Error

v nodos  valor de \ valor de ¢ tiempo [seg]
Estandar Estandar

2 10 (3) 0.003 2.165 14.962 0.002 8.42
20 (13) 7.741 2.157 15.351 2.287 5.76
28 (21) 89.072 2.167 15.473 20.206 18.55

4 10 (3) 0.005 3.362 23.161 0.004 7.86
20 (13) 14.728 3.334 23.368 4.319 14.04
28 (21) 163.466 3.347 23.632 36.890 9.27

8 10 (3) 0.009 4.573 31.289 0.007 11.38
20 (13) 22.969 4.473 31.651 6.723 4.97
28 (21) 256.999 4.510 31.791 57.946 14.11

La informacion resumida en la Tabla 4.1 muestra cémo influye la cantidad de nodos
escogidos en el tiempo de ejecucion del algoritmo, al tener una mayor particion del
dominio, las matrices involucradas tienen mayor dimensiéon, por lo que se incurre en
un mayor gasto numérico. Similar con los grados de libertad escogidos, al aumentarlos

también se observa un aumento del tiempo de ejecucion.

4.3. Experimentos numéricos: estudio de simula-
cion
En esta seccion se considera el siguiente experimento: Usando la funciéon de prueba

f(x) = sin(27(1 — z)?) con dominio en el intervalo (0,1) se simulan bases de datos

que contienen un error aleatorio con contaminacion, es decir, un error aleatorio que
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Funcion test f(x)

0 - o
o
o o &
©®0%0 o o (o]
0 & o o o
® 5 04° @
o ® & o ©o0o © Ooo )
S © ° g © 0o P
o &© o ° o
o [e]
o
>
o _|
|
o
S 4
I
o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

FIGURA 4.3: Ejemplo de ajuste a la base de datos generada a partir de f(z). En
rojo se muestra la funcién original y en azul la curva ajustada.

tiene la siguiente distribucion:

(1 — 8)N(0,1) + SN(0,7) (4.3.1)

Asi, con una probabilidad de (1 —§) los errores provienen de una distribucién N (0, 1)
y con una probabilidad de § estos vienen de una distribucién A (0,~), a este valor v lo
llamamos nivel de inflacién de varianza. Esto con el fin de poder reconstruir la funcion
original a partir de la base de datos contaminados y luego calcular el error cuadrético
al comparar el ajuste con la funcién original. A modo de ejemplo, en la Figura 4.3 se
muestra una simulacion con su respectivo ajuste en la curva azul, y en la curva roja se
representa la funcién f(x), en esta simulacién se usé una contaminacién de varianza

de 10 %, y un nivel de inflacién de varianza de v = 4.

Entonces, el experimento consistié en generar 500 bases de datos de 100 observacio-
nes para distintos niveles inflaciéon de varianza v = 2,4,10 y distintos porcentajes

de contaminaciéon § = 0%, 5 %, 10 %, 25 %, 40 %, y en cada caso, se calculd el error
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cuadratico medio de cada ajuste y resumir esta informaciéon mediante gréficos box-
plot. Los ajustes se realizaron usando 15 nodos, 4 grados de libertad y un criterio de
parada de 0.05.

Como se observa en la Figuras 4.4, en el primer grafico boxplot que corresponde al
experimento realizado con una inflaciéon de varianza de v = 2. Se puede observar que
el comportamiento de los boxplot es bastante similar a medida que se aumentan los
porcentajes de contaminacién. Este mismo comportamiento se ve en el segundo grafico
en donde el nivel de inflaciéon de varianza es de v = 4, esto nos permite observar la
robustez del método atin en altos niveles de contaminaciéon. Finalmente en el tercer
grafico se aprecia que los 1ltimos porcentajes de contaminacién logran afectar a un
mayor numero de ajustes, pero aun asi la media de estos se encuentra cerca a las

otras.
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(a) Error Cuadratico Medio (b) Error Cuadratico Medio
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FiGuraA 4.4: Graficos de boxplot para distintos porcentajes de contaminacién y
distintos niveles de contaminacién de varianza
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4.4. Analisis base de datos: Balloon

Balloon
n
9 e
o
2 4
c o
S
(S}
2
(3]
b=
o
S
n
0
@
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Index

Como una tltima prueba se ha realizado un ajuste a la base de datos balloon.rda con
el fin de testear el tiempo de ejecucion cuando se tienen muchos datos, la base de datos
balloon.rda posee 4984 observaciones que corresponden a mediciones realizadas por
un globo meteoroldgico, por lo que estas se encuentran ordenadas segin el orden en
que fueron medidas, en la imagen se puede observar que en una de las secciones del
grafico hay una caida de las observaciones, una de las explicaciones de esto es que el

globo fue rotado por el viento y su propia sombra obstruyé las mediciones.
Los resultados del ajuste se resumen en la siguiente tabla similar a la anterior,

Ademads, se muestra el ajuste realizado para distinto nimero de nodos (10 y 20) y
8 grados de libertad. En las Figuras 4.5 y 4.6 se aprecia que la principal diferencia
entres los ajuste se encuentra en el principio y el final de la curva, el ajuste de 20
nodos es capaz de seguir de mejor manera el comportamiento de los datos. Se resalta
en ambos graficos el ajustre realizado no se ve afectado por las observaciones atipicas

en la zona de caida de los datos.
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CUADRO 4.2: Tabla comparativa de ajustes usando distintos valores para los grados
de libertad y para el niimero de nodos

Q Error Error .
v mnodos  valor de A Bsténdar valor de ¢ Esténdar tiempo [seg]
2 20 (13) 0.003 0.000 0.001 0.001 890.83
28 (21) 0.006 0.000 0.001 0.002 1357.45
4 20 (13) 0.005 0.000 0.002 0.002 815.25
28 (21) 0.010 0.000 0.002 0.003 1377.55
Splines ajustados
< 8
o |
2
o
8
I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Index
Ajuste usando 10 nodos

F1GURA 4.5: Ajuste de la base de datos balloon usando 8 grados de libertad y 10
nodos.
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Splines ajustados
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Ajuste usando 20 nodos

F1GURA 4.6: Ajuste de la base de datos balloon usando 8 grados de libertad y 20
nodos.
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Conclusiones y Trabajos Futuros

Este trabajo se ha desarrollado una herramienta que estima el valor del parametro de
suavizamiento en la regresiéon P-spline a la par que se lleva a cabo el ajuste, lo cual es
una diferencia sustancial con respecto a los criterios usuales que calculan el valor de
A, esta herramienta cuenta con buenas propiedades en términos computacionales y en
términos la calidad de los resultados que entrega, los cuales cuentan con una estima-
cion del error estandar, lo que eventualmente puede servir para generar intervalos de
confianza de estos parametros y también para trazar bandas de confianza para la cur-
va ajustada. Las metodologias usadas en su elaboracion le otorgan las caracteristicas
de robustez para la estimacién y la flexibilidad necesaria para ajustar distintas bases

de datos, por lo que los escenarios en donde puede ser utilizado son bastante variados.

Algunos detalles que pueden ser mejorados en trabajos futuros son, entre otras, la
eleccién del vector a, este vector depende del valor de A de la forma: ay = (BTWB +
AP)"'BT"WY, por lo que para cada valor estimado de A se tendra un valor de a
asociado. En este trabajo se ha optado por utilizar todos los valores calculados de
a y estimar un a final mediante el método Monte Carlo, esta metodologia entrega
resultados que son aceptables en términos de tiempo y de valores finales pero tienen el
problema de que las primeras estimaciones de este vector estdn calculadas con valores
de A muy distintos a los A finales debido al proceso de estimacién, por lo que se podria
argumentar que estos valores iniciales de A generan un ruido en la estimacion de a.
Algunas de las opciones que se barajan para solucionar este problema son usar sélo
las ultimas estimaciones de A para estimar a mediante Monte Carlo o, cuando ya se
han estabilizado los valores A se pueden generar algunos mas con el fin de estimar el

valor de @ mediante Monte Carlo.
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Con respecto a el cédigo del algoritmo, este es costoso computacionalmente debido
a las multiples estimaciones realizadas dentro de los ciclos internos del algoritmo,
estimaciones que son de la forma de un for dentro de otro for. Queda pendiente para
el cédigo una escritura que sea mas expedita y que aproveche de mejor manera las
variables aleatorias generadas y los ciclos del algoritmo para reciclar algunos del los
calculos realizados. También se podria utilizar algin otro lenguaje de programacion

de bajo nivel para disminuir los tiempos de ejecucion.



Apéndice A

Apéndice de Calculos.

A.1. Calculo de la funcion de log-verosimilitud del

vector de datos aumentados

A continuacion se muestran los calculos realizados para la obtencion del valor de la
funcion £,(0;Y ayg, ), la cual interviene en el algoritmo EM anidado directamente en la
funcion de esperanzas condicionales ()91 (0|0(k+%), 6'")) descrita en la Seccién 2.3. Para
esto, primero se busca la funciéon de log-verosimilitud del vector de datos aumentados

Y .., Para poder desarrollar el resto de los cdlculos.

Se escribe la funcion de verosimilitud del vector de datos aumentados como la multi-

plicacién de las funciones de verosimilitud de las variables aleatorias que lo componen:

n p
L(6;Y ag,) = L(6; Y, 7" a") = [[ L(6; V) - [ [ L(6;7) - L(B;@),  (A.L1)

i=1 i=1
para los pasos que siguen se tiene en cuenta la siguiente consideracion, como la etapa
M del algoritmo EM se encarga de maximizar con respecto al vector 8 = (¢, \)T, se
dejaréan fuera de las ecuaciones los términos que no dependan de 6, por ejemplo, el
término [[7_ L(0;7;) en la ecuacién (A.1.1), ya que la distribucién de 7 no depende
de @ por lo que este se comporta como una constante al momento de maximizar.
Este criterio se usa a lo largo de esta seccion. Ademads, se utiliza la notacién vectorial

introducida en la Seccién 2.1.

33



Apéndice de Célculos. 34

De esta forma la ecuacién (A.1.1) se reescribe como:

L(6;Y aug,) = ﬁL(O;Y;) - L(6;a). (A.1.2)

=1

A continuacién se presentan los calculos por separado para cada funcién de verosimi-

litud de la ecuacién anterior empezando por la funcién de verosimilitud de Y:

Le:y) - [[ L)

:H;ﬁexp{—%%(n—bﬁ)?} (A.1.3)

Aplicando In en ambos lados de la ecuacién y despreciando los términos que no de-

penden de 6

(6:Y) = iln (L> L+ %m () + {—lﬁ(yi - bz’a)Q}

1
- —gln(gb)—%( — Ba)" W (Y - Ba), (A.1.4)
en donde W = diag(m,...,7,) es una matriz diagonal que contiene los componentes

del vector T.

De forma similar, a continuacion se calcula la funcién de verosimilitud de a:

1 1 7
L(6;a) x —73 XD ——~a’~Pa (A.1.5)
(2m)P/2 ‘%P ‘ 2 ¢

(A.1.6)

Aplicando In en ambos lados de la ecuacién y despreciando los términos que no de-

penden de 6
—1
0(0;a) = —gln (%) - %aT (%P‘) a
A
_ _g In(¢) + gln()\) - %aTPa. (A.17)
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Usando los resultados anteriores se escribe de forma explicita la funcion de log-

verosimilitud del vector de datos aumentados:

0a(0;Y ang,) = 0(0;Y) 4+ £(0;a)

_ _g In (¢) + % (Y — Ba)" W (Y — Ba) — gln(gb) + g In(\) — %aTPa
_ _”‘2”’1n(¢) + 2y + % (¥ - Ba)’ W (Y - Ba) -~ Aa"Pa).
(A.L8)

A.2. Calculo de la funcién de esperanzas condicio-

nales del algoritmo EM anidado

Usando la expresién de €,(0;Y 4y,,) descrita en la seccién anterior, en la ecuacién
(A.1.8), se calcula la expresién para la funcién Qo (6]0*), 6™ del Algoritmo EM

anidado, la cual tiene la siguiente estructura.
Qu1(016D,00) = E [E 0,65 ¥ g, )|V e, 0| v, 0] (A.2.1)

para llevar esto a cabo, se desarrolla primero la esperanza condicional interna, es decir,

el término E [Ea(e; Y aug, )Y aug, s 0(k+%)} para luego ser reemplazada en la esperanza

condicional externa. Para simplificar la notacién se llama 0*+7) — @*. De esta forma

se tiene:
. n+
E[(a(60: Y aug,) Vs, 0] = == In (9) + S n()
+ %E [(Y —Ba)"W (Y - Ba)|Y, T, 0]
— %E [a"PalY,T,0]. (A.2.2)

Las esperanzas condicionales de esta tltima ecuacién se calculan por separado para
luego reemplazarlas en la ecuacién. Para esto el trabajo de West [1984] entrega el

siguiente resultado que permite realizar el calculo de las esperanzas condicionales:
alY, T ~ N,y(aw(\),s(B"WB + \P)™) (A.2.3)

con aw(\) = (BTWB + \P)"'B’.
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Teniendo esto en cuenta y considerando que la esperanza de formas cuadraticas tiene
la férmula explicita E[XTAX] = tr(AX) + u"Ap, en donde X es la matriz de
covarianzas de X y p es su media, se pueden calcular de forma sencilla y explicita las

esperanzas condicionales de la ecuacién (A.2.2).

E[a"PalY,7,0°] = ¢*tr (P(B"WB + X*P)™') + aw (X)) Paw(\*), (A.2.4)

E [(Y ~ Ba)" W (Y - Ba)|Y, T, 0*} = ¢'tr (BTWB(B"WB + \"P)™")
+ Sy (aw (\)), (A.2.5)
en donde Sy (a) = (Y — Ba)"W(Y — Ba).

Luego, se toman estos términos para reescribir la ecuacién (A.2.2), la cual queda de

la siguiente forma:

E [(a(0,Y ug)|Y aug,, 0] = — ; L1og -+ £ log A
- %tr (B"WB(B"WB + X'P)'B) + %W — Baw(\")W(Y — Baw(\))
— i (PIB'WE +X'P) ) = - (aw() Paw(V). (4.26)

en esta ultima ecuacion se considera lo siguiente:

tr (B"WB(B"WB + \*P)™") +tr A\P(B"WB + \*P)™")
=tr (B"WB+AP)(B"WB+ X*P)™"). (A27)

Por lo que la ecuacién (A.2.2) queda finalmente escrita como:

E [EG(O, Yaug2)|Yaug17 0*} = _n —Qi_ £
~ 55 (Swlaw(h) + Aafy () Paw (V)
+ St (BWE 4 AP)(B'WE + X'P) ).

logngJrglog)\

(A.2.8)
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Haciendo uso de la expresién para la esperanza interna de la ecuacién anterior se

procede a calcular la esperanza condicional externa de le(O\O(H%), 0").

n+p
2

Q21(9\9(k+%), oM = — log ¢ + glogA

1 t t t
— 55 [Sw(aw () + aal, () Paw ()Y, 6]
A (E [(BTWB +AP)(BYWB + A5 p)-ly eﬂ) (A.2.9)
5 , . (A2,

A.3. Calculo de los valores 6ptimos del vector de

parametros

Teniendo la expresion de Q21(0|0(k+%), 6'")) descrita en la seccién anterior en la ecua-
cién (A.2.9), se procede a buscar los valores de A y ¢ que maximizan esta ecuacion.
Para llevar esto a cabo primero se fija el valor de A = A(k+T) y se deriva con respecto
a ¢ para buscar su valor 6ptimo.

8Q (0]0%+7) 9k 2 t
Q0070 ) _ 1P 2 B[Sy (aw (M)

oo 20 ¢?
A Dal () Pay (A1), 6]
¢(k+%) T
-t (B[BTWB
+ AEDP)BIWB + ACP) Y, 00 ) (A3

al fijar el valor de A el ultimo término de la ecuacién anterior se reduce de la siguiente

forma:

tr <E [(BTWB + )\(H%)P)(BTWB + )\(/’W%)p)—lh(7 g(k’)D —
tr (E [I]Y,H(’“)]) = p, (A3.2)

por lo que la derivada parcial de Qo7 con respecto a ¢ queda escrita como

0Q2(016*+7), 0™  n+p poo®tT) 2 (kL)

+)\(k+%)a7v;/(/\k+%)PGW(A(IH_%))]|Y7ek} , (A.3.3)
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Luego, se separa la suma de la esperanza condicional y se iguala la ecuacién a cero

para buscar el maximo:

ntp 2 (k) k
55+ P [Swlaw )Y, 6]
2 (E+7)

=

0=—

pop+T)
292

E [aﬂv;(xk+%>PaW(A<k+%>)\Y, ek} - (A.3.4)

De esta ultima ecuacion se obtiene al despejar que el valor éptimo de ¢ es:

P+ = %[ S B[S (an (A1) [y, 0%
n-rp

t+1 t 2
+ AR {HDaW(/\(’”T))H ‘Y,B(’“)”. (A.3.5)

Se procede de forma similar para buscar el valor 6ptimo de A pero utilizando el valor

actualizado de gb(’”%) obtenido en la ecuacién (A.3.5). Entonces, primero se deriva
Q21(810%7) 0%)) con respecto a A

005 (0]6%+1) 9™y | i .
21 ’ o\ ) _ ﬁ _ 2¢(k+%)E [a%()\(k-FT))PaW()\(k—&-T))|Y7Okz]

i % tr (E [p(BTWB + )\("3+%)P)‘1|Y,9(’“)D . (A.3.6)

Al igualar a 0 y despejar la ecuacién anterior se obtiene que el valor 6ptimo de A es:

‘ 2
() - [pavoeo[[v.o)
A\ B+ —

pot )

¢%+%3Ntr(PE{(BTMZB-%Aw+ﬁ”Iﬂ_IhQ9“ﬂ)
_.I_

(A.3.7)

Las esperanzas condicionales de las ecuaciones (A.3.5) y (A.3.7) no tienen una forma
explicita, por lo que al momento de buscar sus valores numéricos estas seran estimadas

mediante el método Monte Carlo.
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A.4. Calculo de las derivadas parciales de (-

Como se explica en la Seccion 3.2, para tener una estimacion del error estandar de las
estimaciones se puede utilizar la ecuacién propuesta por Oakes [1999] para obtener la

matriz Hessiana asociada a los parametros. Esta ecuacién tiene la siguiente forma:

(A4.1)

PLO.Y) [ 0*Q(e16™) +82Q(0|9(k)>
0000”7 0000" 0006™")

0=0(F)

Para hacer uso de esta féormula se debe usar la funcion Q2(9|0(k)) descrita en la Seccién
3.2, la cual representa a la funcién ()5; cuando esta es evaluada al finalizar los ciclos
internos de la forma Q5(8]0™) = Q2,(0]6%), %)), Esta funcién tiene la siguiente

expresion

Q:(616%) = ~"L10g 6+ L 1og x
- %E [SW (aw (A®)) + Aak AW Pay (\D)|Y, 9““}
@. T T (k) py—1 (k)
+ 55 o {B[(BTWB 1 AP)(B'WB 4 XOP) Y 0]} (A42)

Los célculos de las derivadas parciales de Q,(0]|0™) son bastante tediosos dada la
cantidad de términos y variables que intervienen, por lo que en los calculos siguientes

se dan resultados explicitos para no entrar en calculos engorrosos.

Se empieza por el primer término del lado derecho de la ecuacién (A.4.1), es decir la

matriz
9%2Q 9%2Q
82Q2 o ( 8¢22 6(;58/2\ ) (A 4 3)
T 82Q 82Q ) .
0006 6)«9; 8)\22

a continuacién se muestras las primeras derivadas parciales necesarias para calcular

la matriz anterior.

GQQ_ n+p

26~ 25 T T;E [SW (aw(A\?)) + Aal, AF) Pay (AH)|Y, 9<k>]
¢(k) T T k 1 k
R {E [(B WB + A\P)(BTWB + \® P)~1|y, 8 >] } . (A4.4)



Apéndice de Célculos. 40

0Qx p o) . - “
N2 29 tr{E [P<B WB+\VP)"|Y, 0 ” (A.4.5)

Luego, los términos de las segundas derivadas cruzadas son:

82Q2 0 <8Q2) _ n-+p

9 0o\ 06 ) 27
- %E [ (aw (X)) + Al (\®) Pay (A) ¥, 0
¢ T T (k) py—1 (k)
+W-tr{E [(B WB + \P)(B"WB + A" P)"l|Y 0 ]} (A.4.6)

PQ _ QD (a@) _

DPON — ONId  OA \ Do
(k)
- 2)7; tr {E [P(BTWB AW Py, e<k>] } (A47)

52Q2 2 0Q) _ p
ON2 o\

Ahora los célculos del segundo término del lado derecho de la ecuacién (A.4.1), es

decir, la matriz

9Q 82Q
P*Qy _ ( a¢a¢(2k) aqsaA(Zk) ) (A.4.9)

(k) 82Q2 92Q2
0000 MNP XA

Las primeras derivadas parciales son:

0Q, 1

—_r . T T (k) py—1 (k)
550 = 55 tr{E|[(B"WB + \PY(B'"WB + \"P)"|y,0%|}  (A.4.10)
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062 1 (®) (k)

+2(B"WB + \PP)'B"WB(B"W B + \¥) P)"' Pa,,(\")
— 2\aw (A\® P(B"W B + A\® P)"' Pay, (\W)|Y, eﬂ

. gbz(—;)tr{E[ — (B"WB + \P)(B'"WB

+ AP Py P(BTWB + \® p)~!

Y,B(k)] }) (A4.11)

Luego, los términos de las segundas derivadas cruzadas son:

0%Q, _£<8Q2)
0606 ~ 95 \ 9o

_ %& - {E[(B'"WB + \P)(B'WB + \"P) [y, 0®| | (A4.12)

PQ _0(00a) 1 T M py-11y. g
ONIHF) O\ (a(b(k)) ——gg'tf{E [P(B WB+\XYP)|Y,0 ]} (A.4.13)

82622 - 8 an o 1 ) )
DPONE) — D ((«M(@) - 27)2]3 [—2aw (AV) Pay (AV)

+2(B"WB + \PP)'B"WB(B"W B + \¥) P)"' Pa,,(\")
— 2\aw (A\®)P(B"W B + XY P) "' Payy (\®)|Y, 0”6)}

(k)
+ %tr{E[ — (B"WB+\P)(B"WB

+ A0 P)P(B"TWB + \Y P)|Y, eﬂ } (A.4.14)

PQx 0 (0Qy
ONONE) X \ oAk

¢(k)
-Gt {E [—P(BTWB +AOP) I P(BTWB + AP P) Y, e“ﬂ }

(A.4.15)
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Por tltimo, queda evaluar todas las ecuaciones anteriores en 8 = 8%%), empezando por

92Q2
06°

0=0()

0°Q n+p 1
W;L:ew T 2(p®)2 (¢(k))3E[SW(aW(>\(k)))

+)\a,a,(/\(k))PaW(/\(k)”Y’g(k)] X

Gy (A410)

0*Q
DpON

- T (k) py-1 (k)
o=0®)  2(pk))2 tr{E [P(B WB+AXYP)|Y. 0 ” (A.4.17)

0*Q2 p
N2 lo—ow — 2(A)2° (A.4.18)
Ahora los otros términos de % .
ax B 0 A.4.19
0pOp*) ‘ezg(k) T 2(pk)2 (A.4.19)

9°Qs B . - "
3A0¢(’“>‘eo<k> T 2(pM)2 'tr{E [P(B WB+\VP)Y,0 ” (A.4.20)

9%Qs B 1
OPONK) ‘o:g(m T 2(pM)2

E [—ZaW(A(k))PaW(/\(k))

— 2aw(A\?)P(B"W B + A% P)~ Payy (\M)]Y, eﬂ
1 T (k) T
2(¢(k))2tr{E[ (B"WB + \Y P)(B"W B

+ A0 P)P(B"TWB + \Y P)|Y, eﬂ } (A.4.21)

ONONK) [g=g(¥) 2

+A0P) Ty, 0(’?)} } (A.4.22)
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Apéndice de Cdédigos

tpower <-
function(x, s, p) {
# truncated p-th power function

(x-8) " px* (x>8)

bbase <-
function(x, xmin = min(x), xmax = max(x), deg = deg, nknots=nknots) {
# construct a B-spline basis of degree ’deg’
nseg=nknots-2*deg-1
dx <- (xmax - xmin) / nseg
knots <- seq(xmin - deg * dx, xmax + deg * dx, by = dx)
P <- outer(x, knots, tpower, deg)
n <- dim(P) [2]
K <- diff(diag(n), diff = deg + 1) / (gamma(deg + 1) * dx ~ deg)
B <- (-1) ~ (deg + 1) * P %x% t(K)
list(B = B, knots = knots, K=K)

penalty <-

function(p, ord) {
# construct a penalty matrix of order ’ord’
K <- diff(diag(p), diff = ord)
K
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P_ajust <-

function(X, Y, deg=deg, nknots=nknots, tolerancia=tolerancia, nu=nu) {
# Ajuste P-spline y estimacién del parametro de suavizamiento
n=length (X)

nseg=nknots-2*deg-1

p=nseg+3

fit<-bbase(X,deg=deg,nknots=nknots)

B<-fit$B; K<-penalty(p,3); P<-t(K)%*%K
lambda=0; phi=1;
lambda_vec<-c(lambda); phi_vec<-c(phi)

error_lambda<-c(0); error_phi<-c(0)

a=solve(t (B)%*%B + lambdax*P)%*%t (B) h*x%Y
D=((Y - B%*%a)~2)/phi
W<- matrix(0, length(X), length(X))

T=7; it=1

ECM<-c ()
ecm=sum ( (Y-B%*%a) ~2)
est=B*%a

v1=c(0) ;v2=c(0) ;v3=c(0) ;v4=c(0) ;vb=c(0) ;v6=c(0) ;v7=c(0)

ptm <- proc.time()

while(ecm > tolerancia){
aMc=matrix(0,p,1)
for(i in 1:T){

if (it<5){N=5}

if (5<= it && it <10){N=20}
if(10<= it && it <20){N=100}
if (20<= it){N=200}
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E1=0; E2=0; E3=matrix(0, p, p)

a_est=matrix(0,p,1)

E_1=0; E_2=0; E_3=0; E_4=0; E_5=0; E_6=0
for(l in 1:M){
for(j in 1:length(X)){W[j,jl=rgamma(l, (nu+1)/2,
(nu+D[j1)/2)}
inv=solve( t(B)%*%W/*%B + lambda*P )
aw= inv %*% t(B) %x% W %% Y
Sw=(t (Y-BY%x%haw) ) %x%W/h*% (Y-Blxhaw)

E1=E1+(Sw/N)
E2=E2+ (t (K%*%aw) %*%K%*%aw) /N
E3=E3+solve (t (B)%*%Wk*%B + lambda*P)/N
a_est=a_est+(aw/N)
}
phi=((1/(n+p))*( p*phi + E1[1] + lambda*E2[1] ))
lambda=(p*phi)/(E2[1] + phi*sum(diag(P%*%E3)))

aMc=aMc+a_est/T

lambda_vec[it]=1lambda
phi_vec[it]=phi

a=alMc
D=((Y - B%*%a)"2)/phi
ecm=sum ( (est-B}*%a) "2)
ECM[it]<-c(ecm)
est=B*%a
it=it+1

}

N=200

for(j in 1:N){

for(i in 1:length(X)){W[i,il=rgamma(l, (nu+1)/2, (nu+D[i])/2)}
inv=solve( t(B)%*%W/*}B + lambda*P )
aw= inv %*% t(B) %x% W %x*% Y
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Sw=(t (Y-BY%x*Jhaw) ) %*%W)*% (Y-Bl*jaw)

E_1 =E_1+ (Sw[1l/N)

E_2 = E_2 + ( t(aw)%*x%Ph*lhaw ) [1]/N

E_3 = E_3 + inv/N

E_4 = E_4 + (2¢t(aw) %% P %*% inv %x% (t(B) %x%h W %) (Y-Blx%aw)
- lambda * P Yx*% aw ))[1]/N

E_5 = E_5 + 2+t (aw)%*%P %*% invi*x%P %*% aw) [1]/N

E_6 = E_6 + inv J*J, P Jx*J, inv/N

d2Q_dphi2 = as.numeric( (n+p)/(2*phi~2) - (1/(phi~3))=*(E_
1 + lambda*E_2))
d2Q_dlambda_dphi =as.numeric( 1/(2xphi~2)*E_2 - 1/(2*phi)
* sum(diag(P%*%E_3)))
d2Q_dlambda2 = as.numeric( -p/(2*lambda~2))
d2Q_dphi_dphik = as.numeric( -p/(2xphi~2))
d2Q_dlambda_dphik =as.numeric( 1/(2*phi) * sum(diag( P%*%E_3 )) )
d2Q_dphi_dlambdak = as.numeric( 1/(2%phi~2) * E_4 + 1/(2%phi)
* sum(diag( P%*%E_3 )) )
d2Q_dlambda_dlambdak = as.numeric( 1/(2*phi)*( E_5 )
- 0.5*sum(diag(P%*%E_6)) )
Q21=cbind(c( d2Q_dphi2 , d2Q_dlambda_dphi ),
c(d2Q_dlambda_dphi ,d2Q_dlambda2))
Q22=cbind (c( d2Q_dphi_dphik , d2Q_dlambda_dphik),
c(d2Q_dphi_dlambdak ,d2Q_dlambda_dlambdak))

error_lambda=sqrt (solve(-Q21-Q22) [1,1])
error_phi=sqrt(solve(-Q21-Q22) [2,2])

tiempo =proc.time() - ptm
list(lambda=lambda, phi=phi,a=a, ECM=ECM, tiempo=tiempo,

Q=solve(-Q21-Q22) ,error_lambda=error_lambda,

error_phi=error_phi,N=N)
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