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UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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RESUMEN

En todos los principales observatorios astronómicos terrestres, la óptica adaptativa

(AO) se ha convertido en una técnica intŕınseca para acercar las observaciones cient́ıficas

al lḿite de difracción de los instrumentos astronómicos. Esto se debe a que AO permite

la compensación de las aberraciones ṕticas causadas por la turbulencia atmosférica,

aśı como las vibraciones de la estructura del telescopio inducidas por elementos dentro

de la instrumentación del sistema (como ventiladores y bombas de enfriamiento), el

viento y los movimientos del telescopio. Ya que las vibraciones afectan fuertemente el

rendimiento de los sistemas AO y dificultan el logro de imágenes de buena calidad,

es necesario obtener un modelo de estas vibraciones para posteriormente desarrollar

técnicas de control simples, pero efectivas, que se puedan implementar en tiempo real.

Es por ello que en esta tesis se propone caracterizar estas vibraciones modelándolas

como una combinación lineal de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido

e identificando dichos osciladores de tiempo continuo utilizando un muestreo regular. Se

representa el modelo del oscilador como un modelo autoregresivo en tiempo continuo para

luego obtener su modelo equivalente en tiempo discreto, en función de los parámetros del
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modelo en tiempo continuo. Posteriormente, se identifica el modelo utilizando el método

de Máxima Verosimilitud ocupando algoritmos de optimización tanto local como global.

Cuando se utiliza un algoritmo de optimización local, se requiere una buena esti-

mación inicial para los parámetros del sistema para luego realizar la correspondiente

optimización, la cual en esta tesis consiste en implementar el algoritmo de cuasi New-

ton. Por otra parte, cuando se utiliza un algoritmo de optimización global, se analiza el

modelo equivalente de datos muestreados para dos casos: i) muestreo instantáneo y ii)

muestreo integrado.

Se analiza en detalle ambos tipos de optimización, ilustrando el comportamiento de

la función log-verosimilitud a través de ejemplos numéricos que muestran que presenta

varios máximos locales.

Palabras Claves – Óptica Adaptativa, Vibraciones, Identificación de Osciladores, mo-

delo CARMA, Método de Máxima Verosimilitud.
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ABSTRACT

In all major ground-based astronomical observatories, adaptive optics (AO) has be-

come an intrinsic technique to bring scientific observations closer to the diffraction limit

of the astronomical instruments. This is because AO enables the compensation of the

optical aberrations caused by atmospheric turbulence, as well as the vibrations of the

structure of the telescope induced by elements within the system instrumentation (such

as fans and cooling pumps), wind and movements of the telescope. Since vibrations

strongly affect the performance of the AO systems and hinder the achievement of good

quality images, it is necessary to obtain a model of these vibrations to later develop

simple but effective control techniques that can be implemented in real time. It is for

this reason that in this thesis it is proposed to characterize these vibrations by modeling

them as a linear combination of oscillators each one driven fed by a noise and identifying

the continuous-time oscillators using regular sampling. The model of the oscillator is

represented as continuous-time autoregressive model, obtaining its discrete-time equiva-

lent model, in terms of the parameters of the model in continuous-time oscillator. Then,

the model is identified using the method of Maximum Likelihood using local and global

optimization algorithms.

When a local optimization algorithm is used, a good initial estimation is required for

the parameters of the system. Then one performs the corresponding optimization, which

in this case is implemented using the algorithm of quasi Newton. On the other hand,

when a global optimization algorithm is used, the equivalent model of sampled data is

analyzed for two cases: i) instantaneous sampling and ii) integrated sampling.

Both types of optimization are analyzed in detail, illustrating the behavior of the

log-likelihood function through numerical examples that show that it presents several

local maxima.

Keywords – Maximum Likelihood Methods, Continuous Time System Estimation, Osci-

llators identification, CARMA model, Maximum Likelihood, Adaptive Optics, Vibrations

.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Motivación

La identificación de vibraciones ha sido un tema recurrente en diferentes áreas de

investigación, tales como: Óptica Adaptativa (AO) [1–6], Robótica móvil [7], y Procesa-

miento de Señales y Comunicaciones [8,9].

Los sistemas de AO se emplean en los telescopios modernos para obtener imágenes

cercanas al ĺımite de difracción de los instrumentos cient́ıficos. Estos sistemas son muy

sensibles a las vibraciones inducidas por elementos dentro de la instrumentación del

sistema, como ventiladores y bombas de enfriamiento, por lo que caracterizar y mitigar

los efectos de las vibraciones es un tema de creciente importancia en muchos observatorios

[2, 6, 8]. Es por ello que la motivación principal de esta tesis es modelar y desarrollar

técnicas de identificación de las vibraciones inducidas en los modernos sistemas de AO

de los telescopios.

En este trabajo de investigación se propone modelar el sistema de interés como una

combinación lineal de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido. Por ende,

la propuesta involucra la estimación de los parámetros de cada uno de dichos ruidos.

La identificación de sistemas osciladores ha sido un tema de interés recurrente en áreas

de investigación, como i) Estad́ıstica [9–11] y ii) F́ısica Matemática [12]. Los osciladores

de tiempo continuo son muy relevantes para una amplia gama de áreas de investigación

ya que están presentes no solo en la naturaleza sino también en algunas aplicaciones

tecnológicas (veáse, por ejempo [3, 12] y sus referencias). Los sistemas osciladores se

representan t́ıpicamente utilizando ecuaciones diferenciales en tiempo continuo. Además,

es bien sabido que cuando se muestrea un sistema dinámico aparece, en general, ceros

de muestreo [13, 14]. Por lo tanto, los algoritmos para identificar sistemas de tiempo

continuo son altamente relevantes.

Por otro lado, la identificación de sistemas de tiempo continuo se realiza normalmente

utilizando modelos aproximados [13, 15, 16]. De hecho, para los sistemas no lineales no

existe una representación exacta del modelo equivalente de datos muestreados, y para los

2
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sistemas lineales, el mapeo de los parámetros de tiempo continuo a los ceros de muestreo

es, en general, complejo.

El problema de obtener un modelo aproximado utilizando datos muestreados ha

atráıdo la atención de varios grupos de investigación (veáse, por ejemplo [17–21]).

Un enfoque t́ıpico para identificar un sistema de tiempo continuo es utilizar una apro-

ximación como el método de Euler [13, 16, 22] para obtener un modelo (aproximado) de

tiempo discreto. Por ejemplo, en [23] se considera el problema de estimar los paráme-

tros en un modelo autorregresivo en tiempo continuo a partir de muestras de tiempo

discreto, reemplazando las derivadas por aproximaciones delta, formando una regresión

lineal y utilizando el método de mı́nimos cuadrados. Además, es bien sabido que el ren-

dimiento de los métodos de identificación obtenidos mediante este enfoque proporciona

estimaciones sesgadas [24].

Por otra parte, en [25] se obtiene una evaluación exacta del espectro de potencia en el

dominio discreto usando B-splines exponenciales y se presenta un enfoque de estimación

que se basa en la función de verosimilitud de Whittle [26].

En el reciente art́ıculo [27] se presenta un algoritmo para identificar un sistema auto-

rregresivo de media móvil de tiempo-continuo (CARMA) que utiliza datos muestreados

de forma irregular en el marco de máxima verosimilitud (a través de la maximización di-

recta de la función de verosimilitud y mediante el algoritmo de Esperanza-Maximización

(EM) [28]). Los modelos CARMA se modelan como una función de transferencia con

polos y ceros alimentada por un ruido [27]. En [27] la función de Máxima Verosimilitud

(ML) es optimizada utilizando métodos de Newton [29]. Este enfoque se puede aplicar

directamente para identificar osciladores de tiempo continuo. Sin embargo, el éxito de

las técnicas en [25,27] depende de la inicialización de la estimación de los parámetros del

sistema.

En este trabajo el procedimiento para conseguir la estimación de los parámetros

del modelo de osciladores es el siguiente: (i) Describir la correlación de los distintos

ruidos que alimentan al sistema, (ii) expresar el sistema CARMA como un modelo de

espacio de estado, (iii) obtener su correspondiente modelo exacto (para estad́ısticas de

segundo orden) equivalente en tiempo discreto considerando el tiempo de muestreo finito

∆, (iv) identificar las vibraciones utilizando la técnica de estimación ML ampliamente

utilizada en la literatura [30] y [31]; Para ello se desarrollan dos estrategias de algoritmo

de optimización una local y otra global. En el caso de que la estimación de los parámetros

del modelo de osciladores se realiza mediante un algoritmo de optimización local, se

calcula la función de log-verosimilitud mediante la descomposición del error de predicción

a través del filtro de Kalman, para luego identificar los parámetros del modelo localmente

utilizando técnicas de cuasi-Newton. Por otra parte, si la estimación se realiza mediante
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un algoritmo de optimización global, se calcula la función log-verosimilitud directamente

desde el modelo ARMA del sistema de interés. Además, al implementar el algoritmo de

optimización global, se analiza la función de verosimilitud para dos casos: i) muestreo

instantáneo y ii) muestreo integrador.

El objetivo principal de la presente tesis es obtener una primera aproximación de las

dificultades para identificar los parámetros de un oscilador de tiempo continuo. En los

ejemplos numéricos, se observa que la función de verosimilitud muestra varios máximos

locales, lo que ayuda a comprender las dificultades de aplicar los algoritmos [25, 27] a

este problema.

1.2. Principales Contribuciones de la Tesis

Las principales contribuciones de la tesis son las siguientes:

1. Se proponen modelar las vibraciones de sistemas de AO como una combinación

lineal de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido. Por claridad de

la exposición el modelo se considera sin condiciones iniciales ni tampoco amorti-

guamiento.

2. A pesar de que en los sistemas lineales el mapeo de los parámetros de tiempo

continuo a los ceros de muestreo es muy complejo, aqúı se obtiene el modelo exacto

en tiempo discreto (para estad́ısticas de segundo orden) considerando el tiempo de

muestreo finito ∆.

3. Se propone dos métodos de identificación para el modelo de vibraciones utilizan-

do Máxima Verosimilitud: Se maximiza la función de verosimilitud a través de

i) método de optimización local y ii) global. En el caso de optimización local se

calcula la función de log-verosimilitud utilizando la descomposición del error me-

diante el filtro de Kalman y se estiman los parámetros utilizando el algoritmo de

cuasi-Newton. En cambio, en la optimizaciń global se calcula la función de log-

verosimilitud utilizando el modelo ARMA obtenido previamente.

4. Implementación del algoritmo ML para ambos casos de optimización, lo que per-

mite comprender las dificultades para identificar los parámetros de un oscilador

de tiempo continuo ya que la función log-verosimilitud presenta varios máximos

locales.

5. A través de los ejemplos numéricos presentados se comprueba la validez del análisis

de los ceros de muestreo asintóticos (∆ → 0) en [13] en el caso de que el sistema

estocástico de tiempo continuo es un oscilador con polos en el eje imaginario.
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1.3. Publicaciones por el Autor

1. Art́ıculo en Revista

K. González, P. Escárate, R. Carvajal and J.C. Agüero. On Maximum Likelihood

Estimation of Continuous Time Oscillators. Submitted in 2017 (november) IEEE

Latin America Transactions.- Abstract: In this paper, we address the identi-

fication of a continuous-time oscillator. We represented the oscillators model as

using continuous-time autogressive moving average model. We obtain its equiva-

lent discrete-time model, in terms of the continuous time model parameters. Thus,

we identify the model using the Maximum Likelihood method. Our main moti-

vation is modelling the telescope structure vibrations induced by wind and the

telescope movements in modern adapative optics systems.

2. Art́ıculo en Conferencias

a) J.C. Agüero, K. González and R. Carvajal. EM-based identification of ARX

systems having quantized output data. In 2017 20th IFAC World Congress.-

Abstract: In this paper we develop a novel algorithm to identify an auto-

regressive with exogenous signal system utilizing quantized output data. We

use the Expectation-Maximization algorithm to obtain the Maximum Like-

lihood estimate.

b) K. González, M. Coronel, R. Carvajal, P. Escárate and J.C. Agüero. Maximum

Likelihood Identification of a Continuous-Time Oscillator Utilizing Sampled

Data. Submitted to 18th IFAC Symposium on System Identification, (SYSID

2018).- Abstract: In this paper we analyze the likelihood function correspon-

ding to a continuous-time oscillator utilizing regular sampling. We analyze the

equivalent sampled-data model for two cases i) instantaneous sampling and ii)

integrated sampling. We illustrate the behavior of the log-likelihood function

via numerical examples showing that it presents several local maxima.

c) P. Escárate, K. González, M. Coronel, R. Carvajal and J.C. Agüero. Vibra-

tion Model identification using the Maximum Likelihood method. To appear

in SPIE Astronomical Telescopes + Instrumentation (2018).- Abstract: The

vibration effects acting in the science light path reduce the performance of

the adaptive optics systems (AO). In order to mitigate the vibration effects

and to improve the performance of the AO, an adequate model for the vibra-

tion in necessary. A continuous-time oscillator modelled as a continuous-time

autogressive moving average model will be identified in order to estimate the

main frequency vibrations peaks. The use of Maximum Likelihood method to



6 CHAPTER 1. INTRODUCCIÓN

identify the system of interest (considering the effect of initial conditions) will

be discussed.

1.4. Notación

La notación que se utilizará en la presente tesis se define a continuación: AT denota

la matriz transpuesta de A, detA denota el determinante de la matriz A , adj(A) denota

a la matriz adjunta de A, eA representa a la matriz exponencial de la matriz A. 0a×b

y Ia denota la matriz cero de dimensiones a × b y la matriz identidad de dimensiones

a × a respectivamente. Se utiliza el siguiente vector columna para representar una sub-

secuencia de la señal xt, xk:j = [xTk x
T
k+1 . . . x

T
t ]T . θ0 denota el parámetro verdadero, θ̂

denota una estimación de θ0. θ̂m denota la m-ésima iteración. E{·} denota el operador

esperanza. E{x|y} denota el valor esperado de la variable aleatoria x dado la variable

aleatoria y. δ(·) representa a la función Delta de Dirac.

1.5. Organización del documento

Se proporciona a continuación una breve descripción de los temas tratados en cada

caṕıtulo de la tesis :

Caṕıtulo 2: En este caṕıtulo se presentan los conceptos fundamentales de la Óptica

Adaptativa (AO) para luego plantear el problema teórico a resolver en la presente tesis.

Caṕıtulo 3: En este caṕıtulo se presentan los conceptos básicos respecto a los sistemas

estocásticos muestreados uniformemente. Se obtiene el modelo exacto equivalente en

tiempo discreto cuando se utiliza muestreo instantáneo e integrado.

Caṕıtulo 4: Se obtiene el modelo exacto en tiempo discreto para el sistema de vibra-

ciones utilizando muestreo instantáneo e integrado. Además, se presenta el método de

Máxima Verosimilitud a utilizar para estimar los parámetros de interés.

Caṕıtulo 5: Se desarrollan dos algoritmos de optimización para estimar los parámetros

del sistema de interés, uno global y otro local. Se analizan ambos algoritmos a través de

varios ejemplos numéricos.

Caṕıtulo 6: En este caṕıtulo se presentan las conclusiones de la tesis y las opciones

de trabajo a futuro que permiten darle continuidad a esta investigación.



Caṕıtulo 2

ÓPTICA ADAPTATIVA

2.1. Introducción

La Óptica adaptativa (AO) es una técnica óptica utilizada para mejorar el rendi-

miento de los sistemas ópticos al reducir el efecto de las distorsiones del frente de onda

entrante, deformando un espejo para compensar la distorsión. La AO es ampliamente

utilizada en los modernos telescopios astronómicos [32], en microscoṕıa [33] y en sistemas

de imágenes de la retina [34] con el fin de reducir las aberraciones ópticas.

Los sistemas de AO aplicados al área de la astronomı́a realizan una corrección en

tiempo real de los efectos de distorsión producidos por la turbulencia atmosférica, permi-

tiendo que el sistema óptico corregido observe detalles más finos de objetos astronómicos

de lo que seŕıa posible observar sin instrumentación astronómica que cuenten con sistema

de AO como se puede apreciar en la Fig. 2.1. En dicha figura se comparan dos imágenes

del cúmulo globular de la constelación Hércules. La ampliación de arriba fue tomada sin

el uso del sistema de AO y la ampliación de abajo, con el sistema de AO.

El sistema de AO requiere una estrella de referencia bastante brillante que esté muy

cerca del objeto en estudio. Esta estrella de referencia se utiliza para medir la borrosi-

dad causada por la atmósfera local de modo que el espejo deformable pueda corregirla.

Estrellas suficientemente brillantes no están disponibles en todas las partes del cielo, lo

que limita en gran medida la utilidad de la AO de estrellas gúıa naturales. Para resolver

esto se pueden utilizar láseres para generar estrellas artificiales a 90[km] de altura.

Los sistemas de AO consta de tres elementos fundamentales como se puede observar

en la Fig. 2.2: i) Sensor de frente de onda (WFS), ii) Espejo Deformable (DM) y iii) el

sistema de control. En el camino óptico del telescopio se inserta un espejo deformable

controlado por un conjunto de actuadores. Posteriormente se ubica el sensor de frente de

onda (mide la distorsión inducida por la atmósfera mediante la evaluación de la luz de

una estrella natural o artificial) con el objetivo de monitorear la imágen y aśı cerrar el lazo

permitiendo que el frente de onda inicial (distorsionada por la turbulencia atmosférica)

sea corregido.

7
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Fig. 2.1: Imágen del cúmulo globular de la constelación Hércules capturada por el observatorio

Gemini Norte: (Abajo) sin el sistema de AO y (Arriba) con sistema de AO.

Fig. 2.2: Diagrama esquemático de un sistema de Óptica Adaptativa.

Por otra parte, los telescopios muy o extremadamente grandes que contienen el siste-

ma de AO se ven afectados por picos de vibraciones mecánicas inducidas por el viento,

movimientos del telescopio y en mayor medida por elementos dentro de la instrumenta-

ción como bombas de enfriamiento y motores.

En la instrumentación astronómica del observatorio Gemini South se han instalados

acelerómetros para monitorear las vibraciones mecánicas con el fin de identificar las

fuentes de perturbación y posteriormente caracterizarlas. En la Fig. 2.3 se presenta la
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estructura de la instrumentación astronómica de Gemini South y de la vista esquemática

de un acelerómetro posicionado en el instrumento Gemini Planet Imager (GPI).

En colaboración con el equipo de ingenieros del observatorio Gemini South se realiza-

ron mediciones de aceleración. En la Fig. 2.4 se gráfica la densidad espectral de potencia

(PSD) de las mediciones capturadas en dos sectores del instrumento GPI, donde se han

marcado los peaks de magnitudes más altas. En ambos gráficos se presentan peaks de

60 [Hz] y sus armónicas (120, 180 y 240 [Hz]), provenientes de dos bombas de enfria-

miento de GPI que funcionan a 60 [Hz]. También, están presente peaks de 100[Hz] y sus

armónicas debido a las bombas de enfriamiento de Flamingos-2 (instrumento instalado

cerca de GPI).

A través de la descomposición Polinomial de Zernike es posible caracterizar los dife-

rentes tipos de aberraciones ópticas [35,36]. Existen aberraciones de bajo orden como lo

son: tip, tilt, defocus y astigmatismo. Mientras que de alto orden existen varios tipos de

aberraciones como por ejemplo: esférica y coma. Las perturbaciones mecánicas debidas

a la vibración conducen principalmente a aberraciones de pistón, tip y tilt, afectando di-

rectamente a la nitidez de las imágnes capturadas. Es por ello la importancia de obtener

un modelo de los datos muestreados y aśı posteriormente mitigarlas utilizando técnicas

de control [3, 4, 6, 37,38].

2.2. Estado del Arte

Para el modelado de los sistemas de AO se utiliza un esquema de lazo AO estándar

[4, 6, 38], teniendo en cuenta la presencia de perturbaciones debidas a componentes de

turbulencia y vibración. Es fundamental obtener una correcta identificación de todas las

fuentes de ruido y perturbación, aśı como los parámetros que definen la dinámica del

(a) (b)

Fig. 2.3: (a): Instrumentos astronómicos del telescopio de Gemini South. (b): Acelerómetro PCB

Piezotronics triaxial (amarillo) instalado en GPI.
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espejo deformable y el sensor de frente de onda, lo que permite una correcta mitigación

de las vibraciones y perturbaciones.

(a)

(b)

Fig. 2.4: Densidad espectral de potencia del acelerómetro triaxial ubicado en el sector a)Ref. Ring

(b) Front Frame de GPI.
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La estructura estándar para un sistema de óptica adaptativa en lazo cerrado consiste

en un sensor de frente de onda (WFS), un espejo deformable (DM) y un controlador

(K) [4,6,38], el cual se muestra en la Fig. 2.5. En dicha figura, ϕ,ϕcor y ϕres representan

las amplitudes para la fase de perturbación total, fase de corrección y fase residual,

respectivamente.

D(z-1)

K(z-1)M(z-1)

�

y
++

-

� �
res

�
cor

u

ControladorEspejo Deformable 

(DM)

Sensor de frente de 

onda (WFS)

Fig. 2.5: Diagrama de bloque del lazo cerrado del sistema de AO.

Observación 1. Asumiendo que la fase incidente de perturbación total ϕ puede ser

representada usando la descomposición Polinomial de Zernike [7,8,39], se puede diseñar

una regla de control diferente para cada modo de frente de onda independiente, siguiendo

la estructura presentada en la Fig. 2.5. Desde este punto de vista, y sin pérdida de gene-

ralidad, se ha considerado solamente los modos tip, tilt y defocus de la descomposición

Polinomial de Zernike del frente de onda.

La perturbación total ϕ se define como la suma de las contribuciones de la señal de

turbulencia ϕtur y las n señales de vibración . Es decir:

ϕt = ϕturt + ϕvib1t + ϕvib2t + · · ·+ ϕvibnt . (2.1)

El proceso de medición del WFS y el proceso de corrección del DM se pueden modelar

como [3,4, 40]:

D(z−1) = d0z
−1

M(z−1) = m0z
−1

(2.2)

Aśı, la señal de salida y está dada por:

yt = d0ϕ
res
t−1 + ηt, (2.3)

donde el ruido ηt ∼ N (0, σ2
η) es Gaussiano blanco aditivo y

ϕcort = m0ut−1. (2.4)

Un método ampliamente utilizado en la literatura para describir la correlación temporal

de las fases de turbulencia y vibración son modelos autoregresivos de segundo orden

(AR2) [7, 8, 39].
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2.3. Conclusiones

En este caṕıtulo se explicó de manera general la Óptica Adapativa y el funcionamiento

de los sistemas de AO aplicados a la astronomı́a. Se dio a conocer que los sistema de

AO son sensibles a las vibraciones mecánicas inducidas por elementos al interior de

la instrumentación como las bombas de enfriamiento en el caso del instrumento GPI.

Debido a ello, es fundamental conseguir un modelo que represente a estas vibraciones

con el fin de mitigarlas mediante técnicas de control.



Caṕıtulo 3

CONCEPTOS BÁSICOS DE

SISTEMAS ESTOCÁSTICOS

MUESTREADOS

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se estudia el muestreo de un sistema estocástico lineal en tiempo

continuo. En primer lugar, se comenta de manera general los modelos muestreados y los

dispositivos utilizados en el proceso de muestreo. Luego se presentan las ecuaciones gene-

ralizas en tiempo discreto de sistemas estocásticos lineales muestreados intantáneamente

y muestreados utilizando previamente un filtro anti-aliasing. Se presenta un ejemplo

numérico para cada tipo de muestreo. Posteriormente, se obtienen los modelos de datos

muestreados de sistemas oscilatorios indirectamente utilizando factorización espectral.

Finalizando con la presentación de las conclusiones.

3.2. Modelos muestreados

Los modelos de sistemas dinámicos en tiempo continuo surgen en general de la apli-

cación de leyes f́ısicas tales como la conservación de la masa, el momento y la enerǵıa.

Estos modelos se pueden representar como ecuaciones diferenciales lineales o no lineales,

donde los parámetros involucrados generalmente se pueden interpretar en términos de

propiedades f́ısicas del sistema. Sin embargo, en la práctica este tipo de modelos no son

apropiados para interactuar con dispositivos digitales (por ejemplo actuadores y senso-

res), debido a que solo se puede acceder a los datos de la señal en instantes de tiempo

discreto.

Al interconectar un sistema f́ısico de tiempo continuo a una computadora digital,

se necesitan dispositivos de interfaz en la entrada y salida, los cuales determinan las

propiedades del sistema muestreado:

13
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Retenedor: el retenedor se utiliza para convertir la secuencia de tiempo discreto uk

de la computadora en una señal de entrada de tiempo continuo adecuada para la

aplicación al sistema. El retenedor de orden cero (ZOH)

u(t) = uk para k∆ ≤ t < (k + 1)∆

es la más comúnmente utilizada, donde ∆ corresponde al tiempo de muestreo.

Sistema f́ısico: usualmente se describe mediante un conjunto de ecuaciones diferen-

ciales lineales o no lineales en tiempo continuo.

Filtro Anti-aliasing (AAF): este dispositivo acondiciona la señal de salida de tiempo

continuo antes de tomar las muestras.

Muestreador: este dispositivo crea una secuencia de tiempo discreto yk mediante

muestreo instantáneo.

3.3. Sistema estocástico

En esta sección se considera el muestreo de sistemas lineales estocásticos descritos

como:

y(t) = H(q)ẇ(t) (3.1)

donde ẇ(t) es un proceso de entrada de ruido blanco de tiempo continuo. Se asume

que la señal que alimenta al sistema ẇ(t) es débilmente estacionaria. Por ende, al aplicar

cualquier filtro estable la salida será asintóticamente débilmente estacionaria y si además

el ruido ẇ tiene distribución Gaussiana entonces la señal de salida será estrictamente

estacionaria [41]. Para el sistema (3.1) se puede obtener un modelo de datos muestreados

de manera que su secuencia de salida tenga las mismas propiedades de segundo orden que

la salida de tiempo continuo en los instantes de muestreo. Un ruido de tiempo continuo,

w(t), es un proceso de Wiener si cumple con [14,16]

w(t) tiene media cero, es decir, E{w(t)} = 0 para todo t.

Los incrementos de w(t) son independientes, es decir, E{(w(t1) − w(t2))(w(s1) −
w(s2))} = 0 para todo t1 > t2 > s1 > s2 ≥ 0.

Para cada s y t, s ≤ t, los incrementos w(t)−w(s), tiene una distribución Gaussiana

de media cero y varianza E{(w(t)− w(s))2} = σ2
w|t− s|.

Por lo tanto, la derivada de un proceso de Wiener, ẇ(t) tiene distribución Gaussiana.
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Lema 1. Dado el siguiente sistema estocástico en tiempo continuo expresado en espacio-

estado:

ẋ(t) = Ax(t) + κẇ(t) (3.2)

donde ẇ(t) es ruido blanco Gaussiano escalar en tiempo continuo con media cero y

varianza E{ẇ(t)ẇ(r)} = σ2δ(t−r). El sistema equivalente en tiempo discreto equivalente

está dado por:

x(tk+1) = Ad(tk) + n(tk+1), (3.3)

donde ∆ = tk+1−tk corresponde al tiempo de muestreo,Ad = eA∆, n(tk+1) =
∫ ∆

0 eAηκẇ(tk+1−
η)dη es ruido blanco de media cero y varianza Qd.

Demostración. Considerando la matriz exponencial eA = I + A + 1
2!A

2 + · · · 1
n!A

n con

n ∈ R. La matriz exponencial satisface lo siguiente:

deAt

dt = AeAt = eAtA

ĺım∆→0
eA∆−I

∆ = A

Multiplicando la ecuación (3.2) por el término e−At se obtiene que:

e−Atẋ(t) = e−AtAx(t) + e−Atκẇ(t)

d

dt
{e−Atx(t)} = e−Atκẇ(t)

Integrando la última expresión con respecto a t entre los instantes tk y tk+1 se obtiene:

e−Atk+1x(tk+1)− e−Atkx(tk) =

∫ tk+1

tk

e−Atκẇ(t)dt. (3.4)

Despejando x(tk+1), se obtiene el sistema (3.2) equivalente en tiempo-discreto:

x(tk+1) = eA∆x(tk) + n(tk), (3.5)

donde

n(tk) =

∫ ∆

0
eAηκẇ(tk+1 − η)dη, (3.6)

es ruido blanco de media cero y varianza

E
{
n(tk)n(tk)

T
}

=

∫ ∆

0

∫ ∆

0
eAηκE {ẇ(tk+1 − η)ẇ(tk+1 − τ)}κT eAT τdηdτ

=

∫ ∆

0
eAηκκeA

T ηdη = Qd.

(3.7)
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Para el cálculo anterior se considera la siguiente igualdad∫ ∆

0
F(η, τ)δ(η − τ)dτ = F(η, η)

En cuanto a las matrices eA∆ y Qd, éstas se pueden calcular eficientemente a partir de

una matriz exponencial extendida (para más detalles ver Apéndice 4 ).

Si la salida del sistema de tiempo continuo (3.2) satisface

y(t) = Cx(t), (3.8)

entonces, para un muestreo instantáneo se obtiene que la salida en tiempo discreto

equivalente está dado por:

y(tk) = Cx(tk). (3.9)

Equivalentemente, la representación de entrada-salida está dada por:

y(tk) = C(zI −Ad)−1n(tk+1) (3.10)

donde z es el operador de adelanto. Por otra parte, es habitual en la práctica utilizar un

AAF antes de tomar muestras. Un AAF t́ıpicamente utilizado para análisis es el siguiente

promediador AAF [13]:

F (s) =
1− es∆

s∆
(3.11)

Este tipo de muestreo también se llama muestreo integrado ya que las muestras están

dadas por:

y(tk+1) =
1

∆

∫ tk+1

tk

ż(t)dt =
z(tk+1)− z(tk)

∆
. (3.12)

Lema 2. Se considera el siguiente sistema en tiempo continuo

ẋ(t) = Ax(t) + κẇ(t)

ż(t) = Cx(t) + v̇(t),
(3.13)

donde [κẇ(t) v̇(t)]T es ruido blanco de tiempo continuo con covarianza dada por:

E


κẇ(t)

v̇(t)

κẇ(τ)

v̇(τ)

T
 =

Qc Sc

Sc Rc

 δ(t− τ). (3.14)

Si las muestras son tomadas con un promediador AFF, entonces el correspondiente sis-

tema en tiempo discreto está dado por: x(tk+1)

y(tk+1)∆

 =

Ad
Cd

x(tk) + n(tk+1), (3.15)
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donde Ad = eA∆, C = CA−1(eA∆− I) en caso de que la matriz A es invertible. Además,

n(tk+1) es ruido blanco de media cero con matriz de covarianza dada por:

E
{
n(tk+1)n(tk+1)T

}
=

∫ ∆

0
eAxη

Qc Sc

Sc Rc

 eATx ηdη =

Qd Sd

Sd Rd

 (3.16)

donde la matriz extendida Ax está dada por

Ax =

A 0

C 0

 (3.17)

Demostración. Definiendo un sistema con un estado extendido X(t) = [x(t) z(t)]T , y un

ruido extendido ṅ(t) = [κẇ(t) v̇(t)]T se tiene que:

Ẋ(t) =

A 0

C 0

X(t) + ṅ(t)

Por lo tanto, el sistema de tiempo discreto al utilizar el Lema 1 está dado por:

X(tk+1) = e

[
A 0

C 0

]
∆
X(tk) + n(tk+1), (3.18)

donde

n(tk+1) =

∫ ∆

0
e

[
A 0

C 0

]
η
ṅ(tk+1 − η)dη. (3.19)

Usando [42] y considerando que A es invertible, se tiene que:

e

[
A 0

C 0

]
∆

=

 eA∆ 0

CA−1(eA∆ − I) I

 . (3.20)

El calculo de la matriz exponencial eAx∆ se obtiene utilizando el algoritmo de Putzer

modificado (ver Apéndice B.1). Expandiendo la ecuación (3.18)x(tk+1)

z(tk+1)

 =

 eA∆ 0

CA−1(eA∆ − I) I

x(tk)

z(tk)

+ n(tk+1),

se desprenden las siguiente ecuaciones:

x(tk+1) = Adx(tk) + wd(tk+1)

y(tk+1)∆ = z(tk+1)− z(tk) = Cdx(tk) + vd(tk+1)
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donde Ad = eA∆, Cd = CA−1{eA∆−I} y n(tk+1) = [wd(tk+1) vd(tk+1)]T es ruido blanco

Gaussiano de media cero y con matriz de covarianza dada por:

E
{
n(tk+1)n(tk+1)T

}
= E


∫ ∆

0
e

[
A 0

C 0

]
η
ṅ(tk+1 − η)dη

∫ ∆

0
ṅ(tk+1 − τ)T e

[
A 0

C 0

]T
τ


=

∫ ∆

0
eAxη

Qc Sc

Sc Rc

 eATx ηdη =

Qd Sd

Sd Rd

 .
Por lo tanto, el sistema en tiempo discreto queda expresado como: x(tk+1)

y(tk+1)∆

 =

Ad
Cd

x(tk) + n(tk+1),

desde donde se puede obtener la representación entrada-salida como:

y(tk+1)∆ = Cd(zI −Ad)−1wd(tk+1) + vd(tk+1) (3.21)

3.4. Ejemplos numéricos

Ejemplo 1. Se considera el siguiente sistema CAR

y(t) =
1

s+ α
ẇ(t), (3.22)

donde s = d
dt corresponde al operador de Heavside y E{ẇ(t)ẇ(τ)} = σ2δ(t − τ). Este

sistema puede ser representado en su forma espacio de estado como:

ẋ(t) = −αx(t) + ẇ(t)

y(t) = x(t)
(3.23)

Utilizando el Lema 1 se obtiene que el sistema en tiempo discreto equivalente al mues-

trearlo instantáneamente está dado por:

x(tk+1) = Adx(tk) + n(tk+1)

y(tk) = Cx(tk),

donde Ad = e−α∆, C = 1 y n(tk+1) =
∫ ∆

0 e−αηẇ(tk+1 − η)dη es ruido blanco de media

cero y varianza dada por

Qd = E{n(tk+1)2} = σ2

∫ ∆

0
e−2αηdη = σ2 1− e−2α∆

2α
(3.24)
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Dada la representación entrada-salida (3.10), el sistema en tiempo discreto puede ser

re-escrito como el siguiente sistema auto-regresivo de primer orden (AR(1)) en tiempo

discreto:

y(tk) =
n(tk)

1− e−α∆q−1
=

n(tk)

1− aq−1
(3.25)

Ejemplo 2. Se considera el siguiente sistema

ż(t) =
s

s+ α
ẇ(t) (3.26)

el cual se muestrea utilizando el promediador AFF y cuyas muestras están dadas por

y(tk+1) =
1

∆

∫ tk+1

tk

ż(t)dt.

Este sistema puede ser representado en su forma espacio de estado como:[
ẋ(t)

ż(t)

]
=

[
−α
1

]
x(t) + ṅ(t), (3.27)

donde ṅ(t) = [−αẇ(t) ż(t)] es ruido blanco de tiempo continuo con covarianza dada por

E


[
−αẇ(t)

ẇ(t)

][
−αẇ(τ)

ẇ(τ)

]T =

[
Qc Sc

Sc Rc

]
δ(t− τ) = σ2

[
α2 −α
−α 1

]
δ(t− τ).

Utilizando el Lema 2, se tiene que el sistema puede ser representado en la siguiente forma

espacio de estado: [
x(tk+1)

y(tk+1)∆

]
=

[
Ad

Cd

]
x(tk) + n(tk+1) (3.28)

donde Ad = e−α∆, Cd = α−1(1 − e−α∆) y n(tk+1) es ruido blanco de media cero con

matriz de covarianza dada por:

E
{
n(tk+1)n(tk+1)T

}
=

∫ ∆

0
eAxη

[
Qc Sc

Sc Rd

]
eA

T
x ηdη =

[
Qd Sd

Sd Rd

]
(3.29)

con

Ax =

[
−α 0

1 0

]
(3.30)

Al calcular la matriz exponecial de Ax utilizando [42] se obtiene lo siguiente:

eAx∆ =

[
e−α∆ 0∫ ∆

0 e−ατdτ 1

]
=

[
e−α∆ 0

1−e−α∆

α 1

]
(3.31)
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Por lo tanto, al calcular la matriz de covarianza de n(tk+1) se obtiene lo siguiente:

E
{
n(tk+1)n(tk+1)T

}
= σ2

∫ ∆

0
eAxη

[
α2 −α
−α 1

]
eA

T
x ηdη

= σ2

∫ ∆

0

[
α2e−2αη −αe−2αη

−αe−2αη e−2αη

]
dη

= σ2 1− e−2α∆

2α

[
−α
1

][
−α
1

]T
(3.32)

Finalmente, se re-escribe la ecuación 3.28 como:[
x(tk+1)

y(tk+1)∆

]
=

[
Ad

Cd

]
x(tk) +

[
−α
1

]
e(tk+1), (3.33)

donde e(tk+1) es ruido blanco de media cero y varianza dada por:

E{e(tk+1)2} = σ2 1− e−2α∆

2α
(3.34)

Dada la representación entrada-salida (3.21) obtenida a partir del Lema 2, el sistema

en tiempo discreto puede ser re-escrito como el siguiente sistema ARMA en tiempo

discreto:

y(tk)∆ =
1− q−1

1− e−α∆q−1
e(tk)⇔

∆

1− q−1
y(tk) =

1

1− e−α∆q−1
e(tk) (3.35)

3.5. Factorización Espectral

Es bien sabido que a partir de la estimación del espectro de entrada-salida se pue-

de obtener directamente el modelo de datos muestreados que representa el sistema de

interés en tiempo discreto. Para obtener los modelos correspondiente al sistema estocásti-

co de interés muestreado intantáneamente (3.10) e integrado (3.21) se debe introducir

previamente lo siguiente:

Teorema 2. Considerando el siguiente sistema lineal:

y(tk) = H(q)w(tk), (3.36)

donde w(tk) es ruido blanco de media cero y covarianza Σ, H(q) es un filtro lineal y q

es el operador de adelanto (qw(tk) = w(tk+1)), el espectro de la señal y(tk) está dada

por [30]:

Φy(z) = H(z)ΣH(z−1)T (3.37)

donde el espectro del ruido blanco es igual a su matriz de covarianza.
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En este trabajo el sistema de interés es oscilatorio, por ende la salida y del sistema

no es estacionario. Por lo tanto y no tiene espectro, porque el espectro en sistemas

estocásticos de tiempo discreto se define como

Φy(z) =
∞∑

τ=−∞
r(τ)z−τ (3.38)

donde ry(τ) es la auto-correlación de la señal y(tk) la cual puede ser estrictamente esta-

cionaria o débilmente estacionaria

ry(τ) = E {y(t+ τ)y(t))} (3.39)

Siendo aśı, la densidad espectral de potencia es el espectro evaluado en el circulo unitario,

es decir Φy(e
jw). Por lo tanto, la densidad espectral de potencia se relaciona a la auto-

correlación ry(τ) a través de la transformada (y su inversa) de Fourier de tiempo discreto.

Debido a que el sistema es oscilatorio (cuyo transiente no desaparece), entonces el sistema

no es estacionario, por ende no se puede obtener el espectro de la salida directamente.

En las siguientes subsecciones se presenta una manera indirecta de obtener el modelo

de un sistema oscilatorio a partir de la factorización espectral, pero antes se presenta el

siguiente Lema que será de utilidad.

Lema 3. Sea R1(z) y R2(z) los polinomios R1(z) = z2 + bz+1, R2(z) = z4 + bz3 +cz2 +

bz + 1 donde b y c ∈ R. Estos polinomios se pueden factorizar de la siguiente manera:

R1(z) = (z − z1)(z−1 − z1)

{
− z

z1

}
(3.40)

R2(z) = (z − z2)(z − z3)(z−1 − z2)(z−1 − z3)

{
z2

z2z3

}
(3.41)

donde |zi| < 1 con i = {1, 2, 3}.

Demostración. Se puede ver directamente que si z∗ es una ráız de Ri(z) en (3.40) y

(3.41), entonces 1
z∗

también es una ráız de Ri(z) (i = {1, 2}). Entonces, el resultado se

obtiene re-oredenando los términos.

Note que en el caso que z1 y z2 sean complejos conjugados (z2 = z̄1), entonces se

tendrá que el polinomio R2 se factoriza de la siguiente manera:

R2(z) = (z − z1)(z − z̄1)(z−1 − z1)(z−1 − z̄1)

{
z2

|z1|2

}
(3.42)

La manera de obtener el modelo de datos muestreados indirectamente es descomponiendo

la salida y(tk) de tal manera de calcular el espectro a la parte de la señal que sea
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estacionaria. En primer lugar, se re-escriben las ecuaciones de entrada-salida (3.10) y

(3.21) muestreadas de manera instantánea y con AFF respectivamente. Para ello se

utiliza la igualdad de la inversa de la matriz A la cual está dada por [43]:

A−1 =
adj(A)

det(A)
(3.43)

Dado las ecuaciones (3.10) y (3.21) (que corresponden a las expresiones de entrada-

salida en tiempo discreto de un sistema lineal estocástico cuando se toman muestras

instantáneamente y cuando se usa un prefiltro integrante, respectivamente.) se obtiene

a continuación los modelos que representa el sistema cuando es oscilatorio:

3.5.1. Modelo al muestrear el sistema oscilatorio instantáneamente

Utilizando (3.43) la representación de entrada-salida (3.10) al muestrear el sistema

oscilatorio instantáneamente se puede re-escribir como:

y(tk) =
C adj(zI −Ad)n(tk+1)

det(zI −Ad)
det(zI −Ad)y(tk) = C adj(zI −Ad)n(tk+1)︸ ︷︷ ︸

ξ(tk)

(3.44)

donde ξ(tk) es asintóticamente débilmente estacionario. Por ende, se puede calcular su

espectro y en consecuencia el modelo de datos muestreados correspondiente. El término

det(zI−Ad) = z2−2 cos[α∆]z+ 1 corresponde a la parte oscilatoria. Definiendo P (z) =

C adj(zI −Ad) y utilizando el Teorema 2 se obtiene que el espectro de potencia de ξ(tk)

está dado por:

Φξ(z) = P (z)QdP (z−1)T (3.45)

donde Qd es la varianza del ruido n(tk+1). Es posible demostrar que el espectro de

potencia de ξ(tk) está dada por [44]:

Φξ(z) =
ηaR(z)

z
(3.46)

donde η ∈ R+, R(z) = z2 + b
az + 1. Usando el Lema 3 se obtiene que:

Φξ(z) =
ηa

(−z1)
(z − z1)

(
z−1 − z1

)
(3.47)

donde z1 es la ráız de R(z) ubicada dentro del ćırculo unitario. Note que z1 < 0 para

α∆ suficientemente pequeño. Por lo tanto, el modelo ARMA de tiempo discreto para

muestreo instantáneo se puede escribir como:

y(tk) = H(z)e(tk), (3.48)
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donde

H(z) =
z(z − z1)

(z2 − 2z cos[α∆] + 1)
(3.49)

y e(tk) es ruido blanco Gaussiano de media cero con varianza

var{e(tk)} =
ηa

|z1|
. (3.50)

3.5.2. Modelo al muestrear el sistema oscilatorio con AFF

Al igual que en el muestreo intantáneo, se re-escribe la representación de entrada-

salida (3.21) utilizando (3.43) como:

y(tk + 1)∆ =
Cd adj(zI − eA∆)

det(zI −Ad)
ωd(tk+1) + vd(tk+1)

det(zI −Ad)y(tk+1) = Cd adj(zI − eA∆)ωd(tk+1) + det(zI −Ad)vd(tk+1)︸ ︷︷ ︸
ξ(tk+1)

,
(3.51)

donde det(zI − Ad) = z2 − 2 cos[α∆]z + 1 corresponde a la parte oscilatoria y ξ(tk+1)

śı tiene espectro. Es posible demostrar que el espectro de potencia de ξ(tk+1) está dada

por [44]:

Φξ = ηR(z), (3.52)

donde η ∈ R+ y el polinomio R(z) tiene la siguiente estructura

R(z) = a

{
z4 +

b

a
z3 +

c

a
z2 +

b

a
z + 1

}
. (3.53)

Usando el Lema 3, se obtiene que R(z) = a(z − z1)(z − z2)(z − z−1
1 )(z − z−1

2 ) y

Φξ(z) =
ηa

(−z1)(−z2)
N(z)N(z−1) (3.54)

donde N(z) = (z−z1)(z−z2). Entonces, el modelo ARMA en tiempo discreto equivalente

está dado por:

y(tk+1) = H(z)e(tk), (3.55)

donde

H(z) =
(z − z1) (z − z2)

(z2 − 2z cos[α∆] + 1)
(3.56)

y e(tk) es ruido blanco Gaussiano de media cero y varianza:

var{e(tk)} =
ηa

∆2|z1||z2|
. (3.57)

Se utilizó la magnitud de las ráıces z1 y z2 en el caso de que éstas sean complejas

conjugadas.
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3.6. Conclusiones

En este caṕıtulo se han presentado los desarrollos necesarios para entender el proceso

de muestreo de un sistema estocástico lineal utilizando tanto muestreo instantáneo como

integrado. Además, se ha presentado los modelos de datos muestreados de sistemas osci-

latorios obtenidos indirectamente mediante el espectro de potencia de una señal auxiliar

denominada ξ(tk).



Caṕıtulo 4

MODELO Y ESTIMACIÓN DE

MÁXIMA VEROSIMILITUD DE

OSCILADORES EN

TIEMPO-CONTINUO

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se obtiene el modelo equivalente exacto en tiempo discreto de los

sistemas osciladores cuando se tienen mediciones de posición, velocidad y aceleración

de vibraciones. Inicialmente se plantea el modelo en tiempo continuo de las vibraciones.

Luego se obtiene el modelo equivalente en espacio de estado. Posteriormente, se obtiene el

modelo exacto equivalente en tiempo discreto para cada una de las posibles mediciones

muestreando instantáneamente o utilizando un AAF previo al muestreo. Además, se

plantea la identificación de los parámetros a modelar a través del método de Máxima

Verosimilitud (ML). Finalizando con la presentación de las conclusiones.

4.2. Modelo del sistema

La ecuación diferencial que modela un oscilador está dada por:

d2

dt
ξ(t) + α2ξ(t) = ẇ(t), (4.1)

donde ξ(t) es la salida del oscilador y ẇ(t) corresponde al ruido que lo alimenta. Por

simplicidad se utiliza el operador de Heaviside d
dt = s , con lo que se obtiene

s2ξ(t) + α2ξ(t) = ẇ(t)⇒ ξ(t) =
1

s2 + α2
ẇ(t). (4.2)

El sistema de vibraciones es modelado como una combinación lineal de osciladores ali-

mentados cada uno de ellos por un ruido. Por lo tanto, el sistema de interés queda

25
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expresado como:

y(t) =

n∑
i=1

1

s2 + α2
i

ẇi(t), (4.3)

donde y(t) es la salida del sistema, α2
i denota la frecuencia al cuadrado de la vibración

expresada en [rad/s]2. wi(t) es un proceso de Wiener, y aśı ẇi(t) es ruido Gaussiano de

media cero y varianza E{ẇi(t)ẇi(τ)} = σ2
i δ(t − τ). Los ruidos ẇi(t) de cada vibración

podŕıan estar correlacionados entre śı, pero para efectos de simplificar la presentación se

consideran las correlaciones cruzadas iguales a cero. Es decir:

E



ẇ1(t)

...

ẇn(t)



ẇ1(τ)

...

ẇn(τ)


T
 =


σ2

1 0 · · · 0

0 σ2
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · σ2
n

 δ(t− τ). (4.4)

Si se considera el espectro de potencia del ruido de tiempo continuo ẇi(t) como σ2
i = 1 ∀i,

la magnitud de cada pico del espectro de potencia de la señal y(t) en (4.3) se puede

obtener definiendo βi como la ganancia del oscilador. Es decir:

y(t) =

n∑
i=1

βi
s2 + α2

i

ẇi(t) (4.5)

con βi > 0 y matriz de covarianza de los ruidos de tiempo continuo ẇi(t):

E



ẇ1(t)

...

ẇn(t)



ẇ1(τ)

...

ẇn(τ)


T
 =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

 δ(t− τ). (4.6)

Note que por abuso de notación se está utilizando la misma letra w para denotar el ruido

con varianza unitaria.

4.3. Modelo en espacio de estado equivalente

A modo de obtener un modelo en espacio de estado equivalente del modelo en (4.5), se

parametrizan las matrices de espacio de estado en función de las frecuencias de oscilación

y de su magnitud. Por lo tanto, el modelo equivalente en espacio de estado está dado

por:

ẋ(t) = Ax(t) + κẇ(t) (4.7)

y(t) = Cx(t), (4.8)
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donde la matriz de estado A ∈ R2n×2n, la matriz de entrada κ ∈ R2n×1 y la matriz de

salida C ∈ R1×2n tienen la siguiente estructura:

A =



0 1 0 0 0 · · · 0

−α2
1 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 1 0 · · · 0

0 0 −α2
2 0 0 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 0 · · · −α2
n 0


, (4.9)

κ =
[
0 β1 0 β2 · · · 0 βn

]T
, (4.10)

C =
[
1 0 1 0 · · · 1 0

]
, (4.11)

donde C se asume independiente de los parámetros ~α y ~β. Finalmente, el vector de

parámetros a estimar está dado por

θ =
[
~αT ~βT

]T
(4.12)

donde ~α = [α1 α2 · · · αn]T y ~β = [β1 β2 · · · βn]T . Cabe mencionar que en esta tesis,

por claridad de exposición se consideran las condiciones iniciales nulas, cuya extensión

aparece en el art́ıculo de conferencia [45]. ,

4.4. Modelo equivalente en tiempo discreto

El estado x(t) en (4.7) es una señal bien definida y su valor entre muestras discretas

tk, k = {0, . . . , N} , se puede encontrar fácilmente [14]. Utilizando el Lema 1 y suponiendo

un intervalo de muestreo ∆ = tk+1 − tk constante y positivo, se obtiene que el modelo

de vibraciones en tiempo discreto equivalente cuando se muestra de forma instantánea

está dado por:

x(tk+1) = Adx(tk) + n(tk+1)

y(tk) = Cx(tk)
(4.13)

donde Ad = eA∆ y n(tk+1) =
∫ ∆

0 eAηκẇ(tk+1 − η)dη es ruido blanco de media cero y

varianza Qd.

Ejemplo 1:

En este ejemplo, se consideran tres osciladores en tiempo continuo modelado como un

sistema CARMA, cada uno de ellos corresponden a datos de medición de posición, velo-

cidad y aceleración:
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(i) Medición de posición

ż(t) =
1

s2 + α2
ẇ(t) (4.14)

(ii) Medición de velocidad

ż(t) =
s

s2 + α2
ẇ(t) (4.15)

(iii) Medición de aceleración

ż(t) =
s2

s2 + α2
ẇ(t) (4.16)

donde s = d
dt y ω̇(t) es ruido blanco Gaussiano en tiempo continuo de media cero y

varianza E{ω̇(t)ω̇T (τ)} = σ2δ(t − τ). Cada uno de los sistemas (4.14)-(4.16) se puede

representar en su forma espacio de estado como:

ẋ(t) = Ax(t) + κẇ(t)

ż(t) = Cx(t)

donde las matrices de estado A, de entrada κ y salida C están dadas por:

(i) Medición de posición

A =

[
0 1

−α2 0

]
κ =

[
0

1

]
C =

[
1 0

]
(4.17)

(ii) Medición de velocidad

A =

[
0 1

−α2 0

]
κ =

[
0

1

]
C =

[
0 1

]
(4.18)

(iii) Medición de aceleración

A =

[
0 1

−α2 0

]
κ =

[
0

−α2

]
C =

[
1 0

]
(4.19)

Note que para la medición de aceleración no se puede hacer muestreo instantáneo

debido a que el proceso ẇ(t) en (4.16) tiene paso directo. Por ende, se requiere un filtro

previo a muestrear. T́ıpicamente se utiliza el muestreo integrado [13], motivo por el cual

se considera en este trabajo.

El modelo de vibraciones equivalente en tiempo discreto, cuando se muestrea de

forma instantánea, para las mediciones de posición y velocidad está dado por (4.13)

donde el cálculo de las matrices Ad y Qd se obtienen en los Lemas 4 y 5 del Apéndice

B.1 respectivamente.
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A través del muestreo integrado, el modelo equivalente en tiempo discreto al utilizar

el Lema 2 queda dado por:[
x(tk+1)

y(tk+1)∆

]
=

[
Ad

Cd

]
x(tk) + n(tk+1), (4.20)

donde Ad = eA∆, Cd = CA−1(eA∆ − I) y el ruido blanco n(tk+1) es de media cero con

matriz de covarianza dada por:

E
{
n(tk+1)n(tk+1)T

}
=

∫ ∆

0
eAxη

[
Qc Sc

Sc Rc

]
eA

T
x ηdη =

[
Qd Sd

Sd Rd

]

donde la matriz extendida Ax está dada por

Ax =

[
A 0

C 0

]

El cálculo de las matrices exponenciales eA∆ y eAx∆ se encuentran en el Lema 4 del

Apéndice B.1. Respecto a la matriz de covarianza del ruido n(tk+1), su cálculo se desa-

rrolla en el Lema 6 del Apéndice B.1. La matriz de salida Cd = CA−1{eA∆ − I} para

cada una de las mediciones está dada por:

Medición de posición

Cd =
[

sin[α∆]
α

1−cos[α∆]
α2

]
(4.21)

Medición de velocidad

Cd =
[
cos[α∆]− 1 sin[α∆]

α

]
(4.22)

Medición de aceleración

Cd =
[

sin[α∆]
α

1−cos[α∆]
α2

]
(4.23)

El modelo de tiempo discreto equivalente para sistemas lineales de segundo orden se

presentó en [13, Ejemplo 3.1] en el caso asintótico (∆→ 0) y no asintótico. La suposición

subyacente era que los polos del sistema de tiempo continuo eran reales. Esto significa

que el modelo de tiempo discreto equivalente no asintótico para el oscilador en (4.14) no

está disponible. En el siguiente teorema, se presenta este resultado.

Teorema 3. El modelo de datos muestreados equivalente para los osciladores de tiempo

continuo descrito en (4.14)-(4.16) utilizando un muestreo regular ∆ está dado por el

siguiente modelo ARMA:

y(tk) = H(z)e(tk) (4.24)
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donde H(z) es un sistema estable de fase mı́nima y e(tk) es ruido blanco Gaussiano de

media cero con varianza λ. Considerando el Ejemplo 4.4, el filtro H(z) y la varianza λ

al utilizar un muestreo instantáneo están dados por:

H(z) =
z(z − z1)

(z2 − 2z cos[α∆] + 1)
, (4.25)

donde z1 es la ráız dentro del ćırculo unitario del siguiente polinomio R1(z):

R1(z) = z2 +
b

a
z + 1 (4.26)

Los valores de a y b para las mediciones de posición y velocidad de un oscilador están

dadas por:

Medición de posición

b = 2α∆− sin[2α∆]

a = sin[α∆]− α∆ cos[α∆]
(4.27)

Medición de velocidad

b = 2α∆ + sin[2α∆]

a = − sin[α∆]− α∆ cos[α∆]
(4.28)

La varianza λ del ruido e(tk) para las mediciones de posición y velocidad de un

oscilador con muestreo instantáneo están dadas por:

Medición de posición

λ =
σ2a

2α|z1||z2|
(4.29)

Medición de velocidad

λ =
σ2a

2α5|z1||z2|
(4.30)

Por otra parte, si se utiliza un muestreo integrado H(z) tiene la siguiente estructura:

H(z) =
(z − z1) (z − z2)

(z2 − 2z cos[α∆] + 1)
, (4.31)

donde z1 y z2 son las ráıces dentro del ćırculo unitario del siguiente polinomio R2(z):

R2(z) = z4 +
b

a
z3 +

c

a
z2 +

b

a
z + 1 (4.32)

Los valores de a, b y c para cada una de las mediciones de vibración están dadas por:
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Medición de posición

a = 2α∆ + α∆ cos[α∆]− 3 sin[α∆]

b = −2α∆− 10α∆ cos[α∆] + 6 sin[α∆] + 6 sin[α∆] cos[α∆]

c = 12α∆ + 2α∆ cos[α∆] + 4α∆ cos[2α∆]− 6 sin[α∆]− 12 sin[α∆] cos[α∆]

(4.33)

Medición de velocidad

a = α∆ cos[α∆]− sin[α∆]

b = −2α∆− 2α∆ cos[α∆] + 2 sin[α∆] + sin[2α∆]

c = 4α∆ + 2α∆ cos[α∆]− 2 sin[α∆]− 2 sin[2α∆]

(4.34)

Medición de aceleración

a = α∆ cos[α∆] + sin[α∆]

b = −2α∆− 2α∆ cos[α∆]− 2 sin[α∆]− sin[2α∆]

c = 4α∆ + 2α∆ cos[α∆] + 2 sin[α∆] + 2 sin[2α∆]

(4.35)

La varianza λ del ruido e(tk) para cada una de las mediciones de oscilación están dadas

por:

Medićıon de posición

λ =
σ2a

2α5∆2|z1||z2|
(4.36)

Medición de velocidad

λ =
σ2a

2α3∆2|z1||z2|
(4.37)

Medición de aceleración

λ =
σ2a

2α∆2|z1||z2|
(4.38)

Demostración. Ver la Sección 3.5.1 y 3.5.2 en caso de muestreo instantáneo e integrado,

respectivamente.

Observación 4. Note que el resultado asintótico cuando ∆→ 0 corresponde al cero de

muestreo (asintótico) asociado [13].
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4.5. Método de Máxima Verosimilitud

Un método ampliamente utilizado para la mayoŕıa de los problemas de estimación es

el método de Máxima Verosimilitud (ML) [30] y [31], en el cual el problema de estimación

se puede escribir como el siguiente problema de optimización:

θ̂ML = arg máx
θ
LN (θ), (4.39)

donde LN (θ) es la función de verosimilitud que se obtiene a partir del modelo del sistema

y las mediciones. A modo de simplificar los cálculos, se define la función log-verosimilitud:

lN (θ) = log[LN (θ)]. (4.40)

Dado que log[·] es una función monótona, el problema de optimización puede ser reescrito

como el siguiente problema de minimización:

θ̂ML = arg mı́n
θ
−lN (θ). (4.41)

La función log-verosimilitud se puede calcular mediante:

La descomposición del error de predicción a través del filtro de Kalman [27,31,46].

lN (θ) = −1

2

N∑
k=1

ε2
k

Λk
− 1

2

N∑
k=1

log[det{Λk}], (4.42)

donde el error de predicción εk se define como

εk(θ) = yk − E{yk|y0:k−1, θ}, (4.43)

con media cero y varianza

Λk(θ) = E
{
ε2
k|y0:k−1,θ

}
, (4.44)

donde y0 se asume distribuido normal con media ŷ0|−1(θ) y varianza Σ0|−1(θ).

La siguiente expresión:

`(θ) = −N
2

log [λ]− 1

2

N∑
t=1

[
y(tk)

H(z, θ)

]2

, (4.45)

donde y(tk) corresponde a un modelo ARMA y(tk) = H(z)e(tk),H(z) es un sistema

estable de fase mı́nima y e(tk) es ruido blanco Gaussiano que tiene media cero y

varianza λ.
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4.6. Conclusiones

En este caṕıtulo, se ha planteado modelar las vibraciones como una combinación lineal

de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido. En ese sentido, el problema a

resolver corresponde a estimar los parámetros de cada uno de dichos ruidos. El sistema

de interés se expresó como modelos de espacio de estado en tiempo continuo muestreados

de manera uniforme. Luego se obtuvo el modelo equivalente exacto (sin aproximaciones)

en tiempo discreto considerando un tiempo muestreo finito ∆ y utilizando i) muestreo

instantáneo y ii) muestreo integrado. A pesar de que la representación entrada salida en

tiempo discreto no contiene espectro por ser el sistema de interés oscilatorio, es posible

obtener indirectamente el modelo de datos muestreados que representa al sistema en

tiempo discreto. Los modelos exactos en tiempo discreto se obtuvieron para los tres casos

de medición de vibración: posición, velocidad y aceleración. Esta última medición solo

puede muestrearse utilizando un filtro previo a tomar muestras. Por último, se planteo

el problema de estimaciń como un problema de optimización a resolver con el algoritmo

de Máxima Verosimilitud y se presentaron dos formas de calcular la función de log-

verosimilitud: i) descomposición del error de predicción a través del filtro de Kalman o

ii) utilizando directamente el modelo ARMA exacto en tiempo discreto. Estas dos formas

de cálculo se utilizarán en el siguiente caṕıtulo. Además, se presentó que el análisis de

los ceros de muestreo asintóticos (∆→ 0) en [13] también es válido en el caso en que el

sistema de tiempo continuo es un oscilador con polos en el eje imaginario .



Caṕıtulo 5

OPTIMIZACIÓN DE MÁXIMA

VEROSIMILITUD

5.1. Introducción

En este caṕıtulo se identifican los modelos exactos equivalente en tiempo discreto de

las vibraciones al medir posición velocidad y aceleración. Se desarrollan dos algoritmos

de optimización para la estimación de los parámetros, uno local y otro global. Con

el fin de analizar el comportamiento de la función log-verosimilitud se presentan varios

ejemplos numéricos que muestran la presencia de varios máximos locales, para finalmente

presentar las conclusiones correspondientes.

5.2. Optimización Local

Para desarrollar el algoritmo de optimización local se utiliza la descomposición del

error de predicción. De esta manera se calcula la función de log-verosimilitud ocupando

(4.42). Los valores de error de prediccción (4.43) y su varianza (4.44) se pueden obtener

utilizando el filtro de Kalman estándar, estimando aśı el estado y la varianza del sistema

espacio de estado en (4.7) como:

Etapa de predicción del Filtro de Kalman

Kk = Σk|k−1C
T (CΣk|k−1C

T )−1 (5.1)

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk(yk − Cx̂k|k−1) (5.2)

Σk|k = (I −KkC)Σk|k−1 (5.3)

Etapa de corrección del Filtro de Kalman

x̂k+1|k = eA∆x̂k|k (5.4)

Σk+1|k = eA∆Σk|ke
AT∆ +Qd (5.5)

34
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donde Kk es la ganancia del filtro de Kalman, x̂k|k y Σxk|k son las estimaciones del

estado y de la matriz de covarianza del error de estimación en el instante k dadas las

mediciones entrada-salida del sistema hasta el instante k. Mientras que x̂k+1|k y Σxk+1|k

son las estimaciones del estado y de la matriz de covarianza del error de estimación en

el instante k+ 1 dadas las mediciones entrada-salida del sistema hasta el instante k. Por

lo tanto, el error de predicción y su varianza se pueden representar como:

εk = yk − Cx̂k|k−1 (5.6)

Λk = CΣk|k−1C
T . (5.7)

Note que en este caso la función log-verosimilitud (4.40) es no lineal y no convexa, por

lo que es necesario resolver el problema de minimización en (4.41) a través de métodos

numéricos. Dado lo anterior se utilizará la técnica de Cuasi-Newton [29], donde no se

requiere calcular la inversa de la matriz Hessiana de manera exacta, sino que se aproxima

numéricamente. De esta manera, la estimación del parámetro se actualiza iterativamente

como:

θ̂m+1 = θ̂m − µmSm∇l(θ)|θ=θ̂m , (5.8)

donde ∇l(θ) corresponde al vector gradiente de l(θ) y Sm es una matriz que aproxima

la inversa de la matriz Hessiana ∇2l(θ)|θ=θ̂, mientras que µm corresponde al paso de la

m-ésima iteración [29].

Observación 5. Los métodos de cuasi-newton resultan en más iteraciones que el método

de Newton, pero cada iteración con un menor costo computacional. Dentro de los métodos

de cuasi newton más populares está BFGS [29] y Barzilai-Borwein [47].

El vector gradiente de se calcula como:

∂l(θ)

∂θj
= −

N∑
k=1

εk
Λk

∂εk
∂θj
− 1

2

N∑
k=1

(
1

Λk
−
ε2
k

Λ2
k

)
∂Λk
∂θj

, j = 1, . . . , n, (5.9)

donde θj denota a la j-ésima componente del vector de parámetros θ. Los términos ∂εk
∂θj

y ∂Λk
∂θj

se calculan como

∂εk
∂θj

= −C
∂x̂k|k−1

∂θj
(5.10)

∂Λk
∂θj

= C
∂Σk|k−1

∂θj
CT (5.11)

Note que ∂εk
∂θj

y ∂Λk
∂θj

dependen de las derivadas del estado y la varianza estimada (pro-

venientes del filtro de Kalman) respecto al vector de parámetros θ. Los detalles de los

cálculos correspondientes se encuentran en el Apéndice B.
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Por otra parte, en la optimización de sistemas no lineales se encuentran generalmente

máximos locales, por cuanto se requiere que la inicialización de la optimización sea

cercana al máximo global.

Ejemplo Numérico

Ejemplo 1: En este ejemplo, se considera un oscilador en tiempo continuo modelado

como un sistema CARMA de la siguiente manera

ż(t) =
β

s2 + α2
ẇ(t).

El modelo de espacio de estado equivalente presenta las siguientes matrices de espacio

de estado:

A =

[
0 1

−α2 0

]
κ =

[
0

β

]
C =

[
1 0

]
.

Se asume que el proceso ẇ(t) es de media cero y tiene un espectro de potencia σ2 = 1.

El vector de parámetros a identificar es θ = [α β]T . Los datos simulados se generan con

los siguientes parámetros: (i) α = 600π[rad/s] , (ii) β = 1 , (iii) peŕıodo de muestreo

∆ = 10−4[s]. La simulación se realizó utilizando muestreo instantáneo con N = 500 y

N = 1000 muestras de yk, para aśı obtener el valor de la función de verosimilitud a

maximizar.

En la Fig. 5.1 se muestran las gráficas de las curvas de nivel de la función de vero-

similitud, donde se observa claramente la presencia de máximos locales. En dicha figura

se puede observar también que el número de máximos locales y los anchos de los lóbulos

de la función de máxima verosimilitud vaŕıa con el número de datos. En particular, con

N = 500 el ancho de los lóbulos es mayor y la cantidad de mı́nimos locales es menor.

Dado que estamos identificando osciladores, la inicialización del algoritmo de estimación

se realiza a partir de la frecuencia correspondiente al máximo de la densidad espec-

tral de potencia (PSD) de la señal y0:N−1, como se muestra en la Fig. 5.2. La PSD se

obtiene a partir de la transformada rápida de Fourier de los datos. El algoritmo de op-

timización fue implementado a través de la función fminunc de Matlab, con la opción
′Algorithm′,′ quasi−Newton′. Para más detalles ver el Apéndice A.3.

En la Fig. 5.3(a) se presentan los resultados de la simulación de 100 realizaciones

de Monte Carlo, utilizando N = 500, tomando como punto de partida para la ganancia

del oscilador β̂0 = 2. En dicha figura se observa claramente que se obtiene una buena

estimación de los parámetros. Esto se debe a que el punto de inicialización se encuentra

lo suficientemente cerca de los valores reales de los parámetros. En la Fig. 5.3(b) se

presentan los resultados de la simulación de 100 realizaciones de Monte Carlo, utilizando

N = 1000 y β̂0 = 2. Se puede apreciar que los resultados de la estimación son mejores
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con N = 500, ya que el ancho de la región cuasi-convexa de la función ML alrededor

del máximo global es más grande por lo que la inicialización escogida con N = 500 fue

más adecuada en dicho caso. Por lo tanto, la Fig. 5.3 muestra lo importante que es la

inicialización del algoritmo de estimación para encontrar el óptimo global de la función

ML (4.42).

(a) (b)

Fig. 5.1: Gráfico de la Función de Verosimilitud de vibraciones generadas con frecuencia en

f1 = 300[Hz] y amplitud β1 = 1, utilizando (a) N = 500 y (b) N = 1000 muestras de la señal de

salida yk.

Fig. 5.2: Densidad espectral de potencia para el Ejemplo 1 con N = 1000
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(a) (b)

Fig. 5.3: Estimación de θ = [α β]T para 100 realizaciones de Monte Carlo con (a) N = 500 y (b)

N = 1000 muestras de la señal de salida yk.

Cambiando el parámetro de la frecuencia a α = 120π[rad/s], manteniendo β = 1 y

peŕıodo de muestreo ∆ = 10−4[s], se realiza la simulación utilizando muestreo instantáneo

con N = 500 y N = 1000 muestras de yk, para aśı obtener el valor de la función

de verosimilitud a maximizar. En la Fig. 5.4 se muestran las gráficas de las curvas de

nivel de la función de verosimilitud, donde se observa claramente la presencia de varios

máximos locales, pero el ancho de los lóbulos de la función de máxima verosimilitud

vaŕıa con el número de datos. En particular, con N = 500 el ancho del lóbulo alrededor

del valor del parámetro verdadero es mayor.

En la Fig. 5.5(a) se presentan los resultados de la simulación de 100 realizaciones

de Monte Carlo, utilizando N = 500, tomando como punto de partida para la ganancia

del oscilador β̂0 = 2. En dicha figura se observa claramente que se obtiene una buena

estimación de los parámetros ya que el punto de inicialización es generalmente cercano

a los valores reales de los parámetros.

Ejemplo 2: En este ejemplo se considera un sistema con dos osciladores:

y(t) =
β1

s2 + α2
1

ẇ1(t) +
β2

s2 + α2
2

ẇ2(t)

El modelo espacio de estado equivalente está dado por las siguientes matrices:

A =


0 1 0 0

−α2
1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −α2
2 0

 ; κ =


0

β1

0

β2

 ; C =
[
1 0 1 0

]
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Fig. 5.4: Gráfico de la Función de Verosimilitud de vibraciones generadas con frecuencia en

f1 = 60[Hz] y amplitud β1 = 1, utilizando (a) N = 500 y (b) N = 1000 muestras de la señal de

salida yk.
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Fig. 5.5: Estimación de θ = [α β]T para 100 realizaciones de Monte Carlo con (a) N = 500 y (b)

N = 1000 muestras de la señal de salida yk.

Se asume que los procesos de ẇ1(t) y ẇ2(t) son de media cero y espectro de potencia

σ2 = 1 y no correlacionados. Con la finalidad de analizar un problema que se puede

gráficar se simplifica el vector de parámetros a identificar en θ = [α1 α2]T .

Los datos simulados se generan con los siguientes parámetros: (i) α1 = 760π[rad/s],

α2 = 800π[rad/s], (ii) periodo de muestreo ∆ = 10−4[s], (iii) caso 1: β0 = [1 1]T y caso 2:
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β0 = [3 1]T . Al igual que en el ejemplo anterior, se analizan la función de verosimilitud

considerando N = 500 y N = 1000. La función de ML se presenta en la Fig. 5.6, donde

se observa claramente que los gráficos contienen varios máximos locales. Sin embargo,

al igual que en Ejemplo 1, con N = 500 hay un menor número de máximo locales y la

vecindad cuasi-convexa de la función ML alrededor del máximo global es más grande.

Además, en los gráficos (c) y (d), se observa que la vecindad cuasi-convexa de la función

ML alrededor del máximo global es ancha entorno a la frecuencia del segundo oscilador

y delgada entorno a la frecuencia del primer oscilador debido al aumento de la ganancia

de esta última.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.6: Gráfico de la Función de Verosimilitud de las vibraciones generadas con frecuencias

f1 = 380[Hz] y f2 = 400[Hz], utilizando (a) β0 = [1 1]T y N = 500, (b) β0 = [1 1]T y N = 1000,

(c) β0 = [3 1]T y N = 500, y (d) β0 = [3 1]T y N = 1000.
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En la Fig. 5.7 se presentan los resultados de la simulación de 100 realizaciones de

Monte Carlo, utilizando N = 1000 y β0 = [3 1]T . Se puede apreciar que se obtiene una

buena estimación, resultado que también se observa en la Fig. 5.8, donde se presenta

la magnitud del diagrama de bode ocupando los parámetros verdaderos y los estimados

(media de Monte Carlo). Por lo tanto, a pesar del cambio en la ganancia del primer

oscilador se logra conseguir una estimación apropiada, teniendo en cuenta lo importante

de establecer el punto de inicialización del algoritmo cerca de los valores reales de los

parámetros.

Fig. 5.7: Estimación de θ = [α β]T para 100 realizaciones de Monte Carlo con N = 1000 y

β0 = [3 1]T .

Fig. 5.8: Magnitud del diagrama de bode para el Ejemplo 2 con N = 1000 y β0 = [3 1]T .
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Fig. 5.9: Gráfico de la Función de Verosimilitud de vibraciones generadas con frecuencias en

f1 = 300 y f2 = 400[Hz], amplitud β1 = 1 y β2 = 1, utilizando (a) N = 500 y (b) N = 1000

muestras de la señal de salida yk.

Se analiza la función de verosimilitud cuando las frecuencias de los osciladores están

alejadas entre ellas por ejemplo f1 = 300 y f2 = 400[Hz]. Entonces,los datos simulados

se generan con los siguientes parámetros: (i) α1 = 600π[rad/s], α2 = 800π[rad/s], (ii)

periodo de muestreo ∆ = 10−4[s], (iii) β0 = [1 1]T . La gráfica de la función de ML se

presenta en la Fig. 5.9, donde se observa claramente que con N = 500 hay un menor

número de máximo locales y la vecindad cuasi-convexa de la función ML alrededor del

máximo global es más grande. Una vez más queda en evidencia la importancia de una

inicialización del algoritmo cercano a los parámetros verdaderos.

5.3. Optimización Global

La función de log-verosimilitud se obtiene utilizando directamente el modelo ARMA

exacto en tiempo discreto (4.24) como:

`(θ) = −N
2

log [λ]− 1

2

N∑
t=1

[
y(tk)

H(z, θ)

]2

,

donde θ = [α σ2]T , el filtro H(z, θ) y la varianza λ del ruido son proporcionados por el

Teorema 3. Note que la función log-verosimilitud depende de las ráıces de los polinomios

R1(z) y R2(z). Esto implica que la optimización de la función log-verosimilitud debe

realizarse numéricamente. Además, note que las ráıces del polinomio R2(z) = z4 + b
az

3 +
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c
az

2 + b
az + 1 están dados por:

z1 = − b̄
4
− L− 1

2

√
−2 +

b̄2

2
− c̄−M

z2 = − b̄
4
− L+

1

2

√
−2 +

b̄2

2
− c̄−M

z3 = − b̄
4

+ L − 1

2

√
−2 +

b̄2

2
− c̄+M

z4 = − b̄
4

+ L+
1

2

√
−2 +

b̄2

2
− c̄+M

L =

√
8 + b̄2 − 4c̄

4

M =
4b̄c̄− 8b̄− b̄3

2
√

8 + b̄2 − 4c̄
,

(5.12)

donde b̄ = b
a , y c̄ = c

a . En este caso, la funcionalidad de los ceros de muestreo (las ráıces

de R2(z) dentro del ćırculo unitario) de H(z, θ) cambia con los valores de los parámetros

del correspondiente oscilador de tiempo continuo y del tiempo de muestreo. De hecho,

si σ2 = 1, ∆ = 0,1 y α = 50, entonces las ráıces de R2(z) que están dentro del ćırculo

unitario corresponden a z1 and z3. Sin embargo, para σ2 = 1, ∆ = 0,1, y α = 15

las ráıces de R2(z) que están dentro del ćırculo unitario corresponden a z2 y z4 . Por

lo tanto, se debe modificar la función de verosimilitud (y el algoritmo de optimización

correspondiente) según el valor del parámetro α.

Ejemplo Numérico

Considerando el sistema oscilador dado en (4.14), con α = 10 y σ2 = 1. Se analizan

dos casos: i) muestreo rápido: ∆ = 1[ms] y ii) muestreo lento: ∆ = 100[ms].

Muestreo Rápido : La función de verosimilitud correspondiente al muestreo ins-

tantáneo y muestreo AAF se presenta en la Fig. 5.10. Se observa que en ambos casos

la función de verosimilitud es cóncava en la región de interés, pero la función de verosi-

militud no cambia demasiado en el máximo global. Se realiza la optimización evaluando

directamente la función de verosimilitud en una grilla fina. Los resultados se muestran en

la tabla 5.1 donde se observa que el óptimo global corresponde al modelo ”verdadero”.
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(a) (b)

Fig. 5.10: Función Log-Verosimilitud para el sistema (4.14) utilizando (a) muestreo instantáneo

y (b) muestreo integrado con ∆ = 1 ms.

Muestreo Lento: En la Fig. 5.11 se presenta la función log-verosimilitud para (a)

muestreo instantáneo y (b) integrado. Se observa claramente que la función de verosimi-

litud logaŕıtmica muestra varios máximos locales, lo que dificulta el cálculo del máximo

global. Se realiza la optimización evaluando directamente la función log-verosimilitud en

una grilla fina. Los resultados se presentan en la tabla 5.1 donde se ve que el óptimo

global corresponde al modelo ”verdadero”. También se observa que el AAF modifica la

función log-verosimilitud, pero todav́ıa presenta varios máximos locales.

Cuadro 5.1: Estimación de Máxima Verosimilitud.

∆ = 1 ms ∆ = 100 ms

α σ2 α σ2

Muestreo Instantáneo 10,06 0,99 10,06 0,93

Muestreo Integrado 10,06 0,99 10,06 0,93

Por lo tanto, los algoritmos de optimización global son necesarios para obtener las

estimaciones de máxima verosimilitud para los parámetros del oscilador de tiempo con-

tinuo.
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(a) (b)

Fig. 5.11: Función Log-Verosimilitud para el sistema (4.14) utilizando (a) muestreo instantáneo

y (b) muestreo integrado con ∆ = 100 ms.

5.4. Conclusiones

En este caṕıtulo se desarrollaron dos algoritmos de optimización para estimar los

parámetros del modelo exacto en tiempo discreto del sistema de oscilación. Utilizando

el algoritmo de optimización local, la función log-verosimilitud se calculó mediante la

descomposición del error de predicción a través del filtro de Kalman, mientras que los

parámetros fueron estimados localmente utilizando técnicas de cuasi-Newton. En este

tipo de optmización, la estimación de los parámetros depende del número de muestras

que se consideren, ya que hay una fuerte variación de máximos locales y ancho de los

lóbulos de la función de verosimilitud para distintos números de mediciones. Además,

el análisis también mostró que la inicialización del algoritmo de optimización local es

fundamental para la estimación de los parámetros. Respecto a la optimización global se

calcula la función log-verosimilitud utilizando el modelo ARMA. Por lo tanto, la función

log-verosimilitud depende de las ráıces de los polinomios R1(z) y R2(z), por consiguiente

el problema de optimización se debe realizar numéricamente. Los ejemplos numéricos

se centraron en el caso en que la tasa de muestreo es lenta y se mostró que la función

log-verosimilitud muestra varios máximos locales. Sorprendentemente, la presencia de

máximos locales ocurre incluso en el caso donde las muestras son tomadas utilizando un

AAF.



Caṕıtulo 6

CONCLUSIONES

6.1. Conclusiones

En esta tesis se ha definido un problema teórico a resolver a partir de la motivación

de obtener un modelo de la vibraciones inducidas en los sistemas de Óptica Adaptativa.

El problema se planteó modelando las vibraciones como una combinación lineal de os-

ciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido sin considerar amortiguamiento ni

tampoco condición inicial. En ese sentido, el problema a resolver corresponde a estimar

los parámetros de cada uno de dichos ruidos. El sistema de interés se expresó como mo-

delos de espacio de estado en tiempo continuo muestreados de manera uniforme. Luego

se obtuvo el modelo equivalente exacto (sin aproximaciones) en tiempo discreto conside-

rando un tiempo muestreo finito ∆ y utilizando i) muestreo instantáneo y ii) muestreo

integrado. A través de tener un modelo exacto del sistema oscilante, el análisis de los

ceros de muestreo asintóticos (∆ → 0) en [13] (análisis realizado suponiendo que los

polos del sistema de tiempo continuo son reales ) se valida en el caso en que el sistema

de tiempo continuo es un oscilador con polos en el eje imaginario.

A pesar de que la representación entrada salida en tiempo discreto no contiene es-

pectro por ser el sistema de interés oscilatorio, se obtuvo indirectamente el modelo de

datos muestreados que representa al sistema en tiempo discreto. Los modelos exactos

en tiempo discreto se obtuvieron para los tres casos de medición de vibración: posición,

velocidad y aceleración. Esta última medición solo puede muestrearse utilizando un filtro

previo a tomar muestras.

La identificación se realizó a través del método de Máxima Verosimilitud, empleando

un algoritmo de optimización local y otro global. La función de verosimilitud presenta

varios máximos locales como se observó en los ejemplo numéricos analizados. Al calcu-

lar la función de verosmilitud por descomposición del error de predicción a través del

filtro de Kalman los parámetros se estimaron localmente utilizando técnicas de cuasi-

Newton. Los resultados aplicando la optimización local indican que la estimación de los

parámetros depende del número de muestras que se consideren, ya que hay una fuerte
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variación de máximos locales y ancho de los lóbulos de la función de verosimilitud para

distintos números de mediciones. A través de las gráficas de la función de verosmilitud

se observa que la inicialización del algoritmo es muy importante para la estimación de

los parámetros.

Por otra parte, en la optimización global se calcula la función log-verosimilitud uti-

lizando el modelo ARMA directamente. La función de log-verosimilitud al depender de

las ráıces de los polinomios R1(z) y R2(z), el problema de optimización se debe realizar

numéricamente. Los ejemplos numéricos mostro que la función log-verosimilitud presen-

ta varios máximos locales. Sorprendentemente, la presencia de máximos locales ocurre

incluso en el caso donde las muestras son tomadas utilizando un AAF. Luego de anali-

zar varios ejemplos numéricos relevantes para esta investigación, queda en evidencia las

dificultades para identificar los parámetros de un oscilador en tiempo continuo.

6.2. Trabajo Futuro

El problema teórico resuelto en esta tesis tan solo contempló modelar el sistema

de oscilación sin condiciones iniciales y sin amortiguamiento, y aplicando únicamente el

método de Máxima Verosimilitud para identificar los parámetros del sistema en cuestión.

Por ende, se genera una serie de problemas a seguir investigando para identificar en la

practica los modelos de vibración:

Incluir en el modelo a identificar las condiciones iniciales. Un análisis preliminar

de este nuevo modelo se presenta en el art́ıculo de conferencia [45].

Modelar el sistema de oscilación con amortiguamiento.

Analizar la función de verosimilitud al ocupar el algoritmo EM enfocado a siste-

mas con datos cuantizados. Un trabajo preliminar se presenta en el art́ıculo de

conferencia [48].

Resolver el problema de estimación planteando el modelo en el dominio de la fre-

cuencia.
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[3] P. Escárate, R. Carvajal, L. Close, J. Males, K. Morzinski, and J. C. Agüero, “Mini-
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[22] J. I. Yuz, J. Alfaro, J. C. Agüero, and G. C. Goodwin, “Identification of continuous-

time state-space models from non-uniform fast-sampled data,” IET Control Theory Ap-

plications, vol. 5, no. 7, pp. 842–855, May 2011.
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Apéndice A

APÉNDICE A

A.1. Cálculo de las matrices eA∆ y Qd del modelo en tiempo-discreto.

Considere el sistema en variable de estado:

ẋ(t) = Ax(t) + ẇ(t),

con E{ẇ(t)ẇ(τ)T } = Qcδ(t− τ). El sistema muestreado con tiempo de muestreo ∆, está

dado por:

x(tk+1) = eA∆x(tk) + n(tk),

donde eA∆ y la covarianza de n(tk) se obtienen con el método presentado en [42] y [15].

El método realiza el cálculo en forma eficiente y compacta en el cálculo de integrales que

incluyen la matriz exponencial. A partir de la siguiente matriz exponencial extendida

exp

{[
−A Qc

0 AT

]
∆

}
=

[
P11 P12

0 P22,

]

se puede obtener simultáneamente tanto la matriz eA∆ como la varianza del ruido n(tk)

del modelo en tiempo discreto (14) y (17).

eA∆ = P T22

Qd =

∫ ∆

0
eA

T ηdη = P T22P12.
(A.1)

A.2. Cálculo de derivadas necesarias para obtener el gradiente de la función

de máxima verosimilitud.

Derivadas de la etapa de predicción del Filtro de Kalman respecto a los parámetros

a estimar
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∂Kk

∂θj
=
∂Σk|k−1

∂θj
CT
(
CΣk|k−1C

T
)−1 − Σk|k−1C

T
(
CΣk|k−1C

T
)−2

(
C
∂Σk|k−1

∂θj
CT
)

∂x̂k|k

∂θj
=
∂x̂k|k−1

∂θj
+
∂Kk

∂θj

(
yk − Cx̂k|k−1

)
−KkC

∂x̂k|k−1

∂θj
∂Σk|k

∂θj
= (I −KkC)

∂Σk|k−1

∂θj
− ∂Kk

∂θj
CΣk|k−1

(A.2)

Derivadas de la etapa de corrección del Filtro de Kalman respecto a los parámetros

a estimar

∂x̂k+1|k

∂αi
=
∂eA∆

∂αi
x̂k|k + eA∆∂x̂k|k

∂αi

∂Σk+1|k

∂αi
=
∂eA∆

∂αi
Σk|ke

AT∆ + eA∆∂Σk|k

∂αi
eA

T∆ + eA∆Σk|k
∂eA

T∆

∂αi
+
∂Qd
∂αi

∂x̂k+1|k

∂βi
= eA∆∂x̂k|k

∂βi
∂Σk+1|k

∂βi
= eA∆∂Σk|k

∂βi
eA

T∆ +
∂Qd
∂βi

(A.3)

Derivadas de la matriz de varianza Q respecto a los parámetros a estimar

∂Qd
∂αi

=

∫ ∆

0

(
∂eAη

∂αi
Qce

AT η + eAηQc
∂eA

T η

∂αi

)
dη

∂Qd
∂βi

=

∫ ∆

0
eAηfrac∂Qc∂βieA

T ηdη

(A.4)

Derivadas de la matriz eA∆ respecto al parámetro αi

∂eA∆

∂αi
= ∆eA∆ ∂A

∂αi
(A.5)

A.3. Procedimiento en Matlab

Para el desarrollo de la identificación del vector de parámetros en (13) se ha seguido

el siguiente procedimiento en Matlab.

1. Obtener la frecuencia correspondiente al máximo de la PSD a partir del cálculo de

la transformada rápida de Fourier de los datos.

2. Definir condiciones iniciales de los parámetros θ̂0.

3. Se define la función MLgradiente el cual entrega el valor de la función de verosi-

militud y el vector gradiente, para ello se debe seguir los siguientes pasos:
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3.1. Obtener las matrices del modelo en espacio de estado (4.7) y (4.8).

3.2. Calcular las matrices eA∆ y Qd del modelo en espacio de estado en tiempo

discreto (4.13).

3.3. Calcular las matrices del filtro de Kalman Kk, x̂k|k,Σk|k, x̂k+1|k,Σk+1|k (5.1)-

(5.5).

3.4. Calcular el error de predicciń εk y su varianza Λk en (5.6) y (5.7).

3.5. Calcular el valor de la función log-verosimilitud lN (θ) en (4.42).

3.6. Calcular las derivadas del filtro de Kalman, εk y Λk respecto al vector de

parámetros en (5.10) y (5.11).

3.7. Calcular el vector de gradiente ∇l(θ)θ=θ̂ en (5.9).

4. Optimizar ecuación (4.41), utilizando comando fminunc.

Código Matlab:

options=optimoptions(@fminunc,’Algorithm’,’quasi-Newton’,’GradObj’,’on’);

θ̂ = fminunc(@()MLgradiente, θinicial, options);
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B.1. Lemas

Lema 4. Sea A1, A2 y A3 las siguientes matrices:

A1 =

 0 1

−α2 0

 , A2 =


0 1 0

−α2 0 0

1 0 0

 , A3 =


0 1 0

−α2 0 0

0 1 0

 (B.1)

entonces la matriz exponencial de A1∆, A2∆ y A3∆ son dados por:

eA1∆ =

 cos[α∆] 1
α sin[α∆]

−α sin[α∆] cos[α∆]

 (B.2)

eA2∆ =


cos[α∆] 1

α sin[α∆] 0

−α sin[α∆] cos[α∆] 0

1
α sin[α∆] 1

α2 (cos[α∆]− 1) 1

 (B.3)

eA3∆ =


cos[α∆] 1

α sin[α∆] 0

−α sin[α∆] cos[α∆] 0

cos[α∆]− 1 1
α sin[α∆] 1

 (B.4)

Demostración. Directamente utilizando el modificado algoritmo de Putzer (para más

detalles ver Apéndice B.2 ).
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A continuación se presenta la varianza para el equivalente ruido de tiempo discreto

utilizando muestreo instantáneo e integrado en (4.13) y (3.21) respectivamente.

Lema 5. La varianza de n(tk+1) para los sistemas de medición de posición y velocidad

muestreados instantáneamente está dado por:

Qd = σ2

2α∆−sin[2α∆]
4α3

sin2[α∆]
2α2

sin2[α∆]
2α2

2α∆+sin[2α∆]
4α

 (B.5)

donde α es la frecuencia del oscilador y ∆ corresponde al tiempo de muestreo.

Demostración. Utilizando la definición de varianza y el Lema 4 se obtiene que :

Qd = E{n(tk+1)nT (tk+1)}

= σ2

∫ ∆

0

(
eAηκ

) (
eAηκ

)T
dη

= σ2

∫ ∆

0

 1
α sin[αη]

cos[αη]

[ 1
α sin[αη] cos[αη]

]
dη

= σ2

∫ ∆

0

 1
α2 sin2[αη] 1

α sin[αη] cos[αη]

1
α cos[αη] sin[αη] cos2[αη]

 dη
= σ2

2α∆−sin[2α∆]
4α3

sin2[α∆]
2α2

sin2[α∆]
2α2

2α∆+sin[2α∆]
4α



(B.6)

Lema 6. La varianza n(tk+1) para los sistema de medición de posición, velocidad y

aceleración utlizando muestreo integrado están dados por:

cov


wd(tk+1)

vd(tk+1)

 = Q =

Qd(α, σ2) Sd(α, σ
2)

STd (α, σ2) Rd(α, σ
2)

 (B.7)

donde
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Medición de posición

Qd = σ2

2α∆−sin[2α∆]
4α3

sin[α∆]2

2α2

sin[α∆]2

2α2
2α∆+sin[2α∆]

4α


Rd = σ2 · 6α∆− 8 sin[α∆] + sin[2α∆]

4α5

Sd = σ2


2 sin[α∆

2 ]
4

α4

4 sin[α∆]−2α∆−sin[2α∆]
4α3


(B.8)

Medición de velocidad

Qd = σ2

2α∆−sin[2α∆]
4α3

sin2[α∆]
2α2

sin2[α∆]
2α2

2α∆+sin[2α∆]
4α


Rd = σ2 · 2α∆− sin[2α∆]

4α3

Sd = σ2

2α∆−sin[2α∆]
4α3

sin2[α∆]
2α2


(B.9)

Medición de aceleración

Qd = σ2

α4 (2α∆− sin[2α∆]) α2

2 sin2[α∆]

α2

2 sin2[α∆] α3

4 (2α∆ + sin[2α∆])


Rd = σ2 · 2α∆ + sin[2α∆]

4α

Sd = σ2

 1
2 sin2[α∆]

−α
4 (2α∆ + sin[2α∆])


(B.10)

Demostración. Directamente ocupando la definición de varianza y el Lema 4 como en la

demostración del Lema 5.
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B.2. Algoritmo de Putzer Modificado

La matriz exponencial se puede calcular usando la siguiente fórmula

eAt =

n−1∑
j=0

rj+1Pj (B.11)

donde las matrices Pj están dadas por:

P0 = I ; Pj =

j∏
k=1

(A− λkI) j = 1, . . . , n (B.12)

y

rj(t) = L−1

{
1

(s− λj) . . . (s− λ1)

}
(B.13)

donde λj son los autovalores de A.

El algoritmo se puede resumir de la siguiente manera;

i) Determinar los autovalores de A.

ii) Calcular las matrices Pj .

iii) Calcular los coeficientes rj .

iv) Obtener eAt.

Demostración. Ver [49] y [50].


