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RESUMEN

En todos los principales observatorios astrondmicos terrestres, la optica adaptativa
(AO) se ha convertido en una técnica intrinseca para acercar las observaciones cientificas
al Irhite de difraccién de los instrumentos astronémicos. Esto se debe a que AO permite
la compensacién de las aberraciones pticas causadas por la turbulencia atmosférica,
asi como las vibraciones de la estructura del telescopio inducidas por elementos dentro
de la instrumentacién del sistema (como ventiladores y bombas de enfriamiento), el
viento y los movimientos del telescopio. Ya que las vibraciones afectan fuertemente el
rendimiento de los sistemas AO y dificultan el logro de imagenes de buena calidad,
es necesario obtener un modelo de estas vibraciones para posteriormente desarrollar
técnicas de control simples, pero efectivas, que se puedan implementar en tiempo real.
Es por ello que en esta tesis se propone caracterizar estas vibraciones modelandolas
como una combinacién lineal de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido
e identificando dichos osciladores de tiempo continuo utilizando un muestreo regular. Se
representa el modelo del oscilador como un modelo autoregresivo en tiempo continuo para

luego obtener su modelo equivalente en tiempo discreto, en funcién de los parametros del



ii

modelo en tiempo continuo. Posteriormente, se identifica el modelo utilizando el método
de Méxima Verosimilitud ocupando algoritmos de optimizacién tanto local como global.

Cuando se utiliza un algoritmo de optimizacién local, se requiere una buena esti-
macion inicial para los parametros del sistema para luego realizar la correspondiente
optimizacion, la cual en esta tesis consiste en implementar el algoritmo de cuasi New-
ton. Por otra parte, cuando se utiliza un algoritmo de optimizacién global, se analiza el
modelo equivalente de datos muestreados para dos casos: i) muestreo instantdneo y ii)
muestreo integrado.

Se analiza en detalle ambos tipos de optimizacion, ilustrando el comportamiento de
la funcién log-verosimilitud a través de ejemplos numéricos que muestran que presenta

varios maximos locales.

Palabras Claves — Optica Adaptativa, Vibraciones, Identificacién de Osciladores, mo-
delo CARMA, Método de Maxima Verosimilitud.
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ABSTRACT

In all major ground-based astronomical observatories, adaptive optics (AO) has be-
come an intrinsic technique to bring scientific observations closer to the diffraction limit
of the astronomical instruments. This is because AO enables the compensation of the
optical aberrations caused by atmospheric turbulence, as well as the vibrations of the
structure of the telescope induced by elements within the system instrumentation (such
as fans and cooling pumps), wind and movements of the telescope. Since vibrations
strongly affect the performance of the AO systems and hinder the achievement of good
quality images, it is necessary to obtain a model of these vibrations to later develop
simple but effective control techniques that can be implemented in real time. It is for
this reason that in this thesis it is proposed to characterize these vibrations by modeling
them as a linear combination of oscillators each one driven fed by a noise and identifying
the continuous-time oscillators using regular sampling. The model of the oscillator is
represented as continuous-time autoregressive model, obtaining its discrete-time equiva-
lent model, in terms of the parameters of the model in continuous-time oscillator. Then,
the model is identified using the method of Maximum Likelihood using local and global
optimization algorithms.

When a local optimization algorithm is used, a good initial estimation is required for
the parameters of the system. Then one performs the corresponding optimization, which
in this case is implemented using the algorithm of quasi Newton. On the other hand,
when a global optimization algorithm is used, the equivalent model of sampled data is
analyzed for two cases: i) instantaneous sampling and ii) integrated sampling.

Both types of optimization are analyzed in detail, illustrating the behavior of the
log-likelihood function through numerical examples that show that it presents several

local maxima.

Keywords — Maximum Likelihood Methods, Continuous Time System Estimation, Osci-
llators identification, CARMA model, Maximum Likelihood, Adaptive Optics, Vibrations
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Motivacion

La identificaciéon de vibraciones ha sido un tema recurrente en diferentes areas de
investigacion, tales como: Optica Adaptativa (AO) [1-6], Robética mévil [7], y Procesa-
miento de Sefiales y Comunicaciones [8,9].

Los sistemas de AO se emplean en los telescopios modernos para obtener imagenes
cercanas al limite de difraccién de los instrumentos cientificos. Estos sistemas son muy
sensibles a las vibraciones inducidas por elementos dentro de la instrumentacion del
sistema, como ventiladores y bombas de enfriamiento, por lo que caracterizar y mitigar
los efectos de las vibraciones es un tema de creciente importancia en muchos observatorios
[2,6,8]. Es por ello que la motivacién principal de esta tesis es modelar y desarrollar
técnicas de identificacién de las vibraciones inducidas en los modernos sistemas de AO
de los telescopios.

En este trabajo de investigacién se propone modelar el sistema de interés como una
combinacién lineal de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido. Por ende,
la propuesta involucra la estimacion de los parametros de cada uno de dichos ruidos.
La identificacion de sistemas osciladores ha sido un tema de interés recurrente en dreas
de investigacién, como i) Estadistica [9-11] y ii) Fisica Matemaética [12]. Los osciladores
de tiempo continuo son muy relevantes para una amplia gama de areas de investigacion
ya que estan presentes no solo en la naturaleza sino también en algunas aplicaciones
tecnolégicas (vedse, por ejempo [3,/12] y sus referencias). Los sistemas osciladores se
representan tipicamente utilizando ecuaciones diferenciales en tiempo continuo. Ademss,
es bien sabido que cuando se muestrea un sistema dinamico aparece, en general, ceros
de muestreo [13,/14]. Por lo tanto, los algoritmos para identificar sistemas de tiempo
continuo son altamente relevantes.

Por otro lado, la identificacién de sistemas de tiempo continuo se realiza normalmente
utilizando modelos aproximados [13}/15,/16]. De hecho, para los sistemas no lineales no

existe una representacién exacta del modelo equivalente de datos muestreados, y para los

2



1.1. MOTIVACION 3

sistemas lineales, el mapeo de los parametros de tiempo continuo a los ceros de muestreo
es, en general, complejo.

El problema de obtener un modelo aproximado utilizando datos muestreados ha
atraido la atencién de varios grupos de investigacién (vedse, por ejemplo [17-21]).

Un enfoque tipico para identificar un sistema de tiempo continuo es utilizar una apro-
ximacién como el método de Euler [13,|16,22] para obtener un modelo (aproximado) de
tiempo discreto. Por ejemplo, en [23| se considera el problema de estimar los pardme-
tros en un modelo autorregresivo en tiempo continuo a partir de muestras de tiempo
discreto, reemplazando las derivadas por aproximaciones delta, formando una regresién
lineal y utilizando el método de minimos cuadrados. Ademads, es bien sabido que el ren-
dimiento de los métodos de identificacion obtenidos mediante este enfoque proporciona
estimaciones sesgadas [24].

Por otra parte, en [25] se obtiene una evaluacién exacta del espectro de potencia en el
dominio discreto usando B-splines exponenciales y se presenta un enfoque de estimacion
que se basa en la funcién de verosimilitud de Whittle [26].

En el reciente articulo [27] se presenta un algoritmo para identificar un sistema auto-
rregresivo de media mévil de tiempo-continuo (CARMA) que utiliza datos muestreados
de forma irregular en el marco de méxima verosimilitud (a través de la maximizacién di-
recta de la funcién de verosimilitud y mediante el algoritmo de Esperanza-Maximizacién
(EM) [28]). Los modelos CARMA se modelan como una funcién de transferencia con
polos y ceros alimentada por un ruido [27]. En [27] la funcién de Méxima Verosimilitud
(ML) es optimizada utilizando métodos de Newton [29]. Este enfoque se puede aplicar
directamente para identificar osciladores de tiempo continuo. Sin embargo, el éxito de
las técnicas en [2527] depende de la inicializacién de la estimacién de los pardmetros del
sistema.

En este trabajo el procedimiento para conseguir la estimacién de los parametros
del modelo de osciladores es el siguiente: (i) Describir la correlacién de los distintos
ruidos que alimentan al sistema, (ii) expresar el sistema CARMA como un modelo de
espacio de estado, (iii) obtener su correspondiente modelo exacto (para estadisticas de
segundo orden) equivalente en tiempo discreto considerando el tiempo de muestreo finito
A, (iv) identificar las vibraciones utilizando la técnica de estimacién ML ampliamente
utilizada en la literatura [30] y [31]; Para ello se desarrollan dos estrategias de algoritmo
de optimizacién una local y otra global. En el caso de que la estimacién de los parametros
del modelo de osciladores se realiza mediante un algoritmo de optimizacion local, se
calcula la funcién de log-verosimilitud mediante la descomposicién del error de prediccion
a través del filtro de Kalman, para luego identificar los pardametros del modelo localmente

utilizando técnicas de cuasi-Newton. Por otra parte, si la estimaciéon se realiza mediante
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un algoritmo de optimizacion global, se calcula la funcién log-verosimilitud directamente
desde el modelo ARMA del sistema de interés. Ademds, al implementar el algoritmo de
optimizacién global, se analiza la funcién de verosimilitud para dos casos: i) muestreo
instantdneo y ii) muestreo integrador.

El objetivo principal de la presente tesis es obtener una primera aproximacion de las
dificultades para identificar los parametros de un oscilador de tiempo continuo. En los
ejemplos numéricos, se observa que la funcién de verosimilitud muestra varios maximos
locales, lo que ayuda a comprender las dificultades de aplicar los algoritmos [25,27] a

este problema.

1.2. Principales Contribuciones de la Tesis

Las principales contribuciones de la tesis son las siguientes:

1. Se proponen modelar las vibraciones de sistemas de AO como una combinacién
lineal de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido. Por claridad de
la exposicién el modelo se considera sin condiciones iniciales ni tampoco amorti-

guamiento.

2. A pesar de que en los sistemas lineales el mapeo de los pardmetros de tiempo
continuo a los ceros de muestreo es muy complejo, aqui se obtiene el modelo exacto
en tiempo discreto (para estadisticas de segundo orden) considerando el tiempo de

muestreo finito A.

3. Se propone dos métodos de identificacién para el modelo de vibraciones utilizan-
do Maxima Verosimilitud: Se maximiza la funcién de verosimilitud a través de
i) método de optimizacién local y ii) global. En el caso de optimizacién local se
calcula la funcién de log-verosimilitud utilizando la descomposicion del error me-
diante el filtro de Kalman y se estiman los parametros utilizando el algoritmo de
cuasi-Newton. En cambio, en la optimizacin global se calcula la funciéon de log-

verosimilitud utilizando el modelo ARMA obtenido previamente.

4. Implementacién del algoritmo ML para ambos casos de optimizacién, lo que per-
mite comprender las dificultades para identificar los pardmetros de un oscilador
de tiempo continuo ya que la funcién log-verosimilitud presenta varios méaximos

locales.

5. A través de los ejemplos numéricos presentados se comprueba la validez del analisis
de los ceros de muestreo asintéticos (A — 0) en [13] en el caso de que el sistema

estocastico de tiempo continuo es un oscilador con polos en el eje imaginario.
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1.3. Publicaciones por el Autor

1. Articulo en Revista

K. Gonzélez, P. Escarate, R. Carvajal and J.C. Agiiero. On Maximum Likelihood
Estimation of Continuous Time Oscillators. Submitted in 2017 (november) IEEE

Latin America Transactions.- Abstract: In this paper, we address the identi-

fication of a continuous-time oscillator. We represented the oscillators model as

using continuous-time autogressive moving average model. We obtain its equiva-

lent discrete-time model, in terms of the continuous time model parameters. Thus,

we identify the model using the Maximum Likelihood method. Our main moti-

vation is modelling the telescope structure vibrations induced by wind and the

telescope movements in modern adapative optics systems.

2. Articulo en Conferencias

a)

J.C. Agiiero, K. Gonzélez and R. Carvajal. EM-based identification of ARX
systems having quantized output data. In 2017 20th IFAC World Congress.-
Abstract: In this paper we develop a novel algorithm to identify an auto-
regressive with exogenous signal system utilizing quantized output data. We
use the Expectation-Maximization algorithm to obtain the Maximum Like-

lihood estimate.

K. Gonzélez, M. Coronel, R. Carvajal, P. Escarate and J.C. Agiiero. Maximum
Likelihood Identification of a Continuous-Time Oscillator Utilizing Sampled
Data. Submitted to 18th IFAC Symposium on System Identification, (SYSID
2018).- Abstract: In this paper we analyze the likelihood function correspon-
ding to a continuous-time oscillator utilizing regular sampling. We analyze the
equivalent sampled-data model for two cases i) instantaneous sampling and ii)
integrated sampling. We illustrate the behavior of the log-likelihood function

via numerical examples showing that it presents several local maxima.

P. Escérate, K. Gonzélez, M. Coronel, R. Carvajal and J.C. Agiiero. Vibra-
tion Model identification using the Maximum Likelihood method. To appear
in SPIE Astronomical Telescopes + Instrumentation (2018).- Abstract: The
vibration effects acting in the science light path reduce the performance of
the adaptive optics systems (AO). In order to mitigate the vibration effects
and to improve the performance of the AO, an adequate model for the vibra-
tion in necessary. A continuous-time oscillator modelled as a continuous-time
autogressive moving average model will be identified in order to estimate the

main frequency vibrations peaks. The use of Maximum Likelihood method to



6 CHAPTER 1. INTRODUCCION

identify the system of interest (considering the effect of initial conditions) will

be discussed.

1.4. Notacion

La notacién que se utilizard en la presente tesis se define a continuacién: A” denota
la matriz transpuesta de A, detA denota el determinante de la matriz A | adj(A) denota
a la matriz adjunta de A, e? representa a la matriz exponencial de la matriz A. 04y
y I, denota la matriz cero de dimensiones a x b y la matriz identidad de dimensiones
a X a respectivamente. Se utiliza el siguiente vector columna para representar una sub-
secuencia de la senal zy, xp.; = [$£ xzﬂ ... o117, 6y denota el pardmetro verdadero, 0
denota una estimacién de 6y. 6™ denota la m-ésima iteracion. E{-} denota el operador
esperanza. E{z|y} denota el valor esperado de la variable aleatoria x dado la variable

aleatoria y. 0(+) representa a la funcién Delta de Dirac.

1.5. Organizacién del documento

Se proporciona a continuacion una breve descripcién de los temas tratados en cada
capitulo de la tesis :

Capitulo |2} En este capitulo se presentan los conceptos fundamentales de la Optica
Adaptativa (AO) para luego plantear el problema tedrico a resolver en la presente tesis.

Capitulo[3} En este capitulo se presentan los conceptos bésicos respecto a los sistemas
estocdsticos muestreados uniformemente. Se obtiene el modelo exacto equivalente en
tiempo discreto cuando se utiliza muestreo instantaneo e integrado.

Capitulo [4t Se obtiene el modelo exacto en tiempo discreto para el sistema de vibra-
ciones utilizando muestreo instantaneo e integrado. Ademas, se presenta el método de
Maéaxima Verosimilitud a utilizar para estimar los pardmetros de interés.

Capitulo[5} Se desarrollan dos algoritmos de optimizacién para estimar los pardmetros
del sistema de interés, uno global y otro local. Se analizan ambos algoritmos a través de
varios ejemplos numéricos.

Capitulo [} En este capitulo se presentan las conclusiones de la tesis y las opciones

de trabajo a futuro que permiten darle continuidad a esta investigacion.



Capitulo 2

OPTICA ADAPTATIVA

2.1. Introduccién

La ()ptica adaptativa (AO) es una técnica 6ptica utilizada para mejorar el rendi-
miento de los sistemas Opticos al reducir el efecto de las distorsiones del frente de onda
entrante, deformando un espejo para compensar la distorsién. La AO es ampliamente
utilizada en los modernos telescopios astronémicos [32], en microscopia [33] y en sistemas
de imdgenes de la retina [34] con el fin de reducir las aberraciones épticas.

Los sistemas de AO aplicados al area de la astronomia realizan una correccién en
tiempo real de los efectos de distorsiéon producidos por la turbulencia atmosférica, permi-
tiendo que el sistema éptico corregido observe detalles més finos de objetos astronémicos
de lo que seria posible observar sin instrumentacion astronémica que cuenten con sistema,
de AO como se puede apreciar en la Fig. En dicha figura se comparan dos imagenes
del cimulo globular de la constelacion Hércules. La ampliaciéon de arriba fue tomada sin
el uso del sistema de AO y la ampliacién de abajo, con el sistema de AO.

El sistema de AO requiere una estrella de referencia bastante brillante que esté muy
cerca del objeto en estudio. Esta estrella de referencia se utiliza para medir la borrosi-
dad causada por la atmédsfera local de modo que el espejo deformable pueda corregirla.
Estrellas suficientemente brillantes no estdn disponibles en todas las partes del cielo, lo
que limita en gran medida la utilidad de la AO de estrellas guia naturales. Para resolver
esto se pueden utilizar ldseres para generar estrellas artificiales a 90[km] de altura.

Los sistemas de AO consta de tres elementos fundamentales como se puede observar
en la Fig. i) Sensor de frente de onda (WFS), ii) Espejo Deformable (DM) y iii) el
sistema de control. En el camino 6ptico del telescopio se inserta un espejo deformable
controlado por un conjunto de actuadores. Posteriormente se ubica el sensor de frente de
onda (mide la distorsién inducida por la atmdsfera mediante la evaluacién de la luz de
una estrella natural o artificial) con el objetivo de monitorear la imégen y asi cerrar el lazo
permitiendo que el frente de onda inicial (distorsionada por la turbulencia atmosférica)

sea corregido.
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Fig. 2.1: ITmagen del camulo globular de la constelacion Hércules capturada por el observatorio

Gemini Norte: (Abajo) sin el sistema de AO y (Arriba) con sistema de AO.

Luz desde telescopio

Frente de onda
distorsionada

Divisor de haz
(Beamsplitter)
Sistema de

Control Frente de onda

corregida

/ Cémara
cientifica
5 " Sensor de frente
— v de onda (WFS)

Fig. 2.2: Diagrama esquemético de un sistema de Optica Adaptativa.

Por otra parte, los telescopios muy o extremadamente grandes que contienen el siste-
ma de AO se ven afectados por picos de vibraciones mecanicas inducidas por el viento,
movimientos del telescopio y en mayor medida por elementos dentro de la instrumenta-
cién como bombas de enfriamiento y motores.

En la instrumentacién astronémica del observatorio Gemini South se han instalados
acelerémetros para monitorear las vibraciones mecanicas con el fin de identificar las

fuentes de perturbacién y posteriormente caracterizarlas. En la Fig. 2.3] se presenta la
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estructura de la instrumentacién astronémica de Gemini South y de la vista esquemadtica
de un acelerémetro posicionado en el instrumento Gemini Planet Imager (GPI).

En colaboracién con el equipo de ingenieros del observatorio Gemini South se realiza-
ron mediciones de aceleracién. En la Fig. 2.4 se gréfica la densidad espectral de potencia
(PSD) de las mediciones capturadas en dos sectores del instrumento GPI, donde se han
marcado los peaks de magnitudes mds altas. En ambos graficos se presentan peaks de
60 [Hz] y sus armonicas (120, 180 y 240 [Hz]), provenientes de dos bombas de enfria-
miento de GPI que funcionan a 60 [Hz|. También, estdn presente peaks de 100[Hz] y sus
armonicas debido a las bombas de enfriamiento de Flamingos-2 (instrumento instalado
cerca de GPI).

A través de la descomposiciéon Polinomial de Zernike es posible caracterizar los dife-
rentes tipos de aberraciones opticas . Existen aberraciones de bajo orden como lo
son: tip, tilt, defocus y astigmatismo. Mientras que de alto orden existen varios tipos de
aberraciones como por ejemplo: esférica y coma. Las perturbaciones mecanicas debidas
a la vibracién conducen principalmente a aberraciones de pistén, tip y tilt, afectando di-
rectamente a la nitidez de las imédgnes capturadas. Es por ello la importancia de obtener

un modelo de los datos muestreados y asi posteriormente mitigarlas utilizando técnicas

de control ,|§|, .

2.2. Estado del Arte

Para el modelado de los sistemas de AO se utiliza un esquema de lazo AO estandar
|§|,, teniendo en cuenta la presencia de perturbaciones debidas a componentes de
turbulencia y vibracién. Es fundamental obtener una correcta identificacion de todas las

fuentes de ruido y perturbacién, asi como los parametros que definen la dindmica del

Fig. 2.3: (a): Instrumentos astronémicos del telescopio de Gemini South. (b): Acelerémetro PCB

Piezotronics triaxial (amarillo) instalado en GPIL
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espejo deformable y el sensor de frente de onda, lo que permite una correcta mitigacion

de las vibraciones y perturbaciones.

Eje X
X Vib.en 60, 120, 180 300 y 337[Hz]

1
T
0 50 100 150 200 250 300 350

Eje Y
X Vib. en 60, 100, 120 y 337[Hz]

I 1
0 50 100 150 200 250 300 350
0
10 I Eje Z
— X Vib.en 60, 100, 120, 180 y 300[Hz]
~N
=
TS
[a]
7
a
1010 L i 1 I
50 100 150 200 250 300 350
Frecuencia [Hz]
(a)
10° T r T T X
= X Vib.cn 60, 100, 120 y 180[Hz]
=
=0
a
7]
a

PSD [g*/Hz]

i ! L L
50 100 150 200 250 300 350

Eje Z

X Vib. en 60,79, 100, 120, 150, 180, 200 y 300[Hz]

PSD [g”/Hz]
3

El
s

) |
150 w0 250 300 350
Frecuencia [Hz]

=
w
=
=
=3

(b)

Fig. 2.4: Densidad espectral de potencia del acelerémetro triaxial ubicado en el sector a)Ref. Ring

(b) Front Frame de GPIL
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La estructura estdndar para un sistema de éptica adaptativa en lazo cerrado consiste
en un sensor de frente de onda (WFS), un espejo deformable (DM) y un controlador
(K) [4Ll6L[38], el cual se muestra en la Fig. En dicha figura, ¢, " y ¢©"¢ representan
las amplitudes para la fase de perturbacion total, fase de correccién y fase residual,

respectivamente.

Sensor de frente de n
onda (WES)

res y
2 N by :> ,

Y

] u -1 <
o M) B K(z) A
Espejo Deformable Controlador
(DM)

Fig. 2.5: Diagrama de bloque del lazo cerrado del sistema de AO.

Observaciéon 1. Asumiendo que la fase incidente de perturbacién total ¢ puede ser
representada usando la descomposicién Polinomial de Zernike [7,8}39], se puede disenar
una regla de control diferente para cada modo de frente de onda independiente, siguiendo
la estructura presentada en la Fig. Desde este punto de vista, y sin pérdida de gene-
ralidad, se ha considerado solamente los modos tip, tilt y defocus de la descomposicion
Polinomial de Zernike del frente de onda.

La perturbacién total ¢ se define como la suma de las contribuciones de la senial de

turbulencia ¢ y las n sefiales de vibracién . Es decir:
0 = 1+ QP+ o 4t o, (2.1)

El proceso de medicién del WFS y el proceso de correccién del DM se pueden modelar
como [3,4,40]:

D(z71) =dpz!

M(z™Y) =mpzt

Asi, la senial de salida y esta dada por:

(2.2)

Yo = dowy =y + 11, (2.3)
donde el ruido 7 ~ N(0, a%) es Gaussiano blanco aditivo y
e = mous—1. (2.4)

Un método ampliamente utilizado en la literatura para describir la correlaciéon temporal
de las fases de turbulencia y vibracién son modelos autoregresivos de segundo orden
(AR2) [7,8,39].
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2.3. Conclusiones

En este capitulo se explicé de manera general la Optica Adapativa y el funcionamiento
de los sistemas de AO aplicados a la astronomia. Se dio a conocer que los sistema de
AO son sensibles a las vibraciones mecédnicas inducidas por elementos al interior de
la instrumentaciéon como las bombas de enfriamiento en el caso del instrumento GPI.
Debido a ello, es fundamental conseguir un modelo que represente a estas vibraciones

con el fin de mitigarlas mediante técnicas de control.



Capitulo 3

CONCEPTOS BASICOS DE
SISTEMAS ESTOCASTICOS
MUESTREADOS

3.1. Introduccién

En este capitulo se estudia el muestreo de un sistema estocastico lineal en tiempo
continuo. En primer lugar, se comenta de manera general los modelos muestreados y los
dispositivos utilizados en el proceso de muestreo. Luego se presentan las ecuaciones gene-
ralizas en tiempo discreto de sistemas estocasticos lineales muestreados intantdneamente
y muestreados utilizando previamente un filtro anti-aliasing. Se presenta un ejemplo
numérico para cada tipo de muestreo. Posteriormente, se obtienen los modelos de datos
muestreados de sistemas oscilatorios indirectamente utilizando factorizacién espectral.

Finalizando con la presentacion de las conclusiones.

3.2. Modelos muestreados

Los modelos de sistemas dindmicos en tiempo continuo surgen en general de la apli-
cacion de leyes fisicas tales como la conservaciéon de la masa, el momento y la energia.
Estos modelos se pueden representar como ecuaciones diferenciales lineales o no lineales,
donde los pardmetros involucrados generalmente se pueden interpretar en términos de
propiedades fisicas del sistema. Sin embargo, en la préctica este tipo de modelos no son
apropiados para interactuar con dispositivos digitales (por ejemplo actuadores y senso-
res), debido a que solo se puede acceder a los datos de la senial en instantes de tiempo
discreto.

Al interconectar un sistema fisico de tiempo continuo a una computadora digital,
se necesitan dispositivos de interfaz en la entrada y salida, los cuales determinan las

propiedades del sistema muestreado:
13
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= Retenedor: el retenedor se utiliza para convertir la secuencia de tiempo discreto ug
de la computadora en una senal de entrada de tiempo continuo adecuada para la

aplicacién al sistema. El retenedor de orden cero (ZOH)
u(t) = ug para kA <t < (k+1)A
es la més comunmente utilizada, donde A corresponde al tiempo de muestreo.

= Sistema fisico: usualmente se describe mediante un conjunto de ecuaciones diferen-

ciales lineales o no lineales en tiempo continuo.

» Filtro Anti-aliasing (AAF): este dispositivo acondiciona la senal de salida de tiempo

continuo antes de tomar las muestras.

= Muestreador: este dispositivo crea una secuencia de tiempo discreto y; mediante

muestreo instantaneo.

3.3. Sistema estocastico

En esta seccién se considera el muestreo de sistemas lineales estocdsticos descritos

y(t) = H(q)w(t) (3.1)

donde w(t) es un proceso de entrada de ruido blanco de tiempo continuo. Se asume
que la senal que alimenta al sistema w(t) es débilmente estacionaria. Por ende, al aplicar
cualquier filtro estable la salida serd asintoticamente débilmente estacionaria y si ademas
el ruido w tiene distribucion Gaussiana entonces la senal de salida sera estrictamente
estacionaria [41]. Para el sistema se puede obtener un modelo de datos muestreados
de manera que su secuencia de salida tenga las mismas propiedades de segundo orden que
la salida de tiempo continuo en los instantes de muestreo. Un ruido de tiempo continuo,

w(t), es un proceso de Wiener si cumple con [14,|16]

» w(t) tiene media cero, es decir, E{w(t)} = 0 para todo ¢.

» Los incrementos de w(t) son independientes, es decir, E{(w(t1) — w(t2))(w(s1) —
w(s2))} = 0 para todo t1 > ta > s1 > s9 > 0.

» Paracada syt, s <t,losincrementos w(t)—w(s), tiene una distribucién Gaussiana

de media cero y varianza E{(w(t) — w(s))?} = o2 |t — s|.

Por lo tanto, la derivada de un proceso de Wiener, w(t) tiene distribucién Gaussiana.
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Lema 1. Dado el siguiente sistema estocastico en tiempo continuo expresado en espacio-

estado:

z(t) = Az(t) + rw(t) (3.2)

donde w(t) es ruido blanco Gaussiano escalar en tiempo continuo con media cero y
varianza E{w(t)w(r)} = 026(t—r). El sistema equivalente en tiempo discreto equivalente

esta dado por:

T(tey1) = Aa(tr) + n(trs1), (3.3)

donde A = ;.1 —t}, corresponde al tiempo de muestreo, Ay = eA?, n(typyq) = fOA e kb (g —

n)dn es ruido blanco de media cero y varianza Qg.

Demostracidn. Considerando la matriz exponencial e? = I + A + %A2 + - %A” con

n € R. La matriz exponencial satisface lo siguiente:

At
- d(calt :AeAt :eAtA

, AN _
» lima 0 S5 I— 4
Multiplicando la ecuacién (3.2)) por el término e~ At ge obtiene que:
e Mi(t) = e M Ax(t) + e MR ()

d
—{e ()} = e ki (t)
dt

Integrando la ultima expresiéon con respecto a ¢ entre los instantes ¢ y ¢541 se obtiene:

te+1

efAtkﬂx(tk_H) — eiAth(tk) = / eiAtfiu')(t)dt. (3.4)

tg

Despejando x(t;+1), se obtiene el sistema (3.2) equivalente en tiempo-discreto:
(th1) = e (ty) + n(tr), (3.5)
donde

A
n(ty) = /0 e (41 — n)dn, (3.6)

es ruido blanco de media cero y varianza

T __ A A An . o . _ T _ATr
E {n(te)n(ty)" } = /0 /0 eMMRE{w(tgr1 — nw(tgsr — 1) " e Tdndr
A (3.7)

:/ eA”ﬁneAT"dn = Qq.
0
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Para el cédlculo anterior se considera la siguiente igualdad

A
/O F(n,7)5(n — 7)dr = F(n,n)

En cuanto a las matrices e42 y Q, éstas se pueden calcular eficientemente a partir de

una matriz exponencial extendida (para mas detalles ver Apéndice |4] ). O

Si la salida del sistema de tiempo continuo (3.2)) satisface

y(t) = Cx(t), (3.8)
entonces, para un muestreo instantaneo se obtiene que la salida en tiempo discreto

equivalente estd dado por:
y(tr) = Ca(te). (3.9)

Equivalentemente, la representacién de entrada-salida esta dada por:
y(tr) = C(2I — Ag) ™ 'n(te11) (3.10)

donde z es el operador de adelanto. Por otra parte, es habitual en la practica utilizar un
AAF antes de tomar muestras. Un AAF tipicamente utilizado para analisis es el siguiente
promediador AAF [13|:

1— esA

F(s)= 3.11

(5) = —¢ (3.11)
Este tipo de muestreo también se llama muestreo integrado ya que las muestras estan

dadas por:
1 [ (k1) — 2(tk)
t = — S(t)dt = ————————=, 3.12
y(ter1) = 3 5 (1) A (3.12)

Lema 2. Se considera el siguiente sistema en tiempo continuo

(t) = Aw(t) + ri(t)

(3.13)
2(t) = Cx(t) + 0(t),
donde [k (t) ©(t)]" es ruido blanco de tiempo continuo con covarianza dada por:
T
o(t ( c Sc
o)) ey L@ 5(t — 7). (3.14)
0(t) 0(7) Se Re

Si las muestras son tomadas con un promediador AFF, entonces el correspondiente sis-
tema en tiempo discreto estda dado por:
z(tg+1) Ad

. z(tk) + n(tes1), (3.15)
y(ter1)A Ca
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donde 45 = e42, C = C’Ail(eAA —I) en caso de que la matriz A es invertible. Adems4s,

n(tg+1) es ruido blanco de media cero con matriz de covarianza dada por:

A c Se S,
E {n(ts+1)n(ter)"} = / e’ X ey = Qa5 (3.16)
0 Se Re Sa Ra
donde la matriz extendida A, estd dada por
A 0
A, = (3.17)
cC 0

Demostracién. Definiendo un sistema con un estado extendido X(¢) = [z(¢) z(¢)]7 , y un

ruido extendido n(t) = [k (t) 9(¢)]T se tiene que:

. A0
X(t) = X(t) +n(t)
C 0

Por lo tanto, el sistema de tiempo discreto al utilizar el Lema [I] esta dado por:

x(tkﬂ):e{c i N(te) + nltes), (3.18)
donde
A Ja o
”(tk+1):/0 6[0 O]nﬁ(tkﬂ—ﬁ)d??- (3.19)

Usando [42] y considerando que A es invertible, se tiene que:

e{A O}A _ AN 0

CA~ V(A2 — 1) I (320)

El calculo de la matriz exponencial e?=2

modificado (ver Apéndice [B.1)). Expandiendo la ecuacién (3.18])

se obtiene utilizando el algoritmo de Putzer

x(tk+1) B eAA 0 .’E(tk)
Z(tk+1) - CA71<6AA—I) I Z(tk) + (tk+1)7

se desprenden las siguiente ecuaciones:

T(tht1) = Agz(t) + waltir1)
Y(tkr1)A = 2(tkt1) — 2(tk) = Cax(te) + va(trs1)



18 CHAPTER 3. CONCEPTOS BASICOS DE SISTEMAS ESTOCASTICOS MUESTREADOS

donde Ag = e, Cy = CA {2 — I} y n(tpg1) = [wa(tpr1) va(tes1)]” es ruido blanco
Gaussiano de media cero y con matriz de covarianza dada por:
. A [a o]n A . {A O}TT
E{n(tre)n(tei1)’ } =E / el 1 n(tgi — n)dn/ n(tgyr —7)7 el °
0 0

A
_ / 6A9m Qc Se eAgndn _ Qd S
0 S. R. Sa Ry

Por lo tanto, el sistema en tiempo discreto queda expresado como:

t A
o(tivr) | _ | Ad £(t) + 1(tes).
Y(tk1)A Ca

O
desde donde se puede obtener la representacién entrada-salida como:
y(trs1)A = Ca(zI — Ag) " 'wa(tri) + valtrir) (3.21)
3.4. Ejemplos numéricos
Ejemplo 1. Se considera el siguiente sistema CAR
()= (1) (3:22)
= w .
Yy s+ a )
donde s = 4 corresponde al operador de Heavside y E{w(t)uw(r)} = 06(t — 7). Este
sistema puede ser representado en su forma espacio de estado como:
T(t) = —ax(t) + w(t
(t) = —ax(t) + (1 523

y(t) = 2(t)

Utilizando el Lema [1| se obtiene que el sistema en tiempo discreto equivalente al mues-

trearlo instantaneamente esta dado por:

(k1) = Aaz(tr) + n(tps1)
y(tr) = Ca(ty),

donde A4g =e**, C=1yn (tks1) fo w(tk+1 — n)dn es ruido blanco de media
cero y varianza dada por
A 1— e—QaA
Qu=B{n(tn)) =o* [ ey = * 1 = (3.24)
0 (6%
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Dada la representacién entrada-salida (3.10)), el sistema en tiempo discreto puede ser

re-escrito como el siguiente sistema auto-regresivo de primer orden (AR(1)) en tiempo

discreto:
y(te) = 5 _Z(tfiql = 12(2';)1 (3.25)
Ejemplo 2. Se considera el siguiente sistema
At) = —ai(t) (3.26)
S+«

el cual se muestrea utilizando el promediador AFF y cuyas muestras estan dadas por

1 th+1 )
Y(ths1) = A/t Z(t)dt.
k

Este sistema puede ser representado en su forma espacio de estado como:

F(t)] _ [_10‘] (1) + (8), (3.27)

donde n(t) = [—aaw(t) £(t)] es ruido blanco de tiempo continuo con covarianza dada por

T
—oab(t)] !—aw(T)] _
w(t) w(7)

Utilizando el Lema [2] se tiene que el sistema puede ser representado en la siguiente forma

Qe Se 2

Se Re

E

S(t—1) =02 [a

—a 1

espacio de estado:
Aqg

e, z(tk) + n(tes1) (3.28)

[ (ther)

Y(trs1)A

donde Ay = e @2, Cy = a™ (1 — e™*?) y n(tp41) es ruido blanco de media cero con

matriz de covarianza dada por:

A Qe S, T Qa Sa
E{n(t n(t T :/ eAen | U6 T edangy — 3.29
{ (k-i—l) (k+1) } . S. Ry n S; Ry ( )
con
—a 0
A, = 3.30
1 0] (3.30)

Al calcular la matriz exponecial de A, utilizando [42] se obtiene lo siguiente:

—aA —aA

ad ar g

T -1 . (3.31)
[Reomgr 1| T |men
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Por lo tanto, al calcular la matriz de covarianza de n(tx11) se obtiene lo siguiente:

T o [P A | @ o ar
E {n(tps1)n(tes1)" } =0 / el e“="ldn
0

—a 1
o, A 0426720“7 _a672a17 g
=0 ; e20m o—20m n (3.32)
T

o1 —e 208 | —af |—a
=g —
2¢¢ 1 1
Finalmente, se re-escribe la ecuacién €Omo:

[ o(tpy1)
y(tkr1)A

Aq
Cq

(t) + e(trst), (3.33)

donde e(t;41) es ruido blanco de media cero y varianza dada por:
1— e—2aA
E{e(t O
{e(tks1)t =0 2%

Dada la representacién entrada-salida (3.21]) obtenida a partir del Lema |2} el sistema

en tiempo discreto puede ser re-escrito como el siguiente sistema ARMA en tiempo

(3.34)

discreto:

1—q ! A 1

ﬁy(tw = —e(tr) (3.35)

1 — e aBq
3.5. Factorizaciéon Espectral

Es bien sabido que a partir de la estimacién del espectro de entrada-salida se pue-
de obtener directamente el modelo de datos muestreados que representa el sistema de
interés en tiempo discreto. Para obtener los modelos correspondiente al sistema estocasti-
co de interés muestreado intantdneamente e integrado se debe introducir

previamente lo siguiente:

Teorema 2. Considerando el siguiente sistema lineal:

y(tr) = H(q)w(tr), (3.36)

donde w(tg) es ruido blanco de media cero y covarianza ¥, H(q) es un filtro lineal y ¢
es el operador de adelanto (qw(tx) = w(tx+1)), el espectro de la senal y(t) estd dada
por [30]:

®,(2) = H(z)XH(z"HT (3.37)

donde el espectro del ruido blanco es igual a su matriz de covarianza.
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O
En este trabajo el sistema de interés es oscilatorio, por ende la salida y del sistema
no es estacionario. Por lo tanto y no tiene espectro, porque el espectro en sistemas

estocdsticos de tiempo discreto se define como

D,(z) = Z r(r)z"" (3.38)
T=—00
donde ry(7) es la auto-correlacién de la senal y(t) la cual puede ser estrictamente esta-

clonaria o débilmente estacionaria

ry(1) = E{y(t +7)y(t))} (3.39)

Siendo asi, la densidad espectral de potencia es el espectro evaluado en el circulo unitario,
es decir @, (/™). Por lo tanto, la densidad espectral de potencia se relaciona a la auto-
correlacion ry (1) a través de la transformada (y su inversa) de Fourier de tiempo discreto.
Debido a que el sistema es oscilatorio (cuyo transiente no desaparece), entonces el sistema
no es estacionario, por ende no se puede obtener el espectro de la salida directamente.
En las siguientes subsecciones se presenta una manera indirecta de obtener el modelo
de un sistema oscilatorio a partir de la factorizacién espectral, pero antes se presenta el

siguiente Lema que serd de utilidad.

Lema 3. Sea R;(z) y Rz2(z) los polinomios Ry (z) = 22 +bz+1, Ra(z) = 2* +b23 +c2? +
bz + 1 donde b y c € R. Estos polinomios se pueden factorizar de la siguiente manera:
_ z
Ri(2) = (2 —21)(2 l_zl){_zl} (3.40)
z

Ro(2) = (z — 2)(2 — z3) (27} — 22) (27! — 23) {} (3.41)

29223

donde |z;| < 1 con i = {1,2,3}.

Demostracion. Se puede ver directamente que si z, es una raiz de R;(z) en (3.40) y
1) entonces i también es una raiz de R;(z) (i = {1,2}). Entonces, el resultado se

obtiene re-oredenando los términos. O

Note que en el caso que z; y z2 sean complejos conjugados (z2 = Z1), entonces se
tendra que el polinomio Rs se factoriza de la siguiente manera:
2

Ro(2) = (2 — 21)(z — 21) (2 — 21)(2 —21){ : } (3.42)

|21]2

La manera de obtener el modelo de datos muestreados indirectamente es descomponiendo

la salida y(tx) de tal manera de calcular el espectro a la parte de la sefial que sea
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estacionaria. En primer lugar, se re-escriben las ecuaciones de entrada-salida (3.10) y
(3.21) muestreadas de manera instanténea y con AFF respectivamente. Para ello se

utiliza la igualdad de la inversa de la matriz A la cual estd dada por [43]:

1 adj(A)
A= det(A)

(3.43)

Dado las ecuaciones (3.10) y (3.21) (que corresponden a las expresiones de entrada-
salida en tiempo discreto de un sistema lineal estocastico cuando se toman muestras
instantdneamente y cuando se usa un prefiltro integrante, respectivamente.) se obtiene

a continuacion los modelos que representa el sistema cuando es oscilatorio:

3.5.1. Modelo al muestrear el sistema oscilatorio instantaneamente

Utilizando (3.43)) la representacién de entrada-salida (3.10)) al muestrear el sistema
oscilatorio instantdneamente se puede re-escribir como:
_ Cadj(zI — Ag)n(ty41)
y(tr) =

det(zI — Ay)
det(zI — Ag)y(ty) = Cadj(zI — Ag)n(tkt1)

&(tk)

donde £(tx) es asintéticamente débilmente estacionario. Por ende, se puede calcular su

(3.44)

espectro y en consecuencia el modelo de datos muestreados correspondiente. El término
det(zI — Ay) = 22 — 2 cos[aA]z + 1 corresponde a la parte oscilatoria. Definiendo P(z) =
Cadj(zI — Ay) y utilizando el Teorema [2[ se obtiene que el espectro de potencia de &(tx)
esta dado por:

De(z) = P(2)QaP(z 1) (3.45)

donde Qg4 es la varianza del ruido n(txy1). Es posible demostrar que el espectro de

potencia de &(t;) estda dada por [44]:

Be(z) = 1B (3.46)
z
donde n € RY, R(z) = 22 + gz + 1. Usando el Lema [3| se obtiene que:
a _
Be(2) =~ (2~ 21) (=71 — 1) (3.47)

(—21)

donde z; es la raiz de R(z) ubicada dentro del circulo unitario. Note que z; < 0 para
aA suficientemente pequeno. Por lo tanto, el modelo ARMA de tiempo discreto para

muestreo instantdneo se puede escribir como:

y(tx) = H(z)e(tr), (3.48)
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donde ( )
2(z— =1
H(z) = 3.49
(2) (22 — 2z cos[@A] + 1) (349)
y e(tx) es ruido blanco Gaussiano de media cero con varianza
var{e(ty)} = % (3.50)
1

3.5.2. Modelo al muestrear el sistema oscilatorio con AFF

Al igual que en el muestreo intantdneo, se re-escribe la representacién de entrada-
salida (3.21]) utilizando (3.43) como:

Cgadj(zI — e42)
DA =
ylt +1) det(zI — Ay)
det(z] — Ag)y(tpr1) = Cqadj(zI — e™)wa(tps1) + det(2] — Ag)va(tes1),
E(tkt1)

wWa(tkg1) +va(tes)

(3.51)

donde det(zI — Ag) = 2% — 2cos[aA]z + 1 corresponde a la parte oscilatoria y &(t41)
s tiene espectro. Es posible demostrar que el espectro de potencia de &(t;11) estd dada
por [44]:

O =nR(z2), (3.52)

donde n € R* y el polinomio R(z) tiene la siguiente estructura
b b
R(2) :a{z4+23+622+z+1}. (3.53)
a a a
Usando el Lema 3] se obtiene que R(2) = a(z — 21)(z — 22)(z — 27 )(z — 25 1) ¥

Pe(2) = ¢ M N()N(Y (3.54)

—21)(—22)

donde N(z) = (2—21)(2—22). Entonces, el modelo ARMA en tiempo discreto equivalente

esta dado por:

y(tiyr) = H(2)e(lr), (3.55)
donde ( ) )
zZ—Z21)\Z — 29
H(z) = 3.56
(2) (22 — 2z cos[@A] + 1) (3.56)
y e(tx) es ruido blanco Gaussiano de media cero y varianza:
var{e(tp)} =~ (3.57)

PN

Se utilizé la magnitud de las raices z; y 22 en el caso de que éstas sean complejas

conjugadas.
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3.6. Conclusiones

En este capitulo se han presentado los desarrollos necesarios para entender el proceso
de muestreo de un sistema estocastico lineal utilizando tanto muestreo instantdneo como
integrado. Ademads, se ha presentado los modelos de datos muestreados de sistemas osci-
latorios obtenidos indirectamente mediante el espectro de potencia de una senal auxiliar

denominada ().



Capitulo 4

MODELO Y ESTIMACION DE
MAXIMA VEROSIMILITUD DE
OSCILADORES EN
TIEMPO-CONTINUO

4.1. Introduccion

En este capitulo se obtiene el modelo equivalente exacto en tiempo discreto de los
sistemas osciladores cuando se tienen mediciones de posicion, velocidad y aceleracién
de vibraciones. Inicialmente se plantea el modelo en tiempo continuo de las vibraciones.
Luego se obtiene el modelo equivalente en espacio de estado. Posteriormente, se obtiene el
modelo exacto equivalente en tiempo discreto para cada una de las posibles mediciones
muestreando instantdneamente o utilizando un AAF previo al muestreo. Ademads, se
plantea la identificacién de los pardmetros a modelar a través del método de Maxima

Verosimilitud (ML). Finalizando con la presentacién de las conclusiones.

4.2. Modelo del sistema

La ecuacion diferencial que modela un oscilador estd dada por:

d? .
S+ a?E(t) = (), (4.1)
donde £(t) es la salida del oscilador y w(t) corresponde al ruido que lo alimenta. Por

simplicidad se utiliza el operador de Heaviside % = s, con lo que se obtiene

PE) +a%6(0) = D) > €1) = (1), (1.2

El sistema de vibraciones es modelado como una combinacién lineal de osciladores ali-

mentados cada uno de ellos por un ruido. Por lo tanto, el sistema de interés queda

25
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expresado como:

o0 =3 o in(t), (4.3
1=1 g

donde y(t) es la salida del sistema, a? denota la frecuencia al cuadrado de la vibracién
expresada en [rad/s]?. w;(t) es un proceso de Wiener, y asf 1;(t) es ruido Gaussiano de
media cero y varianza E{w;(t)w;(7)} = 02d(t — 7). Los ruidos ;(t) de cada vibracién
podrian estar correlacionados entre si, pero para efectos de simplificar la presentacion se

consideran las correlaciones cruzadas iguales a cero. Es decir:

_ ooary fe? 0 - 0]
w1 (t) wl(T> 0 9 0
0'2 “ e
E : : =1 . o(t — 7). (4.4)
W (t) | [wn(T) 0 0 - a%_

Si se considera el espectro de potencia del ruido de tiempo continuo w;(t) como 012 =1 Vi,
la magnitud de cada pico del espectro de potencia de la senial y(t) en (4.3]) se puede

obtener definiendo B; como la ganancia del oscilador. Es decir:

v =Y i) (4.5)

i=1

con fB; > 0y matriz de covarianza de los ruidos de tiempo continuo w;(t):

T 1 0 --- 0
wi(t) | ()

01 -~ 0
E : : o R Kt (4.6)

da(t)] Liin(7) Do

Note que por abuso de notacion se estd utilizando la misma letra w para denotar el ruido

con varianza unitaria.

4.3. Modelo en espacio de estado equivalente

A modo de obtener un modelo en espacio de estado equivalente del modelo en (4.5)), se
parametrizan las matrices de espacio de estado en funcion de las frecuencias de oscilacién
y de su magnitud. Por lo tanto, el modelo equivalente en espacio de estado esta dado

por:
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donde la matriz de estado A € R?"*?" la matriz de entrada x € R?®*! y la matriz de

salida C' € R'?" tienen la siguiente estructura:

0 1 0 o0 o0 0|
—a? 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
A= ) , (4.9)
0 0 —a3 0 0 0
0 0 0 0 -+ —a2 0
I o
K= [0 B 0 B - 0 /Bni| ; (4.10)
C = [1 010 --- 1 O} , (4.11)

donde C' se asume independiente de los pardmetros @ y 5 Finalmente, el vector de

parametros a estimar estd dado por
T
o — [&T B_’T} (4.12)

donde @ = [ag g --- @)t y B = [B1 B2 --- Bu]T. Cabe mencionar que en esta tesis,
por claridad de exposicién se consideran las condiciones iniciales nulas, cuya extensién

aparece en el articulo de conferencia [45]. ,

4.4. Modelo equivalente en tiempo discreto

El estado z(t) en es una senal bien definida y su valor entre muestras discretas
ti, k ={0,..., N}, se puede encontrar facilmente [14]. Utilizando el Lema 1 y suponiendo
un intervalo de muestreo A = ;41 — ¢, constante y positivo, se obtiene que el modelo
de vibraciones en tiempo discreto equivalente cuando se muestra de forma instantanea
esta dado por:

(k1) = Aaz(tr) + n(tr1)
y(tr) = Ca(ty)

donde Ay = 2 y n(tpy) = fOA ek (tpy1 — 1)dn es ruido blanco de media cero y

(4.13)

varianza Q).
Ejemplo 1:

En este ejemplo, se consideran tres osciladores en tiempo continuo modelado como un
sistema CARMA, cada uno de ellos corresponden a datos de medicién de posicion, velo-

cidad y aceleracién:
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(i) Medicién de posicién
. 1 .
(ii) Medicién de velocidad
. S .
Z(t) = o a2w(t) (4.15)
(iii) Medicién de aceleracién
2
. S .

donde s = % y w(t) es ruido blanco Gaussiano en tiempo continuo de media cero y

varianza E{w(t)w! (1)} = 026(t — 7). Cada uno de los sistemas (4.14)-(4.16) se puede

representar en su forma espacio de estado como:

i(t) = Aw(t) + r(t)
4(t) = Cx(t)

donde las matrices de estado A, de entrada k y salida C estan dadas por:

(i) Medicién de posicién

(;2 (1)] K= m C = [1 o] (4.17)

(ii) Medicién de velocidad

A

—242 ;] K = m C= [0 1] (4.18)

(iii) Medicién de aceleracién

_(;2 (1)] 5= [_22] c= o (4.19)

Note que para la medicion de aceleracién no se puede hacer muestreo instantaneo
debido a que el proceso w(t) en (4.16) tiene paso directo. Por ende, se requiere un filtro

previo a muestrear. Tipicamente se utiliza el muestreo integrado [13], motivo por el cual

A=

se considera en este trabajo.

El modelo de vibraciones equivalente en tiempo discreto, cuando se muestrea de
forma instantanea, para las mediciones de posicién y velocidad estd dado por
donde el cdlculo de las matrices Ay y Qg se obtienen en los Lemas [ y [f] del Apéndice
[B.1] respectivamente.
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A través del muestreo integrado, el modelo equivalente en tiempo discreto al utilizar
el Lema 2| queda dado por:

Aq
Cq

z(thg1)
Y(tk1)A

donde Ay = e?, Cy = CA (e — 1) y el ruido blanco n(t;41) es de media cero con

matriz de covarianza dada por:

z(tr) + n(tes1), (4.20)

A Qc Sc Qd Sd
E {n(tk+1)n(tk+1)T} = / efAan eAgndn =
0 S. R Sq Ry
donde la matriz extendida A, esta dada por
A 0
A, =
C 0

AzA g6 encuentran en el Lema [4] del

El célculo de las matrices exponenciales e y e
Apéndice Respecto a la matriz de covarianza del ruido n(tx41), su célculo se desa-
rrolla en el Lema |§| del Apéndice La matriz de salida Cy = CA~'{e4? — I} para

cada una de las mediciones estd dada por:

= Medicion de posicién

Cy= |:sinEjA] 170(;82[04A]j| (421)
s Medicién de velocidad
Ca= [Cos[aA] -1 Sin[sA}] (4.22)
s Medicion de aceleracién
Cy = [sian] 1—coasz[ozA]} (4'23)

El modelo de tiempo discreto equivalente para sistemas lineales de segundo orden se
presenté en |13, Ejemplo 3.1] en el caso asintético (A — 0) y no asintético. La suposicién
subyacente era que los polos del sistema de tiempo continuo eran reales. Esto significa
que el modelo de tiempo discreto equivalente no asintético para el oscilador en no

esta disponible. En el siguiente teorema, se presenta este resultado.

Teorema 3. El modelo de datos muestreados equivalente para los osciladores de tiempo
continuo descrito en (|4.14))-(4.16|) utilizando un muestreo regular A estd dado por el
siguiente modelo ARMA:

y(tx) = H(z)e(tx) (4.24)
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donde H(z) es un sistema estable de fase minima y e(t;) es ruido blanco Gaussiano de
media cero con varianza A. Considerando el Ejemplo el filtro H(z) y la varianza \

al utilizar un muestreo instantaneo estan dados por:

z(z — 21)
H(z) = 4.2
()= oo 1) (4.25)
donde z; es la raiz dentro del circulo unitario del siguiente polinomio Rj(z):
2 b
Ri(z) =2"+ e +1 (4.26)

Los valores de a y b para las mediciones de posicion y velocidad de un oscilador estan

dadas por:
= Medicion de posicién
b =2aA — sin[2aA]
a = sin[aA] — aA cos[aA]

(4.27)

s Medicion de velocidad
b = 20A + sin[2aA]

a = —sin[aA] — aA cos[aA]

(4.28)
La varianza A del ruido e(t;) para las mediciones de posicién y velocidad de un
oscilador con muestreo instantaneo estan dadas por:

= Medicion de posicién
2

o‘a
S 4.29
2al] 21| 22| ( )
s Medicién de velocidad
A= _ ot (4.30)
20| 21|22 '

Por otra parte, si se utiliza un muestreo integrado H(z) tiene la siguiente estructura:

(z—21) (2 — 22)
(22 — 2z cos[@A] + 1)’

H(z) = (4.31)

donde z1 y 29 son las raices dentro del circulo unitario del siguiente polinomio Ra(z):
b b
Ro(z) =2t + =23 + £y 2241 (4.32)
a a a

Los valores de a, b y ¢ para cada una de las mediciones de vibracién estan dadas por:
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= Medicién de posicién

a = 2aA + aA cos|aA] — 3sin[a]
b= —2aA — 10aA cos[aA] + 6 sin[aA] + 6 sin[aA] cos[aA]
¢ = 12aA + 2aA cos[aA] + 4aA cos[2aA] — 6 sin[aA] — 12 sin[aA] cos[aA]

(4.33)

» Medicién de velocidad

a = aA cos[aA] — sin[aA]

b= —2aA — 2aA cos[aA] + 2sin[aA] + sin[2aA] (4.34)

¢ = 4o + 2aA cos[aA] — 2sin[aA] — 2sin[2aA]
» Medicién de aceleracién

a = aA cos[aA] + sin[aA]

b= —2aA — 2aA cos[aA] — 2sin[aA] — sin[2aA] (4.35)

¢ = 4a + 2aA cos[aA] + 2sin[aA] 4 2sin[2aA]

La varianza A del ruido e(t) para cada una de las mediciones de oscilacién estén dadas

por:

= Medicion de posicién

0'20,

A= WA2—‘ZIHZ2’ (4.36)

= Medicién de velocidad ,
A= MAUQ—lzmzle (4.37)

= Medicién de aceleracion ,
- m (4.38)

Demostracion. Ver la Seccion y en caso de muestreo instantaneo e integrado,

respectivamente. ]

Observacién 4. Note que el resultado asintético cuando A — 0 corresponde al cero de

muestreo (asintético) asociado [13].
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4.5. Meétodo de Maxima Verosimilitud

Un método ampliamente utilizado para la mayoria de los problemas de estimacién es
el método de Méxima Verosimilitud (ML) [30] y [31], en el cual el problema de estimacién

se puede escribir como el siguiente problema de optimizacion:
éML = arg IneéX LN(Q), (439)

donde Ly (0) es la funcién de verosimilitud que se obtiene a partir del modelo del sistema

y las mediciones. A modo de simplificar los calculos, se define la funcién log-verosimilitud:
Iy (0) = log[Lw (0)). (4.40)

Dado que log[] es una funcién mondtona, el problema de optimizacién puede ser reescrito

como el siguiente problema de minimizacion:
Onp = arg m@l’n —In(0). (4.41)
La funcién log-verosimilitud se puede calcular mediante:

» La descomposicién del error de prediccién a través del filtro de Kalman [27,31,46].
N 2
2
o M

donde el error de prediccion g se define como

l\.')\r—l
N =

N
> logldet{A}], (4.42)
k=1

k() = yr — E{yxlyow—1,0}, (4.43)
con media cero y varianza
Ak(0) =E{eilyor-10} » (4.44)
donde yo se asume distribuido normal con media g1 (¢) y varianza q_;(6).

= La siguiente expresién:

N 2
00) = —g log [\] — %Z [ 15((?)9)} , (4.45)
t=1 ’

donde y(tr) corresponde a un modelo ARMA y(t) = H(z)e(tx), H(2) es un sistema
estable de fase minima y e(tx) es ruido blanco Gaussiano que tiene media cero y

varianza \.
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4.6. Conclusiones

En este capitulo, se ha planteado modelar las vibraciones como una combinacién lineal
de osciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido. En ese sentido, el problema a
resolver corresponde a estimar los parametros de cada uno de dichos ruidos. El sistema
de interés se expres6é como modelos de espacio de estado en tiempo continuo muestreados
de manera uniforme. Luego se obtuvo el modelo equivalente exacto (sin aproximaciones)
en tiempo discreto considerando un tiempo muestreo finito A y utilizando i) muestreo
instantdneo y ii) muestreo integrado. A pesar de que la representacién entrada salida en
tiempo discreto no contiene espectro por ser el sistema de interés oscilatorio, es posible
obtener indirectamente el modelo de datos muestreados que representa al sistema en
tiempo discreto. Los modelos exactos en tiempo discreto se obtuvieron para los tres casos
de medicién de vibracién: posicion, velocidad y aceleracién. Esta tltima medicién solo
puede muestrearse utilizando un filtro previo a tomar muestras. Por 1ltimo, se planteo
el problema de estimacin como un problema de optimizacién a resolver con el algoritmo
de Maxima Verosimilitud y se presentaron dos formas de calcular la funciéon de log-
verosimilitud: i) descomposicién del error de prediccién a través del filtro de Kalman o
ii) utilizando directamente el modelo ARMA exacto en tiempo discreto. Estas dos formas
de calculo se utilizaran en el siguiente capitulo. Ademas, se presenté que el andlisis de
los ceros de muestreo asintéticos (A — 0) en [13] también es vélido en el caso en que el

sistema de tiempo continuo es un oscilador con polos en el eje imaginario .



Capitulo 5

OPTIMIZACION DE MAXIMA
VEROSIMILITUD

5.1. Introduccién

En este capitulo se identifican los modelos exactos equivalente en tiempo discreto de
las vibraciones al medir posicién velocidad y aceleracién. Se desarrollan dos algoritmos
de optimizaciéon para la estimacién de los pardametros, uno local y otro global. Con
el fin de analizar el comportamiento de la funcién log-verosimilitud se presentan varios
ejemplos numéricos que muestran la presencia de varios méaximos locales, para finalmente

presentar las conclusiones correspondientes.

5.2. Optimizacion Local

Para desarrollar el algoritmo de optimizacion local se utiliza la descomposicion del

error de prediccion. De esta manera se calcula la funcién de log-verosimilitud ocupando

(4.42]). Los valores de error de predicccién (4.43) y su varianza (4.44)) se pueden obtener

utilizando el filtro de Kalman estdndar, estimando asi el estado y la varianza del sistema

espacio de estado en (4.7) como:

= Etapa de prediccion del Filtro de Kalman

Ki = Sppo1CT (CSppper CT) 7 (5.1)
Ty = Tpjp—1 + Ki(ye — Coppp—1) (5.2)
Ziep = (I — KxC) g1 (5.3)

= Etapa de correccién del Filtro de Kalman

B = € X Ry (5.4)
T
Sepk = e ppet &+ Qu (5.5)

34



5.2. OPTIMIZACION LOCAL 35

donde Kj es la ganancia del filtro de Kalman, &, y Xy son las estimaciones del
estado y de la matriz de covarianza del error de estimacion en el instante k dadas las
mediciones entrada-salida del sistema hasta el instante k. Mientras que Ty 15 ¥ X%p41)%
son las estimaciones del estado y de la matriz de covarianza del error de estimacién en
el instante k 4+ 1 dadas las mediciones entrada-salida del sistema hasta el instante k. Por

lo tanto, el error de prediccién y su varianza se pueden representar como:

ek = Yr — CZppq (5.6)
Ay = CSyp,CT. (5.7)

Note que en este caso la funcién log-verosimilitud es no lineal y no convexa, por
lo que es necesario resolver el problema de minimizacién en a través de métodos
numéricos. Dado lo anterior se utilizard la técnica de Cuasi-Newton [29], donde no se
requiere calcular la inversa de la matriz Hessiana de manera exacta, sino que se aproxima
numéricamente. De esta manera, la estimacién del pardmetro se actualiza iterativamente

Ccomo:

O =™ — " S™VO) | (5.8)

donde VI(#) corresponde al vector gradiente de [(f) y S™ es una matriz que aproxima
la inversa de la matriz Hessiana V?1(6)| g—g» mientras que p™ corresponde al paso de la

m-ésima iteracién [29].

Observacién 5. Los métodos de cuasi-newton resultan en mas iteraciones que el método
de Newton, pero cada iteracién con un menor costo computacional. Dentro de los métodos

de cuasi newton mas populares estd BFGS [29] y Barzilai-Borwein [47]. O
El vector gradiente de se calcula como:

0U0) e e I 1 2\ OA -

donde 60; denota a la j-ésima componente del vector de pardmetros . Los términos %
J

y %% se calculan como
J

dep  Ofp
O\ O k=1 1

= A1
0, ~ a0, © (5.11)

Note que g%’; y %]’? dependen de las derivadas del estado y la varianza estimada (pro-

venientes del filtro de Kalman) respecto al vector de pardmetros . Los detalles de los

célculos correspondientes se encuentran en el Apéndice B.
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Por otra parte, en la optimizacién de sistemas no lineales se encuentran generalmente
maximos locales, por cuanto se requiere que la inicializaciéon de la optimizacion sea

cercana al maximo global.
Ejemplo Numérico

Ejemplo 1: En este ejemplo, se considera un oscilador en tiempo continuo modelado

como un sistema CARMA de la siguiente manera

i(t) = Sgiﬂw@).

El modelo de espacio de estado equivalente presenta las siguientes matrices de espacio

o el g

Se asume que el proceso 1(t) es de media cero y tiene un espectro de potencia o2 = 1.

de estado:

A=

El vector de pardmetros a identificar es @ = [a 5]T. Los datos simulados se generan con
los siguientes pardmetros: (i) a = 6007[rad/s] , (ii)) § = 1, (iii) periodo de muestreo
A = 107%[s]. La simulacién se realizé utilizando muestreo instantdneo con N = 500 y
N = 1000 muestras de ¥, para asi obtener el valor de la funcién de verosimilitud a
maximizar.

En la Fig. se muestran las graficas de las curvas de nivel de la funcién de vero-
similitud, donde se observa claramente la presencia de méximos locales. En dicha figura
se puede observar también que el nimero de méximos locales y los anchos de los 16bulos
de la funcién de maxima verosimilitud varfa con el nimero de datos. En particular, con
N = 500 el ancho de los l6bulos es mayor y la cantidad de minimos locales es menor.
Dado que estamos identificando osciladores, la inicializacién del algoritmo de estimacion
se realiza a partir de la frecuencia correspondiente al méximo de la densidad espec-
tral de potencia (PSD) de la senal yo.n—1, como se muestra en la Fig. La PSD se
obtiene a partir de la transformada rapida de Fourier de los datos. El algoritmo de op-
timizacién fue implementado a través de la funcién fminunc de Matlab, con la opcién
'Algorithm’, quasi — Newton'. Para més detalles ver el Apéndice

En la Fig. [5.3(a) se presentan los resultados de la simulacién de 100 realizaciones
de Monte Carlo, utilizando N = 500, tomando como punto de partida para la ganancia
del oscilador BO = 2. En dicha figura se observa claramente que se obtiene una buena
estimacién de los parametros. Esto se debe a que el punto de inicializacion se encuentra
lo suficientemente cerca de los valores reales de los pardmetros. En la Fig. [5.3(b) se
presentan los resultados de la simulacion de 100 realizaciones de Monte Carlo, utilizando

N = 1000 y BO = 2. Se puede apreciar que los resultados de la estimacién son mejores
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con N = 500, ya que el ancho de la regién cuasi-convexa de la funciéon ML alrededor
del maximo global es méas grande por lo que la inicializaciéon escogida con N = 500 fue
mas adecuada en dicho caso. Por lo tanto, la Fig. muestra lo importante que es la

inicializacién del algoritmo de estimacién para encontrar el éptimo global de la funcién

ML (TT2)

-0.5

350

, Hz]

300

Maximo Global

250 -
05 <10’

Fig. 5.1: Grafico de la Funcién de Verosimilitud de vibraciones generadas con frecuencia en
f1 =300[Hz] y amplitud f; = 1, utilizando (a) N =500 y (b) N = 1000 muestras de la senal de

salida yy.

PSD [¢”/Hz]

100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000
Frecuencia [Hz]

Fig. 5.2: Densidad espectral de potencia para el Ejemplo 1 con N = 1000
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Fig. 5.3: Estimacién de § = [a §]7 para 100 realizaciones de Monte Carlo con (a) N = 500 y (b)
N = 1000 muestras de la senal de salida yy.

Cambiando el parametro de la frecuencia a o = 1207[rad/s], manteniendo f =1y
perfodo de muestreo A = 1074[s], se realiza la simulacién utilizando muestreo instantdneo
con N = 500 y N = 1000 muestras de y, para asi obtener el valor de la funcién
de verosimilitud a maximizar. En la Fig. [5.4] se muestran las gréficas de las curvas de
nivel de la funcién de verosimilitud, donde se observa claramente la presencia de varios
maximos locales, pero el ancho de los 16bulos de la funciéon de méxima verosimilitud
varia con el nimero de datos. En particular, con N = 500 el ancho del 16bulo alrededor
del valor del pardametro verdadero es mayor.

En la Fig. [5.5|(a) se presentan los resultados de la simulacién de 100 realizaciones
de Monte Carlo, utilizando N = 500, tomando como punto de partida para la ganancia
del oscilador BO = 2. En dicha figura se observa claramente que se obtiene una buena
estimacién de los pardmetros ya que el punto de inicializacién es generalmente cercano

a los valores reales de los parametros.

Ejemplo 2: En este ejemplo se considera un sistema con dos osciladores:

b1 i (1) + B2

= — ————w9(t
s +a? s +a3 2()

El modelo espacio de estado equivalente estd dado por las siguientes matrices:

y(t)

(0 1 0 0] [0 ]
-2 0 0 0
A= ! ;K= 61; 02[1010]
0 0 0 1 0
0 0 —a3 0 Bo
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Fig. 5.4: Grafico de la Funcién de Verosimilitud de vibraciones generadas con frecuencia en
f1 = 60[Hz] y amplitud 8; = 1, utilizando (a) N =500 y (b) N = 1000 muestras de la sefial de
salida yy.
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Fig. 5.5: Estimacién de § = [a 3]7 para 100 realizaciones de Monte Carlo con (a) N = 500 y (b)
N = 1000 muestras de la senal de salida yy.

Se asume que los procesos de wj (t) y w2 (t) son de media cero y espectro de potencia
02 = 1 y no correlacionados. Con la finalidad de analizar un problema que se puede
graficar se simplifica el vector de pardmetros a identificar en § = [a; ag]?.

Los datos simulados se generan con los siguientes pardmetros: (i) a; = 760m([rad/s],

o = 8007[rad/s], (ii) periodo de muestreo A = 10~*[s], (iii) caso 1: By = [1 1]T y caso 2:
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Bo=13 1]T . Al igual que en el ejemplo anterior, se analizan la funcién de verosimilitud
considerando N = 500 y N = 1000. La funcién de ML se presenta en la Fig. donde
se observa claramente que los graficos contienen varios maximos locales. Sin embargo,
al igual que en Ejemplo 1, con N = 500 hay un menor niimero de méaximo locales y la
vecindad cuasi-convexa de la funcién ML alrededor del maximo global es mas grande.
Ademds, en los grificos (c) y (d), se observa que la vecindad cuasi-convexa de la funcién
ML alrededor del méximo global es ancha entorno a la frecuencia del segundo oscilador
y delgada entorno a la frecuencia del primer oscilador debido al aumento de la ganancia

de esta ultima.

Maximo Global Méxim; ag\nh
- (380,400) : (380,

340 350 360 370 380 390 400 410 420 x10% 340 350 360 370 380 390 400 410 420 =107
f, [Hz] f, [Hz]

(a) (b)

440
430
420

410

1, [Hz]

400

1, [Hz]

390 Méximo Global
(380,400)

340 350 360 370 380 390 400 410 420 x10%
1, [Hz)

(c) (d)

Fig. 5.6: Gréfico de la Funcién de Verosimilitud de las vibraciones generadas con frecuencias
f1 =380[Hz] y fo = 400[H z], utilizando (a) By = [1 1]T y N =500, (b) 8o = [1 1]T y N = 1000,
(c) Bo=[31]" y N =500,y (d) Bo=[31]" y N =1000.
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En la Fig. se presentan los resultados de la simulaciéon de 100 realizaciones de
Monte Carlo, utilizando N = 1000 y By = [3 1]7. Se puede apreciar que se obtiene una
buena estimacién, resultado que también se observa en la Fig. donde se presenta
la magnitud del diagrama de bode ocupando los pardmetros verdaderos y los estimados
(media de Monte Carlo). Por lo tanto, a pesar del cambio en la ganancia del primer
oscilador se logra conseguir una estimacion apropiada, teniendo en cuenta lo importante
de establecer el punto de inicializacién del algoritmo cerca de los valores reales de los

parametros.

403
X Monte Carlo
©  Valor verdadero
402 ©  Media Monte Carlo |
401
¥
= X
W Xl * X
400
X
%
399
398 . . . .
378 379 380 381 382 383
f, [Hz]

Fig. 5.7: Estimacién de § = [a B]7 para 100 realizaciones de Monte Carlo con N = 1000 y
Bo = [31]7T.
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Fig. 5.8: Magnitud del diagrama de bode para el Ejemplo 2 con N = 1000 y 8y = [3 1]T.
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Fig. 5.9: Grafico de la Funcién de Verosimilitud de vibraciones generadas con frecuencias en
f1 =300y fo = 400[Hz], amplitud 8; = 1 y B2 = 1, utilizando (a) N = 500 y (b) N = 1000

muestras de la senal de salida y.

Se analiza la funcién de verosimilitud cuando las frecuencias de los osciladores estan
alejadas entre ellas por ejemplo f; = 300 y fo = 400[H z]. Entonces,los datos simulados
se generan con los siguientes pardmetros: (i) oy = 6007[rad/s], aa = 8007[rad/s], (ii)
periodo de muestreo A = 1074[s], (iii) Bo = [1 1]7. La gréfica de la funcién de ML se
presenta en la Fig. donde se observa claramente que con N = 500 hay un menor
nimero de maximo locales y la vecindad cuasi-convexa de la funcion ML alrededor del
maximo global es més grande. Una vez més queda en evidencia la importancia de una

inicializacién del algoritmo cercano a los pardmetros verdaderos.

5.3. Optimizacién Global

La funcién de log-verosimilitud se obtiene utilizando directamente el modelo ARMA
exacto en tiempo discreto (4.24) como:

() =~ log [\ -

Zﬂﬁg%r’

t=1

DN |

donde 0 = [a 0?]T, el filtro H(z,0) y la varianza A del ruido son proporcionados por el
Teorema [3] Note que la funcién log-verosimilitud depende de las raices de los polinomios
Ri(z) y Ra(z). Esto implica que la optimizacién de la funcién log-verosimilitud debe

realizarse numéricamente. Ademds, note que las raices del polinomio Ry(2) = 24+ %z?’ +
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gzZ + 32 + 1 estan dados por:

b 1\/ b2
= —— — _ —2 — —C —
z1 1 L 5 —|—2 C M
b 1\/ 2
22__Z_£+§ _2+§_C_M
b 1 b2
z3——4+£—2\/—2—|—2—5—|-./\/l
- - (5.12)
——b+£+1\/—2+b2—+M
M=y 2 9 ¢
V8 + b2 —4¢
E_—, 47 )
Mo 4bé — 8b — b3

2/8 + b2 — 4G

donde b = Z, y € = £. En este caso, la funcionalidad de los ceros de muestreo (las raices
de Ry(z) dentro del circulo unitario) de H(z,#) cambia con los valores de los pardmetros
del correspondiente oscilador de tiempo continuo y del tiempo de muestreo. De hecho,
sio? =1, A=0,1ya=>50, entonces las raices de Rz(z) que estan dentro del circulo
unitario corresponden a z; and z3. Sin embargo, para 02 = 1, A = 0,1, y o = 15
las raices de Ry(z) que estdn dentro del circulo unitario corresponden a zo y z4 . Por
lo tanto, se debe modificar la funcién de verosimilitud (y el algoritmo de optimizacién

correspondiente) segun el valor del pardmetro .
Ejemplo Numérico

Considerando el sistema oscilador dado en , con & = 10 y 02 = 1. Se analizan
dos casos: 1) muestreo rapido: A = 1[ms] y ii) muestreo lento: A = 100[ms].

Muestreo Réapido : La funcién de verosimilitud correspondiente al muestreo ins-
tantdaneo y muestreo AAF se presenta en la Fig. Se observa que en ambos casos
la funcién de verosimilitud es céncava en la region de interés, pero la funcién de verosi-
militud no cambia demasiado en el méaximo global. Se realiza la optimizacion evaluando
directamente la funciéon de verosimilitud en una grilla fina. Los resultados se muestran en

la tabla donde se observa que el 6ptimo global corresponde al modelo ”verdadero”.
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Fig. 5.10: Funcién Log-Verosimilitud para el sistema 1' utilizando (a) muestreo instantédneo

y (b) muestreo integrado con A =1 ms.

Muestreo Lento: En la Fig. se presenta la funcién log-verosimilitud para (a)
muestreo instantdneo y (b) integrado. Se observa claramente que la funcién de verosimi-
litud logaritmica muestra varios maximos locales, lo que dificulta el calculo del méaximo
global. Se realiza la optimizacién evaluando directamente la funcién log-verosimilitud en
una grilla fina. Los resultados se presentan en la tabla donde se ve que el 6ptimo
global corresponde al modelo ”verdadero”. También se observa que el AAF modifica la

funcién log-verosimilitud, pero todavia presenta varios maximos locales.

Cuadro 5.1: Estimacién de Méxima Verosimilitud.

A=1ms A =100ms
@ o2 Q o2
Muestreo Instantaneo 10,06 0,99 10,06 0,93

Muestreo Integrado 10,06 0,99 10,06 0,93

Por lo tanto, los algoritmos de optimizacion global son necesarios para obtener las
estimaciones de maxima verosimilitud para los parametros del oscilador de tiempo con-

tinuo.
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Muestreo Instantaneo Muestreo AAF

0 Méaximo Global 0 Méaximo Global

Funcion de Verosimilitud
Funcion de Verosimilitud

Fig. 5.11: Funcién Log-Verosimilitud para el sistema 1' utilizando (a) muestreo instantdneo

y (b) muestreo integrado con A = 100 ms.

5.4. Conclusiones

En este capitulo se desarrollaron dos algoritmos de optimizacién para estimar los
parametros del modelo exacto en tiempo discreto del sistema de oscilacién. Utilizando
el algoritmo de optimizacion local, la funcion log-verosimilitud se calculé mediante la
descomposicion del error de prediccién a través del filtro de Kalman, mientras que los
parametros fueron estimados localmente utilizando técnicas de cuasi-Newton. En este
tipo de optmizacion, la estimacion de los parametros depende del niimero de muestras
que se consideren, ya que hay una fuerte variaciéon de maximos locales y ancho de los
I6bulos de la funcién de verosimilitud para distintos nimeros de mediciones. Adem4s,
el andlisis también mostré que la inicializacién del algoritmo de optimizacién local es
fundamental para la estimacién de los pardametros. Respecto a la optimizacién global se
calcula la funcién log-verosimilitud utilizando el modelo ARMA. Por lo tanto, la funcién
log-verosimilitud depende de las raices de los polinomios R;(z) y R2(z), por consiguiente
el problema de optimizacién se debe realizar numéricamente. Los ejemplos numéricos
se centraron en el caso en que la tasa de muestreo es lenta y se mostré que la funcién
log-verosimilitud muestra varios maximos locales. Sorprendentemente, la presencia de
maximos locales ocurre incluso en el caso donde las muestras son tomadas utilizando un
AAF.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

6.1. Conclusiones

En esta tesis se ha definido un problema tedrico a resolver a partir de la motivacion
de obtener un modelo de la vibraciones inducidas en los sistemas de Optica Adaptativa.
El problema se plante6 modelando las vibraciones como una combinacion lineal de os-
ciladores alimentados cada uno de ellos por un ruido sin considerar amortiguamiento ni
tampoco condicién inicial. En ese sentido, el problema a resolver corresponde a estimar
los pardmetros de cada uno de dichos ruidos. El sistema de interés se expresé como mo-
delos de espacio de estado en tiempo continuo muestreados de manera uniforme. Luego
se obtuvo el modelo equivalente exacto (sin aproximaciones) en tiempo discreto conside-
rando un tiempo muestreo finito A y utilizando i) muestreo instantdneo y ii) muestreo
integrado. A través de tener un modelo exacto del sistema oscilante, el andlisis de los
ceros de muestreo asintéticos (A — 0) en [13] (andlisis realizado suponiendo que los
polos del sistema de tiempo continuo son reales ) se valida en el caso en que el sistema
de tiempo continuo es un oscilador con polos en el eje imaginario.

A pesar de que la representacién entrada salida en tiempo discreto no contiene es-
pectro por ser el sistema de interés oscilatorio, se obtuvo indirectamente el modelo de
datos muestreados que representa al sistema en tiempo discreto. Los modelos exactos
en tiempo discreto se obtuvieron para los tres casos de medicion de vibracion: posicion,
velocidad y aceleracion. Esta ultima medicién solo puede muestrearse utilizando un filtro
previo a tomar muestras.

La identificacién se realiz6 a través del método de Maxima Verosimilitud, empleando
un algoritmo de optimizacién local y otro global. La funcién de verosimilitud presenta
varios maximos locales como se observé en los ejemplo numéricos analizados. Al calcu-
lar la funcién de verosmilitud por descomposiciéon del error de prediccion a través del
filtro de Kalman los parametros se estimaron localmente utilizando técnicas de cuasi-
Newton. Los resultados aplicando la optimizacién local indican que la estimacion de los

parametros depende del nimero de muestras que se consideren, ya que hay una fuerte

46



6.2. TRABAJO FUTURO 47

variacién de maximos locales y ancho de los l6bulos de la funcién de verosimilitud para
distintos nimeros de mediciones. A través de las graficas de la funcion de verosmilitud
se observa que la inicializacion del algoritmo es muy importante para la estimacion de
los pardmetros.

Por otra parte, en la optimizacion global se calcula la funcién log-verosimilitud uti-
lizando el modelo ARMA directamente. La funcién de log-verosimilitud al depender de
las raices de los polinomios R;(z) y Ra(z), el problema de optimizacién se debe realizar
numéricamente. Los ejemplos numéricos mostro que la funcién log-verosimilitud presen-
ta varios maximos locales. Sorprendentemente, la presencia de méaximos locales ocurre
incluso en el caso donde las muestras son tomadas utilizando un AAF. Luego de anali-
zar varios ejemplos numeéricos relevantes para esta investigacién, queda en evidencia las

dificultades para identificar los parametros de un oscilador en tiempo continuo.

6.2. Trabajo Futuro

El problema tedrico resuelto en esta tesis tan solo contemplé modelar el sistema
de oscilacién sin condiciones iniciales y sin amortiguamiento, y aplicando inicamente el
método de Maxima Verosimilitud para identificar los pardmetros del sistema en cuestién.
Por ende, se genera una serie de problemas a seguir investigando para identificar en la

practica los modelos de vibracion:

= Incluir en el modelo a identificar las condiciones iniciales. Un analisis preliminar

de este nuevo modelo se presenta en el articulo de conferencia [45].
= Modelar el sistema de oscilacion con amortiguamiento.

= Analizar la funcién de verosimilitud al ocupar el algoritmo EM enfocado a siste-
mas con datos cuantizados. Un trabajo preliminar se presenta en el articulo de

conferencia [48].

= Resolver el problema de estimacién planteando el modelo en el dominio de la fre-

cuencia.
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Apéndice A

APENDICE A

A.1. Calculo de las matrices e** y ), del modelo en tiempo-discreto.

Considere el sistema en variable de estado:
z(t) = Ax(t) + w(t),

con E{u(t)w(1)T} = Q.0(t — 7). El sistema muestreado con tiempo de muestreo A, esta

dado por:

2(ter1) = e Paty) + nlty),

donde e4? y la covarianza de n(t;,) se obtienen con el método presentado en [42] y [15].
El método realiza el calculo en forma eficiente y compacta en el calculo de integrales que

incluyen la matriz exponencial. A partir de la siguiente matriz exponencial extendida

exp{ A} _

se puede obtener simultaneamente tanto la matriz e

-A Qc
AT

P P
0 P22a

A2 como la varianza del ruido n(t;)

del modelo en tiempo discreto (14) y (17).

A% = Ph
A (A1)
T
Qd = / 6A 77d’l’] = P27;P12.
0

A.2. Calculo de derivadas necesarias para obtener el gradiente de la funcién

de maxima verosimilitud.

= Derivadas de la etapa de prediccion del Filtro de Kalman respecto a los parametros

a estimar
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0Ky  O%pp-1 .1 -1 T =2 0% kk—1
= by - by —_—
20, 20, Ct (C8g—1CY) e-1C" (CEpe1C) (C 20, ¢
8~@k|k 8§ck|k_1 0K} ajk|k—1
= — Cppey) — KiC
20, 20, = 00, (v = Congp—) = K a0,
Ok k-1 OKy
= (I - K,C — CYpip_
90, ( kC) 6; 0, -~ klk
(A.2)
= Derivadas de la etapa de correccion del Filtro de Kalman respecto a los parametros
a estimar
oz AA oz
1k Oe g+ AL ITHIk
oo day; %
0X AA oy ATA
k+1le _ Oe Se" 4 A8 TRk ATA L any, |k5€ L 9%
0041' 80@ 80@ 6041' 0041' (A 3)
Oy _ LAA 0Tk
9B; 9B;
e _ AN azk|keATA . 0Qq
B IBi 9Bi
= Derivadas de la matriz de varianza () respecto a los pardmetros a estimar
A A AT
oo 0 oo 0w
(A.4)
an . A An T
= e fracoQ.0B;e A" ndn
P 0
» Derivadas de la matriz e4A2 respecto al pardmetro a;
deAR 0A
= A2 A.
8041' © 80[1' ( 5)

A.3.

Procedimiento en Matlab

Para el desarrollo de la identificacién del vector de pardmetros en (13) se ha seguido

el siguiente procedimiento en Matlab.

1.

Obtener la frecuencia correspondiente al maximo de la PSD a partir del calculo de

la transformada rapida de Fourier de los datos.

. Definir condiciones iniciales de los parametros 6°.

. Se define la funcién M Lgradiente el cual entrega el valor de la funcién de verosi-

militud y el vector gradiente, para ello se debe seguir los siguientes pasos:
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3.1. Obtener las matrices del modelo en espacio de estado (4.7)) y (4.8).

3.2. Calcular las matrices e2® y Qg del modelo en espacio de estado en tiempo
discreto (4.13)).

3.3. Calcular las matrices del filtro de Kalman Ky, &gk, Zg|ks Tht1]ks 2k+1|k —
(©-5)-

3.4. Calcular el error de prediccini € y su varianza Ay en y .

3.5. Calcular el valor de la funcién log-verosimilitud Iy (6) en (4.42)).

3.6. Calcular las derivadas del filtro de Kalman, ¢ y Ay respecto al vector de

parametros en (5.10) y (5.11)).
3.7. Calcular el vector de gradiente VI(6),_j en (5.9).
4. Optimizar ecuacién (4.41]), utilizando comando fminunc.
Cédigo Matlab:
options=optimoptions(@fminunc, Algorithm’, ’quasi-Newton’,’GradObj’, ’on’);

6 = fminunc(Q()M Lgradiente, O;picial, options);
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APENDICE B

B.1. Lemas

Lema 4. Sea Ay, As y As las siguientes matrices:

0 . 0 1 0 0 1 0
A = , A= 1|—-a? 0 0|, A3=1|-a® 0 0 (B.1)
—a? 0
1 0 0 0 1 0

entonces la matriz exponencial de A1 A, AsA y AsA son dados por:

cos[aA]  Lsin[aA]

«

A = (B.2)

—asin[aA]  cos[aA]

cos|[aA] L sin[aA] 0

«

eM8 = | _qsinfaA] cos[aA] 0 (B.3)

ésin[aA] ﬁ (cos[aA] —1) 1

cos[aA] LsinjaA] 0

«

e®2 = | _asinfaA]  cosfaA] 0 (B.4)

coslaA] =1 Lsin[aA] 1

Demostracion. Directamente utilizando el modificado algoritmo de Putzer (para més

detalles ver Apéndice ). O
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A continuacion se presenta la varianza para el equivalente ruido de tiempo discreto
utilizando muestreo instantaneo e integrado en (4.13)) y (3.21)) respectivamente.

Lema 5. La varianza de n(t;11) para los sistemas de medicién de posicién y velocidad

muestreados instantdneamente estd dado por:

20A—sin[2aA] sin?[aA]
4a3 202
Qi=o0" (B.5)
sin? [aA] 2aA+sin[2aA]
2a2 4o

donde « es la frecuencia del oscilador y A corresponde al tiempo de muestreo.

Demostracion. Utilizando la definicion de varianza y el Lema [4] se obtiene que :

Qa = E{n(tpr1)n” (tr1)}

A T
= o2 / (eA"/i) (eA"/i) dn
0

A | L sinfan)
= 02/ B sin[an] cos[om]} dn
0 i cos[an) (B.6)
_ 2 / A é sin? o] é sin[am)] cos[an] i
0 _é cos[an] sin[an)] cos?[an]
2aA—sin[2aA] sin?[aA]
9 4a3 202
=0
sin?[aA] 20 A+sin[2aA]
202 4o
O

Lema 6. La varianza n(txy1) para los sistema de medicién de posicion, velocidad y

aceleraciéon utlizando muestreo integrado estan dados por:

cov wd(tkH) _ Q _ Qd(a,az) Sd(Oé, 02) (B 7)

Ud(tk-l—l) Sg(aaoj) Rd(aaaz)

donde
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= Medicién de posicién

2aA—sin[2aA] sin[aA]?
Q 9 4a3 202
id=0
sin[aA]? 2aA+sin[2aA]
202 4o
R 5 6aA — 8sin[aA] + sin[2aA] (B.8)
a=7 4ab
QSiH[%]Al
Sy = o2 “
4 sin[aA]—2aA—sin[2aA]
4a3
= Medicion de velocidad
2aA—sin[2aA] sin?[aA]
0 9 4a3 202
d=0
sin?[aA] 2aA+sin[2aA]
202 4o
2aA — sin[2aA| (B.9)
_ 52 .
Ra=o" 403
2aA—sin[2aA]
S, = 2 4a3
sin?[aA]
202
= Medicion de aceleracién
| § (208 —sinf204) 2 sin?[aA]
Qa=o0
o? ;2 o? :
& sin“[aA] I (20A + sin[2aA))
R 2. 2aA + sin[2aA] (B.10)
d 4o
. , % sin?[aA]
1=0

7 (20A + sin2aA])

Demostracion. Directamente ocupando la definiciéon de varianza y el Lema 4] como en la

demostracién del Lema [Bl O
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B.2. Algoritmo de Putzer Modificado

La matriz exponencial se puede calcular usando la siguiente férmula

n—1

At
M=) 1P
§=0

donde las matrices P; estdn dadas por:
J
R=I; P=J[A-XN) j=1,...,n
k=1

ri(t) = L1 {<S — ) 1 (s — Al)}

donde A; son los autovalores de A.

El algoritmo se puede resumir de la siguiente manera;
i) Determinar los autovalores de A.
ii) Calcular las matrices P;.
iii) Calcular los coeficientes r;.
iv) Obtener e,

Demostracion. Ver [49] y [50].

(B.11)

(B.12)

(B.13)



