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Control adaptativo para identificacién de parametros en
modelos parabolicos de baterias

por ESTEBAN HERNANDEZ URRUTIA

Resumen

En la actualidad las baterias son elementos muy comunes en nuestros entorno, estan pre-
sentes en un gran rango de aplicaciones tales como smartphones, notebooks, drones, vehicu-
los eléctricos, redes eléctricas. Ademas en aplicaciones médicas, tales como desfibriladores
portatiles, bombas de insulinas, entre muchos otras. El disefio y uso de baterias se han trans-
formado en puntos claves en el desarrollo tecnolégico, esto hace necesario el uso de métodos
de control y estimacién (Battery Management System), los cuales pueden conducirnos a una
mejora sustancial en el uso de baterias.

En esta tesis estamos interesados en estudiar Modelos Electroquimicos de baterias de Litio
dados por un sistema compuesto por ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas, ecuacio-
nes diferenciales ordinarias y ecuaciones algebraicas. En particular el denominado Modelo
de Particula Simple.

Resolvemos el problema de dar una estimacion on-line del Estado de Carga de la bateria a
partir de mediciones en el tiempo de la corriente entrante, voltaje de salida y temperatura,
mediante el diseno de un observador de la concentracién de iones de Litio y las entradas
adecuadas para este observador. Empleando el método de Backstepping, introducido por
Kirstic en [7], damos forma a este observador. Ademads, se da una prueba de la convergencia
y estabilidad asintética del observador con respecto al verdadero valor de la concentracion
de iones de Litio.

Enfrentamos el problema de dar una nocién del Estado de Salud de la bateria, a través de
un problema de identificacion on-line de pardametros claves el Modelo de Particula Simple
relacionados al Estado de Salud. Empleando el anélisis de Lyapunov se obtienen resultados
de estabilidad y convergencia de los estimadores de tales pardmetros.

Ademads del andlisis matematico, ilustramos los resultados obtenidos con simulaciones numéri-

cas.



Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Modelo Electroquimico de Baterias.

1.1.1. Principios electroquimicos de las baterias.

El fisico italiano Alejandro Volta creé la primera baterfa en 1800. Denominada Pila o celda
Voltaica, esta consistia en dos metales en serie, zinc y cobre, emparejados mediante una
solucién electrolita de acido sulftrico, ver Figura Volta construyo este sistema gracias
a los experimentos realizados por su colega Luis Galvani, quien estaba fascinado por la in-
teraccién entre la electricidad y los sistemas nerviosos biolégicos. Durante un experimento,
Galvani descubrié que las piernas de una rana muerta daban patadas cuando se conectaban
a dos metales distintos. Galvani llamé a la energia proveniente de dentro del animal, como
“electricidad animal”. Volta creia que diferentes metales causaban este comportamiento y
validé su hipétesis mediante la Pila Voltaica. Asi, las celdas electroquimicas nacieron.

A groso modo, una bateria convierte energia quimica en eléctrica mediante reacciones de
o6xido reducciérﬂ El sistema consiste en dos metales distintos (electrodos), inmersos en un
electrolito. El catodo (electrodo positivo) y el dnodo (electrodo negativo) son seleccionados
en conjunto de forma tal que su diferencia de potencial electroquimico sea el mayor posible.
Esto crea la propiedad de almacenamiento de energia electroquimica en una bateria. Los
electrodos son eléctricamente aislados por un separador. En consecuencia, el principio de
conservacion de la carga empuja a los electrones a circular por un circuito externo, alimen-
tando algun aparato conectado, mientras que los cationes fluyen entre los electrodos dentro

del electrolito.

'Reacciones 6xido reduccién, reaccién quimica en la que uno o més electrones se transfieren entre los
reactivos, provocando un cambio en sus estados de oxidacién.
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P —e > - ,
Anodo s 1 Cdtodo
Zinc — Separador 4+ | Cobre
N AN AN R AN AN

(s) Anién N (s)
(sor)e—
Oxidacion Reduccion
Znso4(ac) Cation Cation CUSO4(3C)

FI1GurA 1.1: Un ejemplo de una celda Galvénica (o Voltaica) Zinc-Cobre, mostrando los
principios de operacién de una baterfa electroquimica. Figura tomada de [9].

1.1.2. Ideas y conceptos claves en la modelacion de baterias de Litio.

Intercalacion.

El proceso de mover iones dentro y fuera de un sitio intersticial de un “reticulado” es llamado
intercalacion. El comun de las celdas de Li-Ion, son baterias del tipo de intercalacion dual,
en otras palabras, ambos electrodos poseen un “reticulado” que puede almacenar Litio, ver
Figura [1.2

La carga (descarga) en baterfas de intercalacién dual, provoca que los iones de Litio dejen
el enrejado en el electrodo positivo (negativo) y se dirijan al enrejado del electrodo negativo
(positivo). La diferencia de los estados de energia del Litio intercalado en el electrodo positivo

y negativo, determina la energia almacenada en la bateria.

Principio de funcionamiento de una bateria de Li-Ion.

Una tipica bateria de Litio posee cuatro componentes principales, ver Figura El Elec-
trodo megativo estd conectado a la terminal negativa de la bateria. Este electrodo contiene
usualmente grafito, el cual es un material de intercalacién. Similarmente, el electrodo po-
sitivo estd conectado a la terminal positiva de la celda. Ademads, contiene un separador, el
cual es una delgada capa porosa, que separa el electrodo positivo del negativo. El separador
es un aislante eléctrico, es decir, impide el flujo de electrones entre el anodo y el cdtodo. De
todos modos, siendo un medio poroso, permite que los iones pasen a través de si, por medio
del electrolito. El Electrolito, es una soluciéon concentrada que contiene las especies cargadas,
las que pueden desplazarse en respuesta a un gradiente de potencial electroquimico. Notar
que algunas baterias tienen un electrolito sélido, el cual sirve como un conductor iénico y a
su vez como un aislante electrénico. En ambos casos la especie cargada que se intercala en la

bateria es el i6n LiT. El electrodo negativo, positivo y el separador se encuentran inmersos
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en este electrolito el cual rellena todos los poros del material sélido.

Electrodo Negativo Separador Electrodo Positivo

Y Colector de
Corriente

o, QeI
aa® G

Electrolito Material conductivo
) / adicional
Material Activo Material Activo
Electrodo Negativo Barrera porosa Electrodo Positivo

Colector de

‘ / Corriente

g
O

FIGURA 1.2: Anatomia de una celda de intercalacién. Ambos electrodos estan separados

por un material aislante, el cual no permite el paso de electrones, pero es lo suficientemente

poroso para permitir que los iones de Litio fluyan. Notar ademaés la presencia de materiales

conductivos adicionales en los electrodos. Estos materiales mantienen el electrodo unido y
mejoran su conductividad. Figura tomada de [3]

Potencial de Circuito Abierto.

Como se mencioné anteriormente, la propiedad de almacenamiento de una bateria estd es-
trechamente relacionada a los potenciales electroquimicos propios de cada electrodo.

La energia libre del i6n de Litio, cuando estd ubicado en un intersticio del electrodo posi-
tivo, es diferente a la energia libre cuando estd posicionado en un intersticio del electrodo
negativo. En particular, comparado con el electrodo positivo, el Litio posee una alta energia
cuando estd almacenado en el electrodo negativo. Para un material dado, estas energias libres
son conocidas y estan estrechamente relacionadas al potencial electroquimico. Por medio de
estos valores de potencial electroquimico, es posible expresar el potencial electroestatico del
electrodo positivo o negativo, mediante una funcién de los valores de Litio almacenados en
cada electrodo. El cociente de la concentracién de Litio y su maximo valor posible en el
electrodo es llamado utilizacion del electrodo. El potencial electroestatico es denominado
Potencial de Circuito Abierto (Open Circuit Potential) OCP, por sus siglas en inglés.
Notar que ambos electrodos tienen un OCP asociado. Sea U~ denotando el OCP del electro-
do negativo y UT el OCP del electrodo positivo. Entonces la diferencia U+ — U™, representa
el OCP de la bateria. E1 OCP de la celda también es llamado Voltaje de circuito abierto o
Tensién de circuito abierto. E1 OCP de la celda corresponde al voltaje medido, asumiendo

que no existen corrientes de entrada o salida.
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1.1.3. Modelacién.

Los modelos electroquimicos de baterias (EChM), capturan la dindmica espacial y temporal
de la concentracién de iones de Litio (Li), potencial eléctrico y cinéticas de intercalacion.
Muchos de los modelos en la literatura existente son derivados del modelo desarrollado
por Doyle, Fuller y Newman (DFN), el cual estd basado en electrodos porosos y teoria de
soluciones concentradas, ver [15]

A carga completa, la mayor parte de los iones de Litio se encuentran en las particulas
sélidas que conforman el dnodo, tipicamente un carbono litiado Li,Cg. Estas particulas
son idealizadas como esféricas. Durante la descarga, el Litio se propaga desde el interior
hasta la superfice de estas particulas esféricas, ver Figura[[.3] En la superficie una reaccién

electroquimica separa el Litio en un ién positivo de Litio y un electrén segin la ecuacion
Li,Cs = Cg+xLit +xe. (1.1)

A continuacion, el ion se mueve a través del separador desde el anodo al catodo. Dado que el
separador es un aislante electrénico, el electrén correspondiente viaja a través de un circuito
externo, alimentando el dispositivo conectado. El ion de Litio y el electrén se retnen en
la superficie del catodo, tipicamente un 6xido metalico de Litio LiM Os, bajo una reaccién

electroquimica reversible de acuerdo a la ecuacién
Lig_pyMOy + xLi* +ze~ = LiMO, (1.2)

El datomo de Litio resultante se difunde al interior de la particula esférica que configura
el catodo. El proceso completo es reversible aplicando el suficiente potencial. Ademéds de
modelar la migracion de Litio, este modelo también captura la dindmica espacio-temporal
de los potenciales internos, la corriente electrolita y la densidad de corriente entre la fase
sélida y electrolita. Ver Figura

El modelo unidimensional espacial para una bateria Li-Ion, considera la dindmica sélo a lo
largo de un eje (eje X, por ejemplo), y omite la dindmica a lo largo de los dos ejes restantes
(eje Y y eje Z.). Esta aproximacién es aplicable en celdas con una gran drea de seccién
transversal y bajas corrientes.

En cada dominio, a saber, electrodo negativo, separador y electrodo positivo, el Litio puede
encontrarse en dos estados disjuntos, llamados fases. La primera fase representa el Litio in-
tercalado en electrodo, mientras que la segunda fase involucra al Litio en un estado disuelto
en el electrolito. Por lo tanto, en cada punto a lo largo del eje X el Litio puede existir, ya sea
en fase sélida o en un estado disuelto en el electrolito, aunque en el dominio del separador
sélo puede existir en fase electrolita. Se necesitan ecuaciones que describan la dindmica en
cada una de las fases que tiene el i6n de Litio en la bateria.

Se modela la celda Li-Ion, asumiendo, como lo muestra la Figura [I.3] que las particulas
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Dominio Dominio Dominio
Electrodo Negativo Separador Electrodo Positivo
X osepP X [sep x
i | H | ' 1
. ' H g t 1
0~ L~ L+
Litio en fase -
electrolita - o~ T Electrolito _ |
N S_ 7 ~ o~ - B
N N N - —
~ P ~
N P
N~ - Desc/arga N ~ _
/ le N N Ig
~ ~ '
N N ’e=/ ~ o~ B
| e NN Ny N o
= A a
- ~ T P
— N | ~
IN_TN L E
i L .
N 2N
Litio en fase

sélida

Particulas sélidas

en el Electrodo

o+

I_e_. -

o

Ficura 1.3: Esquema de la modelacién del proceso de intercalaciéon en una bateria. En
ambos electrodos el Litio puede presentarse en dos estados disjuntos, en un estado sélido
(en aglomeraciones idealmente esféricas) o en un estado disuelto en el electrolito. El proceso
de intercalacién e iones puede ser representado como el transitar de iones de Litio desde
y hacia estas particulas esféricas, que representan el estado sélido, cuando la bateria es
cargada o descargada respectivamente. Notar que el separador sélo posee Litio en estado
electrolito. Asi i,, representa la corriente electrénica en la particula sélida, la cual es cero
en el separador, mientras que la corriente iénica en el electrolito, denotada por i., es igual

a la corriente aplicada I. Figura tomada de [3].

esféricas existen en todo punto a lo largo del eje X. El proceso de intercalacién es modelado
por el movimiento de iones de Litio, hacia afuera (electrodo negativo) y hacia dentro (elec-
trodo positivo), en estas particulas esféricas, las cuales estan inmersas en el electrolito.

Las variables de estado necesarias para describir el modelo unidimensional de espacio, en la

posicién z en el tiempo t y en el electrodo j son:

distancia al centro de la particula esférica, posicionada en z en el tiempo t.

- ce(z,t), concentracién de litio en fase electrolita.

¢§'(:1;, t), potencial eléctrico en fase sélida.

- ¢e(x,t), potencial eléctrico en fase electrolita.

- il(x,t), corriente iénica.
- j%, flujo molar idnico.

- T(t) la temperatura.

cl(x, 7 t),que es concentracién de litio en fase sélida, donde la variable r representa la
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Entonces el modelo DFN, estd dado por las siguientes ecuaciones.

;

h(w,rt) = hE DS,
Wh(@) = g | Deled) (o) + Sl (e,
o) =
e 'Lg x, dln f./q nce
felo,t) = - ML) (14 e (o, 1)) Ve (a,), (1.3)
% (z,t) = agFih(x,t),
(00 = heen[Tamp(t) = T(H] + IOV () = Jo~ asFjn(, ) AT (x,)da.
Donde, D, &, f./q son funciones de c.(x,t) y ademds
i, 8) = 9\ el (2, e (,8) (hma — s (2,1)), (1.4)
W (@,1) = Gh(,t) = pe (@, t) — U7 (cl (2, 1)) — FR}jj (x, 1), (1.5)
cls = cl(z, R, 1), (1.6)
. ouJ
AT(z,t) = U7 (Gs(2,1)) = T(t) 55 (@2, 1)), (1.7)
‘ 3 R} .
clx,t) = — / r2c) (x,r,t)dr. (1.8)
(R2)3 Jo

1.2. Modelo de Particula Simple (Single Particle Model).

El Modelo de Particula Simple (Single Particle Model, SPM), es una simplificacién del
Modelo DFN —. Como se muestra en la Figura cada electrodo es idealizado
como una gran particula esférica y entre ellos se ubica el separador. Para obtener este
modelo a partir del modelo DFN, se asume que la variacién de la concentracién de Li en

estado electrolito es constante espacial y temporalmente, i.e,

Oce
oz

dce

t) ~
(‘/1:7 ) 07 8t

(x,t) = 0.

Para ver una deduccién formal de este modelo, ver [3]. Mateméticamente el modelo consiste
en dos ecuaciones diferenciales parciales de difusién, (Ley de Fick en coordenadas esféricas),
ocl i 120d 0%c]

o~ Dra g

(r,t) € (0, R) x (0,00),
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Modelo Electroquimico Modelo de Particula Simple
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Particulas Sélidas
en los electrodos

Electrodo Electrodo
. Separador o
Negativo Positivo

FiGurA 1.4: El Modelo de Particula Simple, consiste en una simplificaciéon del Modelo DFN,

en la cual los electrodos son idealizados como un gran particula esférica. Esta simplificacion

funciona bien para pequenas corrientes o para un electrolito con una elevada conductividad
iénica. Figura tomada de[3].

y condiciones de frontera

%Cf (0,t) = 0 te(0,00), (1.9)
ach I(t)
j - _
5 (RL,t) = —j Tl AL t € (0,00). (1.10)

Donde j € {+, —}, indican el electrodo positivo y negativo respectivamente.
Las condiciones de frontera ((1.9) y (1.10) implican que en la superficie de la particula, i.e

cuando r = RZ, la tasa a la cual los iones salen de la particula y entran al electrolito es dado

I(t)

AL j € {+,—}, y esta tasa en el centro de la particula, i.e r =0,
s Fa

por el flujo molar —j
es igual a cero.

El voltaje de salida es dado por una funcién no lineal de los valores de concentracién en la
frontera, cl,(t) = cs(R%,t) y de la corriente entrante I(t). Se deduce a partir de la ecuacién
de Butler-Volmer para la cinética electroquimica de cada electrodo, ver [3].

Entonces el voltaje es dado por la siguiente igualdad
RT(t) . . 4 < —1(t) > RT(t) . . 4 < I(t) >
V(i) = h — h
*) oF M \aar ALt (ch(t)) T aF T \2am AL g (cn(2)
HU T (chs(1) = U™ (eg(t)) = RyI(2),

donde z'(jf reciben el nombre de densidad de corriente de intercambio y estan dadas por

() = K9\ ()( gy — s(0)), G € (.-}
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Las funciones U7(-) son los potenciales de equilibrio de cada electrodo, funciones que depen-
den de la concentracién cg(RZ;, t). Matematicamente, estas funciones son monétonas decre-
ciente en sus argumentos.

Asumimos que la temperatura sélo varia con respecto al tiempo y la obtenemos mediante
un balance de energia, ver [9]. Bajo las hipdtesis del Modelo de Particula Simple, tenemos
que la evolucién de la temperatura esta dada por

WGy S (1) = bl Tamalt) — T+ TV (D) + ()T () @U;(C;(t)) S (cjs(t)))

+I(t) (U (c55(t)) = Ut (e (1)) - (1.11)

En esta tesis consideramos un modelo simplificado del la ecuacién (1.11]), dada por

T(t) = Lt (T — T(1) + e L(OV (D)

- urCy vPCy (1.12)
T0) = Tomp-
Introducimos la siguiente reparametrizacion:
01 = hcell g = 1
vpCyp’ vpCyp’

La cual permite reescribir la ecuacién ((1.12) de la siguiente forma,

T(t) =1 (Tamp — T(1) + 2I(t)V (1),

T0) = Tame-
Notar que los pardmetros 1 y @2 ponderan las interacciones externas e internas respecti-
vamente que contribuyen a la variacion de la temperatura.

Mediante el método de Variacién de pardmetros damos la solucién explicita para T'(t), en

términos de la corriente I(t), el voltaje V(¢) y los pardmetros 1 y @a.

t
Tt) = Tamp+ 02 / I(s)V(s)e1 57D ds.
0



Capitulo m Introduccion. 9

A modo de resumen, recapitulamos las ecuaciones que componen el Modelo de Particula

Simple que se emplea en esta tesis.

% =DI2E 0+ G () € (0,R) x (0,0),

9< (0, 1) = 0, t € (0, 00), (1.13)
S R ((;

3CT (Rg;t) = _]ﬁ, t e (0, OO)

V(t) = BT Gyt < —I(t) (t))> _RTQ®) . 1 < I(t) >

aF 2at AL*ig (cds aF 20~ AL~ (css(t))
+UT(c5,(8) = U (cgi(t)) — RpI(t), (1.14)
T(t) = Tomp + @2 / t I(s)V(s)e15=Dds. (1.15)
0

Donde j € {+,—}, indica el electrodo positivo y negativo respectivamente.

Definicién 1.2.1. (Numero total de iones de Litio en estado sélido).
Se define el nimero total de iones de Litio en estado sélido, nr; s como la suma total de
iones en fase sélida en el 4nodo y el catodo respectivamente, ver [9], [I1] y [12], mediante la

siguiente ecuacion:

Jiri RJ 4
nris(t) = Z stJAS/ dmr2cd (1, t)dr. (1.16)
je(ry 377 Jo

1.2.1. Propiedades del Modelo de Particula Simple.

Notar que las ecuaciones para las concentraciones ¢l y ¢; son mutuamente independientes
una de otra. Es mas, estan dadas por ecuaciones en derivadas parciales lineales, las cuales

producen valores en la frontera, ¢, (t) y c;4(t), los que su vez son argumentos en las funciones

de voltaje (1.14) y temperatura (1.15)), ver [3], [I1], [12].

1.2.1.1. Estabilidad Marginal.

Cada subsistema en , modelando los estados de concentracion ci, j € {+,—}, es un
sistema estable, i.e, cada ecuacién homogénea asociada es estable, ver [12]. En particular,
cada subsistema contiene un valor propio igual a cero y el resto en el eje real negativo del
plano complejo. En efecto, considerar la siguiente transformacion de estado c(r, t) = reg(r, t),
omitimos la indicacién del d&nodo o catodo ya que ambos casos son idénticos. Esta transfor-

macion es invertible, ver [I1] y conduce al siguiente sistema en variables normalizadas, ver
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seccion 2111

%e(r,t) = L(r,t), (r,t) € (0,1) x (0, 00)
c(0,t) =0, t € (0,00), (1.17)
9(1,t) —c(1,t) =0,  te (0,00).

El cual tiene asociado el siguiente problema de valores propios Sturm- Liouville.

R'(r) — pR(r) =0
R(0)=0
R'(1) — R(1) = 0.

A partir de esto, se observa que los valores propios de este sistema, corresponden al siguiente
conjunto

{,LL € R tales que g = —0? y o = tan(o)} ,

lo cual nos da la propiedad de estabilidad para la ecuacién de estado ((1.17]) y mediante la
propiedad de invertibilidad de la transformacién de estado aplicada a ([1.13]), se concluye la
propiedad de estabilidad marginal.

1.2.1.2. Conservacién de iones de Litio.

El Modelo de Particula Simple tiene la propiedad de conservar el niimero de iones de Litio en
estado sélido, estableciendo una relacién entre la concentracién de iones de Litio (en estado
s6lido) en el anodo y el catodo. Esta conservacién es mencionada en los articulos [11], [12],

sin explicitar el calculo. En la siguiente proposicién comprobamos la afirmacion.

Proposicién 1.2.1. (Conservacion de iones de Litio en fase sdlida,).

La concentracion de iones de Litio se conserva, es decir,

% (nas(t)) = 0. (1.18)
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Demostracion. Derivando directamente (|1.16f), v usando el modelo para la concentraciones

de iones, tenemos que

erptA (R dct ecL~A B dey
npis(t) = 5/ 4r? =S (r,t dr—l—s/ 4rr? =5 (r, t)dr
L’L,S( ) %ﬂ_(R;,-)z; 0 at ( ) %W(Rs_)g 0 8t ( )
+7+4 (RS 20ct 92t
= 463+/ 4mr?DF ( oy C;)dr+
3m(RS)3 o r or or
e LA /Rs o (20c; 0%y
—_ 4rr D, | — d
sm(R)3 Jo ™l \For T o )
= L+ Is.
Se trabaja con Iy, ya que I es anélogo.
+1+4 B 9ct +1+4 (B 92c+
L= / 8rDfr S dr + / 4r D2 dr
3m(Rs)3 Jo or 3m(Rs)3 Jo or
= L1+ 1p.

Integramos por partes I1 2 y obtenemos lo que se muestra a continuacion,

erLtA Oct etrta (RS Oct
I :SR+24D+SR+t—5/ 8D r—d
1,2 %W(R;_)?’( s) T g or ( S ) ) %W(R;—)?’ 0 T T Ir r
efLtA Oct
= = (RN*4xDF=—=(R+ t)—I1,.
%W(R;_>3( S) ™ S 87‘ ( S ) 171

Luego, por la igualdad I; = I1 1 + I1 2, tenemos que,

ebtrLtA Oct
I = =" (RH?4x DT = (R} ,1).
1 %F(R;’—)S( s) T g 87'( S )
De forma similar, podemos obtener
e LA ocy
Iy = 5~ " (R;)?4nD; —- (R ,1).
2 %W(Rs_)g( s) m S 8T( S )

Finalmente, utilizando las condiciones de frontera del modelo, se obtiene que

efLTA —1(t)
L, = =2~ (RH*4sDf——~
! gw(Rj)3( AT D p ALY
e, LA _ 1(t)
I, = =~ (R,)*rD
2 gw(R;)S( AT D AL

Imponiendo la siguiente relacién entre las fracciones de volumen &7 y los coeficientes de area

especifica interfacial,
1

=SBl j e {+,-),
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tenemos que
d
- is(t) =0
o (L s(1)

1.3. Utilizacion, Estado de Carga y Estado de Salud.

La utilizacion local, en cada punto en el electrodo es el cociente de la concentracion de
Litio en estado sélido y su méximo valor posible en ese punto. Asi, si cg(r,t) indica la
concentracion el radio r de la particula esférica y cmax s, senala el méximo valor posible,
entonces la utilizacién del electrodo se define como ¢(7,t)/cmax s- La utilizacién promedio
del electrodo completo es llamada Estado de Carga (State of Charge, SOC) del electrodo.
Notar que el SOC, es una cantidad adimensional, la cual mide la carga contenida en el
electrodo calculado en términos de la concentraciéon de Litio. Dado que la cantidad de
Litio almacenada en los electrodos estd relacionada con la cantidad de carga disponible, el
SOC puede ser usado como un indicador de la energia disponible. Esto motiva la siguiente

definicién

Definicién 1.3.1. (Estado de Carga en el electrodo).
Considerando las concentraciones cg(r, t) dadas por ([1.13)), se define el Estado de Carga en

el electrodo j (ver [3]), como

RI j
SOCi(t) = (33)3 / rQij(T’t)dr. (1.19)
S 0 S, MAax

El SOCT y el SOC™ estan relacionados y por lo tanto es suficiente usar sélo SOC™ para
representar el SOC' de la baterfa, ver [3].

La métrica del Estado de Salud (State of Health, SOH) de una baterfa, indica una idea de
la edad relativa de la baterfalZ

Estimar el Estado de Salud es particularmente dificultoso por varias razones. En primer
lugar, no existe una definicién universalmente aceptada para el SOH. En segundo lugar,
podemos agregar que la dindmica de las baterias, estd dada por ecuaciones en derivadas
parciales obtenidas a partir de los principios electroquimicos involucrados. Ademds, las
cantidades disponibles para ser medidas, a decir, voltaje, corriente y temperatura, estan
relacionadas a los estados de concentracién de Litio, mediante funciones no lineales, lo que
dificulta su estimacién, [9].

Dos de las métricas de SOH mas comunes son, el Charge Capacity Fade y Impedance Rise,

2Algunas métricas recurrentes del SOH, incluyen Capacidad de carga, impedancia interna y ciclos de
carga y descarga.



Capitulo m Introduccion. 13

i.e Power Fade. El Charge Capacity Fade, indica cémo la capacidad de carga ha decrecido
con respecto a su valor original. Es decir, una celda inicialmente pudiedese tener una capa-
cidad de carga de 2Ah y después de dos anos de uso, decrece a 1,6 Ah. El Power capacity
fade, indica como la potencia que provee la bateria inicialmente ha decrecido, por ejemplo
inicialmente una bateria provee 360W de potencia por 10 segundos, pero después de dos
anos de uso sélo 300WW. Cambios graduales en las métricas del SOH, estan directamente
relacionadas a cambios en los pardmetros del modelo matematico, por lo que en algunas

referencias estiman esos pardametros sin indicar claramente una métrica para el SOH, ver

[9].

1.4. Presentacién del problema.

El Modelo de Particula Simple es uno de los tantos modelos matematicos que se han desa-
rrollado para describir en parte y estudiar el comportamiento una bateria de iones de litio,
ver [I4]. El gran potencial que presenta el uso de baterias exige también de técnicas de
control y estimacion que se orienten a una mejora del uso y mejor aprovechamiento de las
capacidades de una bateria de iones de litio. En esta tesis estamos interesados en utilizar
un Modelo de Particula Simple, para determinar el Estado de Carga (State of Charge) y el
Estado de Salud (State of Health) de la bateria, todo esto a partir de mediciones on-line de

la corriente entrante, el voltaje de salida y la temperatura.

1.5. Esquema de esta tesis.

Presentamos de manera general el contenido de los siguientes capitulos.

El capitulo 2, Estimacién del Estado de Carga, estd divido en tres partes principales, en
la seccion [2.1], nos referimos al diseno de observadores para las concentraciones de iones en
los electrodos mediante el método Backstepping en EDP. En la seccién se presenta un
estimador del Estado de Carga a partir del observador desarrollado en la seccién anterior
y se estudia sus propiedades de convergencia. En la seccion se ilustran los resultados
obtenidos mediante simulaciones numeéricas.

En el capitulo |3 titulado Estimacién de Pardmetros y estimacién del Estado de Salud,
mediante técnicas usuales de control adaptativo como funciones de Lyapunov, se construyen
estimaciones on-line de parametros cruciales para identificar el Charge Capacity Fade y el
Power Fade, ademads se muestra la convergencia de estos estimadores de parametros. En la
seccion final de este capitulo, ejemplifican los resultados obtenidos mediante simulaciones
numéricas. En el capitulo [ Inversién de la funcién de Voltaje y Temperatura, se propone

un esquema de inversién on-line para que a partir del Voltaje y Temperatura obtener los
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input necesarios para los observadores ya construidos en el capitulo 2] Lo nuevo, propuesto
en este capitulo, a diferencia de lo hecho en las referencias [12], [IT] y [13] es que la inversién
se lleva a cabo para obtener simultdneamente los input necesarios para el observador de
concentracién del catodo y el dnodo, ademdas damos una estimacién de la convergencia de
la inversién.

El capitulo [f] retine algunas conclusiones y observaciones.

En el apéndice[A] damos una breve referencia a funciones de Bessel, empleadas en esta tesis.
El apéndice [B] contiene un cuadro resumen con los valores de los pardmetros utilizados en

la simulaciones presentadas en esta tesis.



Capitulo 2
Estimacion del Estado de Carga.

Como se mencioné en la seccién el Estado de Carga, (SOC), se define mediante la
siguiente ecuacién
3 Rs
SOC(t) = —F5—— / r2e; (r,t)dr. (2.1)
(Rs) Cs max V9
Siguiendo las ideas presentadas en [I1] y [12], se desarrollan observadores & j € {+,—},
para estimar la concentracién de iones en el catodo y anodo simultaneamente. La cantidad
SOC es estimada mediante el uso del observador ¢; .
Es importante senalar que en las referencias ya mencionadas sélo se construye el observador
¢y, ya que se asume que la difusién en el cdtodo es mucho mas rapida que en el anodo,
por lo que la concentracién en el electrodo positivo esta en su estado de equilibrio. En esta
tesis no hacemos tal suposicion, consideramos que los tiempos de difusion caracteristicos son
comparables en ambos electrodos, por lo cual no se puede asumir que la concentracién en

algin electrodo esta en un estado de equilibrio.

2.1. Diseno de observadores de estado de concentracion.

2.1.1. Normalizaciéon y transformacién del estado.

Como ya se habfa mencionado en la seccién [1.2] las ecuaciones del Modelo Electroquimico

de Particula Simple, que modelan las concentraciones de iones en los electrodos estan dadas

15
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por
% =DL|25(n0+ 58| () € (0RY x (0,),
92(0,4) =0 t € (0,00),
I . I
SE(RLY) = —j g t € (0,00),

donde j € {+, —} indica al cdtodo y dnodo respectivamente.

A continuacién aplicamos una normalizacién a las variables r,t y una transformacién del
estado, con el propésito de simplificar.

Definimos las variables adimensionales,

J

s

_ D
“
de esta forma 7 € (0,1).

En lo que sigue, empleamos r y t como nuestras variables normalizadas, con el fin de sim-

plificar la notacién.

Asi, las ecuaciones para las concentraciones de iones de litio, en el electrodo j se reescriben

Ccomo
] ol 2c]
%t B [% %r (7’, t) + 8826‘ (7’, t) S (07 1) x (O’OO)’
9.(0,) = 0, t € (0,00)
ad _ . Rl@®
w L) =—jgnoan € (00).

Lo siguiente es aplicar una transformacién al estado ¢, que permita eliminar la derivada

espacial de primer orden en la difusion. Para esto considere la ecuacién de transformacién
c(rt) = rel(r,t) j e {+,—}. (2.2)

Por lo tanto tenemos que

ac’ ; ac .
W(Tvt) :C;(T,t)+ra(7“,t) Je {WL’*}
y ademas
&¢I acl ¢ ,
57 (r,t) = QW(T’, t) + 52 (r,t) je{+ -}
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Esta normalizacién de variables y transformacion del estado produce la siguiente EDP con

condiciones de borde Dirichlet y Robin,

e (r,t) = 55 (r,1) (r,1) € (0,1) x (0,00),

A(0,t) =0 t e (0,00), (2.3)
9 (1,8) — ¢ (1,8) = —jp;I(t),  t e (0,00).

J

S . , .
—— j € {+, —} son pardmetros plenamente conocidos.
Di{Fai AL

Donde p; =

2.1.2. Meétodo de Backstepping.

En esta seccién nos disponemos a desarrollar un observador lineal del estado de concentraciéon
de iones ¢, solucién de la ecuacién , basado en el método de Backstepping, ver [7]. El
caso para ¢ se desarrolla de forma andloga.

Sea ¢~ este observador. La estructura para la ecuacién de ¢—, consiste en una copia del
modelo original de estado de concentracion , al cual se inyecta el error de observacién
en la frontera r = 1, i.e ¢ (1,t) = ¢ (1,t) — & (1,t), ponderado por una funcién p;(r) en la
ecuacion principal y por una constante pig en la condicién de frontera r = 1. Asi, la ecuacién

para el observador ¢~ toma la siguiente forma,

% (r,t) = S 4 pi(r) [ (1,8) — & (L,1)], (r,1) € (0,1) x (0, 50)
¢ (0,t) =0, t € (0, 00), (2.4)
-(1,t) —e (L,t) = p_I(t) + pro[c(1,t) —e~(L,8)], € (0,00).

Observacion 2.1.1. Hacemos notar que el observador ¢~ requiere de la obtencién de ¢ (1,1).
De forma similar, para el caso del observador de ¢ es necesario contar con la medicién de
¢T(1,t). En el capitulo |4l se propondréd un método de inversién de las funciones de voltaje
y temperatura para la obtencién de c; (1,t) y ¢ (1,t). Asi, el error en el estado, medido en

la frontera para cada electrodo es dado por
éj(lvt):éj(t)_éj(Lt)a j€{+7_}'

Donde &/, j € {4+, —} corresponde a la inversién de las funciones de voltaje y temperatura,

para cada electrodo.

El método de Backstepping, ha sido utilizado en [I1], [12] y [I3] para disenar la funcién
p1(r) y la constante pjg, en el sistema del observador, (2.4). A continuacién, basados en [7]

y lo hecho en las referencias ya mencionadas, se muestra como obtener p1(r) y pio.
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2.1.2.1. Sistema de error y Sistema Objetivo.

Notemos que el error de observacién (estimacién) ¢~ (r,t) = ¢ — ¢, tiene por ecuacién

% (rt) = ZL(rt) — pi(r,)E (1,8),  (r,t) € (0,1) x (0,00),

Or2
¢ (0,t) =0, te (0,00), (2.5)
% (1,t) =& (1,) = —proe (1,1), t € (0, 00).

El método Backstepping busca encontrar un kernel p(r, s) tal que

1
& (rt) =)~ [ plrs)is)ds, (26)
T
con w solucién del siguiente sistema objetivo

0w _ 8w (T‘, t) + )\’UNJ(T‘, t)’ (’I”,t) € (O, 1) X (Oa 00)7

ot or?
w(0,%) =0, t € (0,00), (2.7)
%7111:}(1715) = _%w(lﬂf)a t e (0,00)

Acéa, X\ es un parametro de ajuste.
La importancia del sistema ([2.7) es que determina un sistema exponencialmente estable en

norma £2(0,1). En efecto, consideremos la siguiente funcién de Lyapunov

1
Wi(t) = ;/0 w?(r, t)dr.

Tomando la derivada temporal,

1
W) = /Oﬁ)(r,t)ﬁ)(r,t)dr

1 92~
0“w
= —— W + M2 (r, t)dr.
e + A= (r, t)dr

Integrando por partes y usando la condiciones de frontera del sistema, tenemos que
) 1 1 1
W(t) = f§w2(1,t) / W (7, t)dr + )\/ w?(r, t)dr.
0 0

Considere la siguiente desigualdad de Poincaré.

1 1 1
1
/ demng(l)—l—/ w2dx+5/ w2dz, &> 1.
0 0 0

e
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Por lo tanto, si € = 2, se tiene que

En conclusion

1
De esto, vemos que W (t) < W(0) exp [— <4 — /\> t]. Esto implica que el sistema es expo-
nencialmente estable si A < 1/4.

Observacion 2.1.2. Notar que la condicién de estabilidad exponencial se tiene si A < A,.
Esta constante A, esta relacionada a la constante de la desigualdad de Poincaré, la cual en

este caso se puede mejorar.
En lo sucesivo se omite la indicacion de dnodo, a no ser que sea necesario indicarlo.

2.1.2.2. Determinacién de ganancias pi(r) y pio.

En lo que sigue determinaremos las ganancias p1(r) y pi1o incluidas en la ecuacién del obser-
vador y la condicién de frontera en » = 1. Para esto necesitamos derivar la transformacién

(2.6) respecto a r y a t, para lo cual emplearemos la regla de diferenciacién de Leibniz:

d [T r
dr/o f(r,s)ds = f(r,r) + /0 fr(r,s)ds.

Ademsds, introducimos la siguiente notacién:

0
p?"(ry 7") - ap(ra 3)|s:r
ps(T',T’) = aasp(r, 5)‘5:7"
d
o) = pelrr) +pulr7)

Derivamos la transformacién (2.6 con respecto a r,

1
&) = () + p(r, r)i(r) — / Do (r, $)(3)ds.
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y al hacerlo por segunda vez, obtenemos lo siguiente

1
Gorr) = i) 4 () (0) ) 0) = [ s)is)s
= Wy (r)+ w(r)%p(r, ) + pp(r, 7))@ + pp(r, r)w(r)
1
—/ prr (1, $)W(S)ds. (2.8)

Notar que omitimos la varible ¢, para simplificar notacién.

Ahora, derivando la transformacién ([2.6)), con respecto a t, tenemos que

1
é(r) = ﬁjt(r)—/ p(r, s)w(s)ds.
1 1
= u?t(r)—/ p(r,s)wTT(s)ds—/ Ap(r, s)w(s)ds.

Integramos por partes dos veces el segundo término de la igualdad anterior para obtener

que

ce(r) = w(r) —p(x, 1w, (1) + p(r, r)w.(r)
1 1
+/ ps(r, s)ws(s)ds — / Ap(r, s)w(s)ds.
= Wpp + A0 — p(r, 1), (1) + p(r, 7)1, (1) + ps(r, D)w(1)

1 1
—ps(r,'r)@b(r)—/ pss(r,s)w(s)ds—/ Ap(r, $)w(s)ds. (2.9)

Restamos la ecuacion (2.8)) a la ecuacién ([2.9)),

Ct — Crp = ()\ - 20%]9(7", 7‘)> w(r) — p(r, 1w, (1) + ps(x, 1)w(1)
1
+ / {Brr(7,5) = Paa(r, 5) — Ap(r, )} (s ds (2.10)

De esta ultima igualdad, ([2.10]), obtendremos una ecuacién para el kernel p(r, s) y expresiones
para las ganancias p1(7) y p1o-
En primer lugar, notar que ¢ — &, = —p1(r)é(1) y que dada la condicién de frontera en

r =1 del sistema (22.7) vemos que la ecuacion (2.10)) es equivalente a

) = (A2 p(nn) ) 60) + 300 D) + pule D)

1
+ / {p’I‘T(ra 3) - pss(ra 3) — )\p(r, 8)} ﬁ)(s)ds.
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£

Ademds, notar que de la transformaciéon (2.6) se tiene que ¢(1) = w(1). Por lo tanto, esta

dltima igualdad nos lleva a imponer

Prr(1,8) — pss(ry8) — Ap(r,s) = 0, (2.11)
A — Q%p(r,r) = 0, (2.12)
p(r,0) = 0. (2.13)

La condicién p(r,0) = 0 es agregada para tener una ecuacién bien puesta. Asi, la ganancia

p1 es dada por

1
pi(r) = f§p(r, 1) — ps(r, 1). (2.14)
La ganancia pjg se obtiene a partir de la transformacion ([2.6)).

ér(1) —e(1) = —pioc(l)
= (1) +p(1,1)w(1) — (1).

El valor p(1,1) lo obtenemos al notar que las condiciones (2.12)) y (2.13]) implican que
A
p(r,r) = 5

Finalmente, recordando que ¢(1) = w(1) se llega a

&(1)—e(1) = —pioé(1)

En conclusién,

P10 = —5— (2.15)

Hemos caracterizado las ganancias pi(r) y pio (ver (2.14) y (2.15)), respectivamente) en

términos del kernel p(r,s). En lo que sigue, determinaremos de una forma mas explicita

p(r,s).

2.1.2.3. Cilculo del Kernel p(r, s).

En la seccién anterior determinamos tres condiciones para el kernel, dadas por

Prr(1,8) — pss(r,8) = Ap(r,s), (2.16)
p(0,s) = 0, (2.17)
p(r,r) = %r- (2.18)
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Estas tres condiciones son compatibles con un problema de ecuaciones en derivadas parciales.
Esta EDP pudiésemos asociarla a una ecuacion del tipo ondas con un término extra Ap
(s juega el rol del tiempo). El dominio de esta EDP, es el tridngulo {0 < s <r <1}, ver
Figura Las condiciones de frontera estan preescritas sobre dos lados del triangulo. En

esta seccién estamos interesados en resolver la ecuacion del kernel de forma explicita.

08
06
04r

021

L L L L L
0.2 04 06 0.8 10

FIGURA 2.1: Dominio de la ecuacién del kernel.

Para encontrar la solucion a la ecuacion (2.16f), lo primero es transformarla a una ecuacién

integral, mediante el siguiente cambio de variables.
E=s+r, n=r—s.

De esta forma, tenemos que

p(r,s) = G(&n),
pr(r,s) = Ge+ Gy,
Prr(1,8) = Gee + 2Gey + Gy,
ps(r,s) = Geg— Gy,
Pss(ry8) = Geg — 2Gey + Gy

Por lo tanto, las ecuaciones (2.16)-(12.18]), se reescriben como

Cey = 2G(Em). (2.19)
G(=¢¢) = 0, (2.20)
G0 = o (2.21)
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Integramos con respecto a n de 0 a 7, para obtener

A T\
Gelen) = - [ @)

ya que a partir de (2:2I) tenemos que G¢(€,0) = 3
Finalmente, integramos con respecto a £ de —n a £. Por (2.20)), el término G(—n,n) = 0.

G(&n) = §+17 / /GT, )dsdr (2.22)

Hemos obtenido una ecuacién integral, la cual es equivalente a la EDP (2.16]), en el sentido
que toda solucién de (2.16]) es una solucién de (2.22)). El motivo de transformar la EDP en
una ecuacién integral es poder utilizar el Método de Aproximaciones Sucesivas, ver [7], el

cual da como solucién la siguiente serie

oy + npn [\ n+1
G(&n) = ;W (4> (2.23)

Notar que la funciéon de Bessel modificada de primera especie, puede ser representada como

la serie, ver apéndice [A]
fe'e) T 2n+1
(3)

L) = 2_4:) n!{n +1)!

De esto, acomodando los términos de (2.23) tenemos

Retornando a las variables originales r y s, obtenemos el kernel

L ( A(r? — 52)>

p(r,s) = Ar T D)

(2.24)

2.1.2.4. Transformacion Inversa.

Ahora bien, es necesario traspasar la propiedad de estabilidad exponencial del sistema (2.7))
al sistema del error (2.5)). Esto se tendrd gracias a que la transformacién (2.6]) es invertible.

Definamos una transformacion inversa de la forma

1
w(r) = ¢&(r) +/ l(r,s)é(s)ds, (2.25)
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donde I(r, s) representa el kernel de la transformacion. Reemplazando ([2.25) - en . tenemos

que

1
é(r) = u?(r)—/ p(r, s)w(s)ds

= ¢(r)+ /T1 l(r,s)é(s)ds — /Tlp(r, s) <E(s) + /Sl l(r,f)&(f)df) ds

De forma equivalente tenemos que

0 = /rl l(r,s)é(s)ds — /Tl p(r, s)é(s)ds — /Tl /Slp(r, s)l(r, &)c(&)dEds

Haciendo uso del Teorema de Fubini para el cambio en el orden de integracién, obtenemos

0 = /Tll(r, s)e(s)ds — /T1 p(r, s)é(s)ds — /rl /jp(r, s)l(r, &)e(§)dydE
0 = [ et (169 piro)+ [ ptrence siie) s

De esta forma obtenemos una relacién entre el kernel de la transformacién (2.6 y kernel de

la transformacién inversa ([2.25)).

que

I(r, 5) = p(r, s) + / ol E)I(E, )de (2.26)

Esta formula es general y no depende de los sistemas o) . Si bien no ayuda mucho a
determinar explicitamente los kernels p(r, s) o I(r, s), perm1te establecer una relacién entre
los kernels de las transformaciones.

Para obtener el kernel de la transformacién inversa , se procede de forma andloga a
como se hizo para obtener p(r, s).

Derivando respecto a ¢ (2.25)), tenemos que

wy = ¢+ Ur,1)e. (1) =1U(r,r)é(r) — ls(r,1)é(1) + Ls(r,m)e(r)

—i—/rll s(r,8)c(s)ds — ¢(1 /1l (2.27)

Derivando dos veces respecto a x, se obtiene

~ ~ ~ ~ ! ~
Wrp = G = (I(ryr)e(r)) — Lp(ryr)e(r) + /T Ly (1, 8)E(r)ds. (2.28)
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Restando ([2.28)) de (2.27)) y recordando que w; — W, = AW, se tiene lo siguente

1
0 = ¢é(1) <—p1(7") —/ l(r,s)é(s)ds + U(r,1) — ls(r, 1))
d ' !
+ <2dl(r, r)— A) é(r) + / {lss(r,8) — lpr(r,8) — Al(r, 8)} &(s)ds.
r T
De esta ultima igualdad obtenemos las siguientes condiciones

lss(ry8) = lpp(ry8) — Al(rys) = 0

2%[(7“, r) = A

l(r,0) = 0; (2.29)

y una férmula para transformar la ganancia p; (r)

1
pi(r) + / I(r,s)pi(s)ds = I(r,1) —ls(r, 1) (2.30)
Comparando la EDP ([2.29)), con la ecuacién para obtener p(r, s), (2.16]), vemos que
l(’l", S )‘) = —p(?“, S _)‘)

De esta forma se concluye que

J1(v/A(r? — 52))'

l(rys) = A T )

(2.31)

Donde Jj es la funcién de Bessel de primer orden.

Hemos establecido de una forma explicita para la transformacién inversa . A con-
tinuacion se procede a mostrar la estabilidad exponencial del sistema , utilizando la
propiedad de estabilidad exponencial del sistema .

2.1.3. Estabilidad y convergencia del observador.

Se define el siguiente operador

A £%(0,1) — £%(0,1)

¢— A(¢) = w.

Donde + frl l(r,s)é(s)ds.

Y
Il
™
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Observacion 2.1.3. El operador lineal A, es aquel que lleva el sistema del error de observacién

(2.5) en el sistema objetivo ([2.7]).

Proposicién 2.1.1. (Continuidad de A).

A define un operador lineal continuo, i.e, existe una constante My > 0 tal que
A 20,1y < Malle]l z2(0,1)-

Demostracion. En efecto, se tiene la siguiente desigualdad ,

1
@ < |d+ max l(r,s)|</ |E|2ds>
0

1/2

0<r<s<1

Elevando al cuadrado en ambos lados de la desigualdad y aplicando en el lado derecho la

desigualdad de Young, obtenemos
[@? < (1+D)el* + (D* + D)lélz2o,1)-

Donde D = méx |l(r,s)|. Finalmente integrando en (0, 1), se observa que
0<r<s<1

1911Z2(0,1) < (D + 1)?elZz20,)-

Proposicién 2.1.2. (Estabilidad exponencial del sistema de error).

El sistema de error

%(r,t) = TE(r,t) — pr(r,)E(L,t),  (r,t) € (0,1) x (0,00),
&0,t) =0, t € (0,00),
9E(1,8) — (1, 1) = —p1oé(1, 1), t € (0,00).

Es exponencialmente estable en norma £2(0,1), si A < 1/4.

Demostracién. A es invertible y dada su continuidad por la proposicién podemos

afirmar que A~! es continua, (ver corolario 2.7 en [2]), i.e existe My > 0 tal que
AT (@)l g2(0,1) < Mall@]| £2(0.1)-

Finalmente, gracias a la estabilidad exponencial del sistema objetivo (2.7)), tenemos lo si-

guiente

- - _(1_ - _(1_ ~
18] 220.1) < Mall@l| 2201y < Mae™ G [do | 201y < MaMie™ G &0 20,0y (2:32)
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Donde ¢y = é(r,0). Asi se concluye la estabilidad exponencial del sistema de error de obser-

vacién (2.5), si A < 1. [

2.1.4. Observador en variables originales.

Recapitulando lo hecho hasta aqui, tenemos que inicialmente se normalizaron las variables r
y t, la ecuacion resultante fue sometida a una transformacién de estado (ver ecuacién ),
con el fin de hacerla mas simple.

El desarrollo posterior nos condujo al observador de concentraciéon de iones en el dnodo, ¢™.
Un procedimiento similar permite establecer un observador de la concentracion de iones en
el catodo.

Presentamos a continuacion las ecuaciones de los observadores de estado para cada electrodo.

9 (r,t) = 28 1 py(r) [F(1,) — & (1,1)] (r2) € (0,1) x (0, 00),
&(0,t) =0, t € (0,00),

B11) = & (1,8) = —jip (1) + puo [/ (1,8) = I (1L,B)], € (0,00).
Donde j € {+,—} y las ganancias p;(r) y pio estan dadas por

—Ar
pi(r) = 2>\(7”2—1)<Il( ANr2=1)) = ———
3—A

Po = 5

Aca, I e I, son funciones de Bessel modificadas de primer y segundo orden, ver Apéndice
y el pardmetro A es escogido de forma tal que A\ < 1/4.

Ademss se demostré que el observador ¢/ — ¢/, j € {+, —} cuando t — oo, si A < 1/4.
Para finalizar esta seccién, retornamos el observador obtenido a las variables originales. Asi,

¢} tiene por ecuacién y condicién de frontera

W=Dl (2500 + 530.0) +A0) () — ) (e (0.RE) x (0,00),
%érg(()?t):o t € (0,00),
9L (R 1) = —jps1(6) + o (chs(t) = (D)) te (0,00).

(2.33)
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Donde las ganancias ﬁi(r) y 73{0 son

—\D} 2
pu(r) = % (1(z) - LIz
ni) = Sa (0 - 20e).
3o
P10 QR?; .

con zj = 4[ A ((1;2)2 - 1> yje{+ -}

2.2. Diseno del estimador del Estado de Carga.

En la seccién se desarrollé un observador del estado de concentracién de iones de Litio
alojados en el dnodo en estado sélido c; (r,t), en lo que sigue se propone un estimador del

Estado de Carga, tal como en [12].

Definicién 2.2.1. (Estimador del Estado de Carga.)

Consideremos el observador ¢; (r,t). Por lo tanto y dado la estructura del SOC, ver ecuacién

(2.1]), se define el

— Rs
SOC(t) = (}T)fc_ /0 r2é; (r,t)dr. (2.34)

$,MAax

2.2.1. Analisis de Estabilidad y convergencia del estimador S/O\C(t).

En la siguiente proposicién mostramos la convergencia del estimador propuesto ([2.34)).

Proposicién 2.2.1. (Convergencia del estimador S/O\C(t))
Considere el estimador 5’/O\C’(t) [2:34) y el Estado de Carga SOC(t) [2.1). Si A < 1/4,
entonces |SOC(t) — S/O\C’(t)| — 0 cuando t — oo.

Demostracion. Considere la ecuacion del error de estimacion del Estado de carga

3 fte

SOC(t) — SOC(t) = e

r2é; (r,t)dr

T
Ry

Donde ¢; = ¢ (r,t)—¢é; (r,t). Aplicando el cambio de variable usado anteriormente, r =

y la transformacion de estado ¢&(r,t) = ré; (r,t), tenemos que

—_— 1
SOC(t) — S0C() = —> / re(r, £)dr
cs,méx 0
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con ¢ solucién del sistema ([2.5)). En consecuencia, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

y por la proposicién [2.1.2

_ 3 1 1/2
|SOC(t) — SOC(t)] < — (/ err> €]l z2(0,1
cs,méx 0
< Ke GV 220.)- (2.35)
Asi vemos que |SOC(t) — S/O\C(t)\ — 0 cuando t — oo, si A < 1/4. [ |

2.3. Simulaciones.

En esta seccién nos dedicamos a mostrar algunas simulaciones numéricas con el fin de ilustrar

los resultados de este capitulo

2.3.1. Simulacion Modelo de Particula simple.

Dados un par de perfiles iniciales constantes de concentracion de iones en el catodo y el dno-
do, ver Tabla[B.1]en el apéndice B y una corriente entrante, ver Figura se resuelven las
ecuaciones de estado de concentracién (|1.13)), (considerando la variable espacial normaliza-
da), utilizando la herramienta pdepe de Matlab. Posteriormente se toman las concentraciones
en la superficie de la particula, es decir, C(RZ, t) y se evalian en las ecuaciones para el volta-
je, ver ecuacion y temperatura, ver ecuacién . Los parametros empleados en la
simulacién del modelo se detallan en la tabla[B.1]del Apéndice[B] A continuacién mostramos

los resultados.
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F1curA 2.2: Corriente entrante I(t) v/s el tiempo. Utilizamos una onda cuadrada para
representar ciclos de uso de la bateria, corrientes positivas indican una carga y corrientes
negativas indican uso de la bateria.
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FIGURA 2.3: Voltaje de salida V(t) v/s el tiempo. Se observa un desfase entre el voltaje y
la corriente esto por la presencia de pardmetro resistivo R en la ecuacién de voltaje, ver
(1.14)
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Temperatura

2 L L L L L L L L L
o 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo

FIGURA 2.4: Temperatura T(t) v/s el tiempo. A partir de los 600[s] vemos temperatura
creciente, resultado que es de esperarse por el uso de la bateria.

2.3.2. Simulacion ecuaciéon de estado y observador.

Presentamos a continuaciéon dos simulaciones comparativas de la ecuacién de estado de con-
centracién de iones en el dnodo, ecuacién ([2.3)), y su correspondiente observador, ecuacién

(2.4), con el fin de mostrar la incidencia de la eleccién del parametro A, ver Figura y
Figura

tiempo
tiempo

Ficura 2.5: Estado de concentracién de iones en el anodo c; y observador ¢;. En la
izquierda se muestra el estado y al lado derecho su observador, considerando un valor del
pardmetro A\ = 2, ver Observaciénm
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tiempo

radio

radio

FI1GurA 2.6: Estado de concentracién de iones en el anodo c; y observador ¢;. En la
izquierda se muestra el estado y al lado derecho su observador, considerando un valor del

pardmetro A = —5.

Mostramos ademas grificas de la norma [|¢(+,?)(|z2¢,1) v/s el tiempo, ver Figura

verificar el decaimiento exponencial del la norma y la incidencia del pardmetro .

para

nerma error

norma error

0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 0.8 09 1
tiempo
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FIGURA 2.7: Norma del error ||é(+,2)||z2(0,1) V/s el tiempo. Se observa el decaimiento ex-
ponencial de la norma [|¢(-,t)||z2(0,1)- A la izquierda se muestra la norma determinada con
A = —1 y a la derecha con A = —5, mostrando asi la incidencia del pardmetro A\ en la

convergencia.
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2.3.3. Simulacién Estado de Carga y estimador S/O\C’(t).

Una vez obtenido el observador del &nodo, mostramos una simulacion del estado de carga y
del estimador S/O\C, ver Figura m

— 500

= = = hatsoc

0.1 L L L L L L ' ' '
0 10 20 30 40 50 60 70 &0 a0 100
tiempo

F1GurA 2.8: Estado de Carga SOC(t) y estimador SOC. En color azul, el valor real del
indicador del estado de carga SOC(t) y el rojo el valor del estimador SOC(t).

Se observa una rapida convergencia del estimador, lo cual se deriva de la convergencia

exponencial del observador del estado de concentracién.



Capitulo 3

Identificacion de Parametros y

estimacion del Estado de Salud.

En la seccién se mencioné que determinar variaciones ciertos parametros del Modelo
de Particula Simple, puede ser utilizado como una forma de indicar variaciones en la edad
relativa de la bateria, i.e el Estado de Salud, SOH. En este capitulo abordamos el problema
de determinar el Estado de Salud como un problema de identificacion de parametros del

Modelo de Particula Simple.

3.1. Estimacion del Numero de iones de Litio en estado soli-

dO, Nris.

Uno de los parametros asociados al SOH es el Nimero de iones de Litio en estado sélido,
nris, €l cual esta relacionado al Charge Capacity Fade, ver [9] y [12].
En la seccién se estableci6é que el Numero de iones de Litio en estado sélido, viene dado

por la siguiente igualdad,

LA B .
nalt)= Y o / amrcl(r, t)dr. (3.1)
jetrioy 37(Hs) Jo

Esta igualdad y lo ya presentado en el capitulo [2] motiva el siguiente estimador para el

numero de iones de Litio en estado sélido.

Definicién 3.1.1. (Estimador del Nimero de iones de Litio en estado sélido).

Considere los observadores de la concentracién de iones ¢, j € {+, —}.

34
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Definimos un estimador del ntimero de iones de Litio, mediante la siguiente igualdad

j RL
fnis(t) = 5. . / e (r, t)dr. (3.2)
je{+,—} (Rﬁ) 0

Donde & = 3¢/ L7 A.

Proposicién 3.1.1. (Convergencia del estimador nr; +(t)).
Sea nur; s(t) definido como en (3.2)). Entonces, si A < %, nris(t) = nris, exponencialmente

cuando t — oo.

Demostracion. Notar que el error de estimacién del niimero de iones esta dado por la si-

guiente igualdad

¢ R} o
e =i = 3 S [ R
je{+,~} (R§> 0
Donde & indica el error de observacién en el electrodo j. Aplicando una normalizacién a la

variable espacial y la transformacién de estado ¢ = r&, se observa que

1
InLis — pis(t)] < Z 53/ r|& (r,t)|dr.
0

j€{+77}
Finalmente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la proposicién se tiene lo siguiente

1

nzis —inis) < e (GNE ST @RI (3.3)

j€{+7_}

Asi, np; s(t) = nris, cuando t — 00, si A < i. [ |

3.2. Identificacién de parametros en la funcion de Voltaje.

En esta seccién se propone un esquema de identificacién on-line a parametros de la funcién
de voltaje de salida, a partir de mediciones de corriente entrante I(t), el voltaje V (¢) y la
temperatura T'(t).

Mediante un andlisis de sensibilidad, se estudian que pardmetros son posibles de identificar de
forma dnica y posteriormente se implementa un esquema de minimos cuadrados adaptativos,

ver [5], para llevar a cabo la identificacién del conjunto de pardmetros deseados.
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3.2.1. Identificabilidad.

Un primer paso en el desarrollo de un esquema de identificacién de pardmetros en una funcién
no lineal, como es el caso de la funcién de voltaje de salida, es llevar a cabo un anélisis de
sensibilidad. En lo que sigue se realiza un procedimiento similar a lo mostrado en [§], el cual
consiste a grandes rasgos en elaborar un ranking de pardmetros mediante ortogonalizacion y
estudiar las asociaciones lineales entre ellos, permitiendo escoger qué parametros es posible
identificar de forma tnica mediante una estimacién online.

Recordemos que la funcién de voltaje esta dada por,

R L —1(1)
Vv = —T(t)sinh™!
(t) F1) 9qt AL+ K+ \/cgcjs(t)(c;fmax — k(1))
R o I(t)
———T(¢)sinh™*
ar ) 2at ALk~ \/cgc;s(t)(c;méx — (1))
+UF(c5(1) = U (e55(1) — RyI(t) (34)

Al menos tres parametros de (3.4 pueden estar directamente relacionados con el SOH de
la bateria. Estos son la resistencia R y los coeficientes de las tasas de reaccién kt y k.
Asumimos que a’, A, L7 y 1/c0 son pardmetros conocidos.

Definimos el vector de parametros # como

T
1 1
[a+AL+k+\/@’ a- AL k—+/’ Rf] : (3.5)

Consideremos ahora, la ecuacion (3.4)) en forma paramétrica, es decir

P o —011(t)
:0) =V () = —T(t)sinh™* -
9(t;0) = V(1) ar W 2\/c;(t)(c;méx—cis(t))
F o 021(t)
——T(t)sinh™! 2
aR 2\/65_3 (t)(Comax — Css(t))
+U (el (1) = U™ (e (1)) — O31(t). (3.6)

El siguiente andlisis de sensibilidad es efectuado en tiempo discreto, ya que los datos son
suministrados de tal forma.
Sea T' = [0, tynaz] un intervalo de tiempo positivo, y sea k el indice de una particién ho-
mogénea del intervalo T', k € 1,2,...,ny. Se define la sensibilidad de la funcién , con
respecto a variaciones en los pardmetros 6; en el tiempo t = kAT como

0g(kAT,0)

S = Aol .
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Para cada pardmetro 6;, se agrupan las evaluaciones de (3.7) en los tiempos de indice k =
1,2,...,nr, es decir
T
Si = [Zi1, 802, Dimg]

Se denota por ¥ = [¥1, X9, X3], tal que ¥ € M, «3.
Una particular descomposicién de £T'Y revela informacién acerca de la dependencia lineal

entre parametros. Sea X7% = DTCD, donde

00
D = 0 [ o
0 0 [I=s]
1 (Z1,22) (X1,23)
. [Z 1]l H%IIHZE:;II
— 2,41 2,243
C = | m=iE 1 M2llSs] | (3.8)
(33,21) (33,22) 1
M=l 1212l
Notar que || - ||, es la norma euclidiana y (-, -) es el producto interior.
(Zi, %)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que —1 < < 1. Los valores de

(A
4,5, . - ,
m cercanos a 1 o —1 indican una fuerte dependencia lineal entre los parametros 6; y
i j
6j, en cambio valores cercanos a 0 implican ortogonalidad.
A continuacién presentamos la matriz C' obtenida mediante simulacién, correspondiente a

los pardmetros del vector 6.

10,9081 0,9980
C=1(09081 1 09245
0,0980 0,9245 1

Notar la fuerte dependencia lineal que existe entre los pardmetros. Esto significa que es
dificil determinar cudl pardmetro cambia entre los tres, impidiendo una identificacion tinica
de dos o mas simultdneamente. Como resultado, sélo identificamos el pardmetro R;.

El parametro de resistencia Ry estd en directa relacién con el Power Fade, por lo tanto la

identificacién de este proporciona una medicién directa del SOH, ver [12].

3.2.2. Estimacion mediante minimos cuadrados.

Ahora bien la meta inmediata es establecer un estimador del pardmetro Ry. Utilizando la

notacién de la seccién anterior, se define 63 = f3 — f3, donde 63, es un estimador del valor
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real de A3. A continuacién, se reescribe la ecuacion del voltaje de salida en términos de 63

R 0.1 (1)
V(t7 93) = ETOL) sinh 1 2\/,:;; (t)(C:méx _ c;g (t))
~E P #) sinn? vl
R 2/ Cas(t)(Cg pmax — Css())
HUF (e (1) — U (1)) — (05 + 03)I(t). (3.9)

Notar que la ecuacion (3.9)), puede ser escrita de la siguiente forma
eo, = 03Py, . (3.10)

Donde
co, = V(t;03) — V(t;03), Py, = —I(t).

ep, representa el error entre el voltaje V medido y el estimado V' (¢;63), el cual es obtenido
mediante la continua actualizacién del estimador 3. ®y, representa la variable regresora en
la ecuacion del error de estimacion (3.10)). A continuacién se escoge una ley de actualizacion

del tipo minimos cuadrados con adaptacién, ver [5].

éi’) = PE€p (I)G )
2333 (3.11)

p= _p2W7
donde m? = 1 + 7y, @33 con 7g, > 0 pardmetro de diseno.
La siguiente proposicién nos asegura la estabilidad y convergencia del esquema de estimacién

de minimos cuadrados para 6s.

Proposicién 3.2.1. (Estabilidad y convergencia del estimador ég)

Consideremos la ley de actualizacion del estimador 05 dada por el sistema de ecuaciones

B-11). Si ®p,(t) es acotado, entonces B3 — B3, cuando t — oc.

Demostracion. En efecto, considere la dindmica del error de estimacién del parametro 63

dada por,

s = —b3
_ 20 712
= —p205I%(t). (3.12)

Por otro lado, se escoge la siguiente funcién candidata a funcién de Lyapunov,
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En consecuencia la derivada temporal estd dada por,

. 20305 — 6%
V = o7 (3.13)

utilizando las igualdades (3.12)) en (3.13)), se obtiene

. ~ T2 (t) ~
2712 2
V - —931 (t) + 2m2 93

Claramente, si I(t) es acotada, entonces V< —M 03, con M > 0 constante, en consecuencia
03 = 0 es un punto de equilibrio estable, ademés por el teorema de LaSalle-Yoshizawa, ver

[6], se tiene que th’m 05 = 0, implicando asf que 65 — 5. |
—00

3.3. Identificacién de parametros en la ecuacion de variacion

de temperatura.

De manera muy similar a lo presentado en la Seccién se propone un esquema con el
fin de estimar pardmetros asociados a la ecuacién que modela la variaciéon temporal de
temperatura de la bateria a partir de mediciones de corriente entrante, voltaje de salida y
temperatura.

El la seccién se establecié un modelo explicito para la temperatura, dado por la siguiente

ecuacion

T(t) = Tamp+ 2 /Ot (I(s)V (5) 7 Vds. (3.15)

3.3.1. Identificabilidad.

Consideremos una versién paramétrica de la ecuacién de temperatura, i.e, T'(t) = h(t; p1, p2),

v las derivadas parciales respecto a los parametros.

5?:1 . /O (I(5)V())) #1670 (s — t)ds,
@ _ ! N s ewl(s—t) 3
o = [ v et

con las cuales se procede a realizar el andlisis de sensibilidad, ya descrito previamente en la

seccién B.2.11
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Mediante simulacion se obtiene la siguiente matriz de sensibilidad

1 —0,999
C = , (3.16)
~0,999 1

Por esto se concluye que los parametros ¢ y o estan fuertemente asociados de forma lineal,
impidiendo una identificacién conjunta tnica con respecto a mediciones de corriente I(t),

voltaje V (t) y temperatura T'(t).

3.3.2. Estimacion mediante minimos cuadrados.

A continuacién se presentan dos esquemas para la estimacién individual e independiente de

los pardmetros @1 y @2 respectivamente.

3.3.2.1. Estimacién del parametro ¢;.

Definimos, ¢1 = ¢1 — @1(t), donde @1, representa un estimador del pardmetro 1. Se escribe
la ecuacién (3.15)), en términos de @1

T(t,¢1) = Tamp+ @2/0 I(s)V(s) exp ((p1 + ¢1)(s — 1)) ds (3.17)

una dificultad evidente es que el pardmetro que buscamos identificar, 1, aparece en forma
no lineal en la ecuacién anterior. Para lidiar con esto, se utiliza una expansion de Taylor de

primer orden de exp ((¢1 + ¢1)(s — t)) para valores de ¢; cercanos a 0, es decir,
exp((P1+@1)(s—1) = exp(@i(s—1)(1+@i(s—1)+O0(@f)  (318)
Por lo tanto, usando la ecuacién (3.18) en (3.17)), tenemos que
t
T(t) = Tomp+ 2 / I(s)V(s)exp(p1(s —t))ds
0
t
+o192 / I(s)V (s) exp (¢1(s — 1)) (s — t)ds + O (|@1]*).
0
Truncando los términos de orden superior y definiendo las siguientes cantidades,
t
T(t) = Tump+ cpg/ I(s)V(s)exp (¢1(s — 1)) ds,
0

t
Bo = g0 [ IOV exp (pa(s—0) (s~ ).
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tenemos que

ep = T -T()
= (;51(1)(,01’ (319)

donde e, , representa un modelo linealizado del error de estimacién del valor real del parame-
tro 1.
Mediante el esquema de estimacién de minimos cuadrados adaptativos, ver [5], establecemos

una ley de actualizacién para el estimador ¢,

D1 = Dy, Py

¢'2
H _ 2 Y1
Ppr = _pgpl m2

(3.20)

Donde m? =1 + 7901(1)31 Y Y1 > 0 constante.

La siguiente proposicién, nos permite establecer la convergencia (local) de la ley de actua-

lizacién (3.20)).

Proposicién 3.3.1. (Estabilidad y convergencia del estimador ¢1).
Consideremos la ley de actualizacion dada por el sistema de ecuaciones (3.20)). Si @, (1) es

acotada, entonces o1 — 1, cuando t — oo.

Demostracion. Consideremos la dindmica del error de estimacién, la cual viene dada por

P1 = Do P10, + Py Py O(| 1) (3.21)

Consideremos la siguiente funcién de Lyapunov

14 2
V=2 LA (3.22)
Py
Usando la ley de actualizacién (3.20]), tenemos que
. 1—2m2\ _ 5.5
V == W ¥1 ®¥71' (323)

Donde, m? = 1+’y¢1<1>?01 Y Vo1 > 0. Se observa que si, @, es acotada, entonces V< — My, p1,

con My, > 0 constante. Por lo tanto, ¢1 = 0 es un punto de equilibrio localmente estable,

ademds por el Teorema de LaSalle-Yoshizawa, ver [6], se tiene que th'm p1 = 0, implicando
—00

asi @1 — Q1. |
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3.3.2.2. Estimacion del parametro ¢s.

Muy similar a lo hecho anteriormente, se define P = w2 — @a(t), donde P2 es un estimador
del valor del parametro ¢s. Con esto, reescribimos la ecuacién de la temperatura en términos

de p2 como
T
T() = Tos + (724 62) [ IV (s)explia(s — 1))ds.
0

Ademss, si definimos

T
T(t) = Tomp+ 2 / I(s)V(s) exp(p1(s —t))ds,

0
T
b = [ 16V elors 1)
obtenemos que
€py = T—-T

= @2/0 I(s)V(s)exp(pi(s —t))ds. (3.24)

De esta forma, se propone una ley de actualizaciéon del estimador ¢o del tipo minimos

cuadrados.

P2 = Dprp; oy,

¢,2
H _ 2 $2
Pos = =Ppy s -

(3.25)

Donde m? =1 + %F,Q(I)?DQ, con y,, > 0 constante.

En lo que sigue se muestra la estabilidad y convergencia de la ley de actualizacion (3.25]).

Proposicién 3.3.2. (Estabilidad y convergencia del estimador ¢s).
Consideremos las leyes de actualizacion dadas por el sistema (3.25). Si @y, (t) es acotada,

entonces Qs — @2, cuando t — o0.

Demostracion. Consideramos la funcion de Lyapunov,

16
V_f‘Pz

= -2 3.26
2, (3.26)

Utilizando las igualdades del sistema (3.25)), vemos que

. 1—2m?\ _
Vv = (2mg> @%q)zm (3.27)
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donde m? = 1 + v,,Py,, con 7,, > 0. En consecuencia, si ®,, es acotada, V< — My, 73,
con M, > 0. Por lo tanto, ¢2 = 0 es un punto de equilibrio estable, y por el Teorema

LaSalle-Yoshizawa, ver [0], th’m P2 = 0 y asi vemos que @2 — 2, cuando t — oo. |
—00

3.4. Simulaciones.

3.4.1. Estimacion del nimero de iones de Litio en estado sélido ny; .

Por simplicidad se simulan las ecuaciones de concentracién de iones del catodo y anodo en
su version normalizada, ver ecuaciones y sus respectivos observadores, ver ecuaciones
(2.4). Fijamos la condicién inicial del estimador 7niz;¢(0) = 0,Inr;s, la convergencia del
esquema estimacion se ejemplifica mediante la Figura[3.1] Notar que la tasa de convergencia

estd también condicionada a la eleccién del pardmetro A, ver desigualdad (3.3)).

hatn; /0y

0.6

0.4

0.2]

L L 1 L L L L L L
0 0.5 1 1.6 2 25 3 35 4 4.5 ]
tiempo

FIGURA 3.1: Estimador 7z; s. v/s tiempo. En color azul vemos la trayectoria del estimador
normalizado 7ir; s/ s convergiendo al valor nominal 1 en color rojo.

3.4.2. Estimacién del parametro de Resistencia filmica R;.

Considerando una condicién inicial R #(0) = 1,75Ry i.e con un error del 75 % de sobreestima-
cién del valor real de la resistencia filmica y con un valor de pardmetro de ajuste vg, = 10°.
Se ilustra la convergencia del estimador R ¢ dado por la ley de actualizacién(3.11)), ver Figura
0.2
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0.9

0.85}

0.8

0.75]

0.7H

Rf

0.6

0.55-

0.5

0.45 1 1 L

L L L L L L
o 200 400 800 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo

FIGURA 3.2: Estimador R ¢ v/s el tiempo. En color azul vemos la trayectoria del estimador
Ry convergiendo al valor real, en color rojo, de la resistencia filmica Ry.

Repetidamente las simulaciones mostraron que valores de magnitud inferiores al escogido
para el pardmetro yg, exhiben mayores errores relativos en un horizonte de tiempo finito

igual o superior al mostrado en la Figura [3.2]

3.4.3. Simulacién estimacion parametros funcién temperatura.
3.4.3.1. Estimacién parametro ¢;.

En la Figura mostramos la simulacién del estimador del (1, el cual esta dado por la ley

de actualizacion (3.20)).

Se escoge una condicién inicial para el estimador con un error del 70 % de sobreestimacion

del valor real de ¢, es decir, ¢1(0) = 1,7¢1 y un valor del pardmetro de ajuste v, = 1071,
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x10°

wphit

4 L L 1 L 1 L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tiempo

FI1GUurA 3.3: Estimador ¢; v/s el tiempo. En azul el estimador ¢; y en rojo el valor real
del pardametro ;.

La seleccién del pardmetro v, fue hecha mediante repetidas simulaciones bajo un horizonte

de tiempo finito, en este caso ¢ = 1000.

3.4.3.2. Estimacién parametro s.

La Figura muestra la trayectoria del estimador o, dado por la ley de actualizacion
(13.25)).

De forma similar a lo anterior se escoge una condicién inicial con error, en este caso se inicia
el estimador con un error de 80 % de sobreestimacion, es decir ¢2(0) = 1,89, ademds el

parametro de ajuste se escoge como v,, = 103.
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x 10°
22
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o
1
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o] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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FIGURA 3.4: Estimador @9 v/s el tiempo. En azul el estimador ¢5 y en rojo el valor real
del pardametro ,.

La seleccién del pardmetro v, fue hecha mediante repetidas simulaciones bajo un horizonte

de tiempo finito, en este caso ¢ = 1000.



Capitulo 4

Inversion de la funcién de Voltaje y

Temperatura.

En la seccién se disefiaron observadores de los estados de concentracién ¢! y ¢, asu-
miendo en ambos casos acceso a la medicién cly(t) = cs(RJ, t). En este capitulo desarrollamos
un algoritmo del tipo gradiente para calcular ¢ (t) y cg,(t) de forma simultdnea, a partir
de mediciones de la corriente entrante I(t), el voltaje V(¢) y la temperatura T'(t).

Recordamos las ecuaciones para el voltaje y la temperatura.

Vi) = O%T(t) sinh ™ (— 0100, (£, ¢5)) — O%T(t) sinh " (Baw_(t, ) +
Ut (cgy) = U (c55) — ReI(2), (4.1)
T(t) = T(0)+ g2 / tI(s)V(s)e‘f’l(S’t)ds. (4.2)
0
Donde
I(t)

J € {+’ _}‘

D 2 e — o)

Para llevar a cabo la inversién de estas funciones, reescribimos las ecuaciones (4.1)) y (4.2),

en una forma més compacta de la siguiente forma

Flewt) = [~ ) = 9(50Chor ) | (4.3)
T(t) T(0) + 2 [y 1(s)g(chy, 5 5)e#1 s

T e )T. En las secciones que siguen proponemos un método para la inversion

Donde cs5 = (Cg5, Coy

de F, basados en la idea de inversién del voltaje en [13].

47
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4.1. Inversién de la funciéon de voltaje y temperatura.

¢.)" el resultado del proceso de invertir F. Entonces, el error entre

: 5 (at
Definimos por ¢s5 = (¢7,
el valor real y resultado de la inversién lo denotamos por ¢ss = cgs — Css. Esto nos permite

escribir la ecuacién (4.3)), de la siguiente manera

(V(t)> = F(Css + Cssit). (4.4)

Luego, aproximamos el lado derecho de (4.4) usando una expansién de Taylor de primer

orden considerando ¢;5 ~ 0, es decir

VIO _ pe s e
(T(t)) = F(Csit) + VF(Essi1)ss + O (J2s]%) - (4.5)

Donde VF representa la matriz jacobiana de las primeras derivadas de F' con respecto a

ct, v ¢55- Truncando los términos de orden superior, definimos también el vector de error de

) = @g))) P (ewit). (46)

inversion,

De esta forma tenemos un modelo (linealizado) del error de inversién, dado por
eni(t) = VIF (Cssyt)Css (47)

Una ley de actualizacién del tipo gradiente, ver [5], para é(t) que minimiza 3v|[e,(t)]|? es

dada por

S Css(t) = AV E ey (t). (4.8)

Donde v > 0 es un parametro constante que puede ser escogido y tiene incidencia en la tasa

de convergencia del esquema.

4.2. Analisis de estabilidad y convergencia.

En la seccién presente probaremos la convergencia local del esquema de inversién presentado

en la seccién bajo la siguiente suposicion.

Definicién 4.2.1. (Condicién de Excitacién Persistente)

Una funcién Matricial, continua a trozos, ¢ : IRy — IR™ " se dice que esta persistentemente
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excitada con nivel de excitacion ay, si existen ag > 0y Ty > 0 tales que

1 t+To

— ¢" (5)¢(s)ds > aplnxn ¥t > 0. (4.9)
1o J¢

Observacion 4.2.1. La condicién de excitacion persistente es frecuentemente utilizada en

control adaptativo, ver [5], con el fin estimar pardmetros de forma on-line.

Teorema 4.2.1. (Convergencia local del esquema de inversion).
Sea el error entre el verdadero valor y el valor procesado Css = css — Css, tal que que la

dindmica temporal evoluciona segun

d _
acss(t) = —AVEFTey(t). (4.10)
Donde v > 0 constante, ademds
0 B3] _
— ook (clsit) g (Cosi )
N I(S)(fc—ﬁ(cjs,s)ew(sft)ds AN I(s)aézg (cgyr8)eP1 5D ds |
e = F(cssyt) — F(Cssyt).

Si VF cumple con la condicion de excitacion persistente (4.9)), entonces ¢ss — 0, expo-
nencialmente. Mds especificamente, dadas dos condiciones iniciales cs5(0) y ¢55(0), se tiene

que
1Ess(t)1* < €77 less (0) — Ess (0. (4.11)

Demostracion. Consideremos la siguiente funcién candidata a funcién de Lyapunov,

1

W(t) = ﬂlléssllz- (4.12)

Asi, utilizando (4.10), vemos que la derivada temporal de W queda

W<t) - _Ply< vF‘Tenlyéss>

= —lleul®

Donde (-, -), denota el producto interior en IR2.

Sea Ty > 0, entonces tenemos lo siguiente

Ty
W(t+1Ty) —W(t) = W (r)dr

t+To
_ / lewa(7)|[2dr- (4.13)
t
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Notar ademés que
VE(T)ess(1) = VE(7)Css(t) + VF(T) (Css(T) — Css(t)) - (4.14)
Utilizando en , se obtiene
t+To
WU+%%WW0==—Z IV E(7)ess(t) + VE(T) (Zs(7) — os(8)) |Pdr (4.15)

La idea principal es acotar el lado derecho de por algo de la forma —3W (t), con
0<7<l1.

Comenzamos aplicando la desigualdad —||z + y||> < —3||z||> + ||y||, en el lado derecho de
, de esta forma obtenemos

W(t+Ty) —W(t) < I + L.
Donde

t+Tp
. [ IVE() (as(r) — as(t)) |Plr

1 t+To )
b= 5 [ IVE@ea)Par
t

En lo que sigue procedemos a acotar integral I;. Vemos que

bus(r) — Eas(t) = [Qaﬂm

-
= —'y/ VFT(s)VF(5)éss(s)ds.
t
Multiplicando por izquierda por VF (1) y luego tomando norma, se obtiene que

IVE(7) (€ss(T) — ss(t)) | < WAWHVF@ﬁVFT@ﬂUW$@A®W%

IN

+ 52 /t "IV F(8)zss(s)ds. (4.16)

Donde 8 = sup,~q ||VE(s)].
Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz en el lado derecho de (4.16|) y elevando

al cuadrado e integrando entre ¢t y t + T, en ambos lados de la desigualdad, se obtiene

t+To t+1o p7
l IVE(r) (Gss(7) — ss(t)) |2dr < %m[ ‘Zﬁ—mwﬂ@%@W@m.
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Haciendo un cambio en el orden de integracién, en el lado derecho de la desigualdad anterior,

se tiene
t+To t+To t+To
[‘ IVF(r) (fas(r) — aslt)) |2dr < ﬁ%{[ /‘ (7 — )V F(5)zes(s) |2drds
t+To T2 —(s—t ~
o A e OB
,84")/2T2 t+To ~
< QOl’ IV E(8)eus(s) | 2ds.

por lo tanto tenemos que

_ BY°TS

I 5

t+T0
/ |V F(5)éss(5)||*ds.
t
Volviendo a la ecuacién (4.13)), tenemos que

BT
2

1

t+To
5 [ IVF@a )P
t

t+To t+T0H
—/‘ IVF(5)en(s)|Pds < /' |V F(5)ss(s)|ds
t t

Asi, se tiene que

t+To ) ) 1 1 [ttTo _ 9
[ IR < s [ VPO
t 1421202/

Utilizando la hipdtesis de excitacién persistente, (4.9)), sobre VF se tiene que

1, .
_'Y*EHCSS(t)W

= 'Y*W(t)

IN

t+To
—/‘ IV F () (s)|ds
t

aoToy

Acé, v, =

Asi vemos que

W(t+Tp) < W(t) —yW(t) =W (t), Vt>0.

Donde 4 =1 — 7,. Ademds, 0 <5 < 1, ya que v, > 0y W(t) > 0Vt > 0.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

Para obtener el decaimiento exponencial utilizamos la desigualad (4.21)) inductivamente.
Notar que (4.21)) se tiene tiene para V¢ > 0, en particular para t de la forma ¢ = nTp, con

n=0,1,2...

Para n = 0 se observa que W (Ty) < AW (0). Directamente para n = 1 tenemos que

W (Ty + To) < AW (Tp) < 7*W(0).
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Asi en general la siguiente desigualdad
W(nTp) < ~"W(0).

Por otro lado,
_ log(1¥Dt

n o
vo=e E

por lo tanto
log (|17t

less()I* < e T fless(0) = (0)]*. (4.22)

Observacion 4.2.2. Notar que el resultado del teorema [£.2.1] establece una tasa convergencia
exponencial, la cual es de caracter local, por uso de una aproximacion lineal, ver seccién
Ademsds, otro factor importante a considerar al momento de implementar el esquema, es la
condicién de Excitacion Persistente, ver ecuacién , la cual se impone sobre la matriz
VET (¢45,t)VF (Ess,t), si bien es una condicién bastante fuerte, es la que permite asegurar
una tasa exponencial de convergencia del error, ademas esta condicion se reduce a una buena

eleccién de la corriente entrante I(t) .

4.3. Simulaciones.

Tlustramos los resultados obtenidos en la seccién [1.2l mediante simulaciones numéricas.
Escogemos condiciones iniciales con error respecto al verdadero valor para catodo y el anodo.

Se simula sobre un horizonte de tiempo ¢ = 2500, obteniendo los resultados de inversién
mostrados en las Figuras [£.3]y
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FIGURA 4.1: Inversién cdtodo v/s tiempo. En color azul tenemos el verdadero valor de

n
Cas(t . .
22 () y en color verde el resultado del esquema de inversién, i.e ¢J..

Cs,méx

L L L
0 500 1000 1500 2000 2500
tiempo

FIGURA 4.2: Inversién 4nodo v/s tiempo. En color rojo tenemos el verdadero valor de f;"i

s, méx

y en color verde el resultado del esquema de inversién, i.e ¢,.

Exhaustivas simulaciones exhiben el comportamiento local de la inversién, numéricamente
utilizar condiciones iniciales con un error de mas de 40 % del valor real, impide tener la

convergencia deseada.



Capitulo 5
Conclusiones y trabajo futuro.

La estimacién del Estado de Carga, se efectiio a través de la construccion de un observa-
dor mediante el método de Backstepping, ver seccién si bien ya en algunos articulos de
Moura, Chatuverdi y Krstic ver [12], [11] se emplea este método introducido por Krstic en
[7], sélo se ocupa para estimar la concentracién de iones en el dnodo, ya que se asume que
la difusién en el catodo es mucho mas rapida que en el anodo, por lo tanto la concentracion
en el electrodo positivo permanece en su estado de equilibrio, una diferencia crucial es que
en esta tesis no asumimos tal hipdtesis, por el contrario asumimos que los tiempos carac-
teristicos son comparables, por lo cual se desarrollan observadores para ambos electrodos.
Estos observadores, ver ecuacién requieren la medicién del estado real de concentracién
en la superficie cg(Rg,t), j € {+,—}, se asume que estas mediciones no estan disponibles,
y que se deben obtener a partir de medir I(t) V(t) y T(t) esto nos lleva al capitulo
en el cual se propone un esquema para estimar los inputs necesarios en los observadores a
partir de la medicién continua de I(t), V(t) y T(t), en la seccién damos un prueba de
la convergencia del esquema de inversién de la cantidades I(t), V(t) y T'(t) para obtener
& (R1,t), j € {+,—}. Si bien es un resultado local, hemos establecido una tasa exponencial

de convergencia gracias al uso de una condicién de Excitacion Persistente, ver definicion

421l

El problema de determinar el Estado de Salud, se enfrenté como un problema de estima-
cién on-line de parametros relacionados a la vida 1til de la bateria. La estimacién del Charge
Capacity Fade se asoci6 a la estimacién del ntimero de iones de Litio en estado sélido, np; s,
ver seccion Destacamos que fue posible dar una tasa de convergencia de la estimacion,
ver Proposicién La estimacién del Power Fade, se asocié a la estimacién del parametro
de Resistencia Filmica, Ry, presente en la ecuacién del voltaje saliente, ver ecuacio’n En
este caso, a diferencia de lo hecho para estimar nz; s, sélo se pudo establecer la convergencia
asintotica del esquema de identificacién sin poder dar alguna tasa de esta convergencia, ver
Proposicion Ademsds, complementario a esto, se estudio la estimacién on-line de los

parametros, 1 y 2 asociados a la funcién de temperatura, ver ecuacion En ambos

o4
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casos se logré dar una prueba de la convergencia de los estimadores, sin dar una tasa de
esta, por lo que al igual que para el caso del estimador de Ry, queda abierto el problema de

determinar las tasas de convergencia del esquema.

Finalmente, quisiéramos senalar algunos posibles trabajos futuros. Ligado a lo hecho en
el capitulo 4] queda pendiente transformar la condicién de Excitacién Persistente impuesta
sobre VF, en condiciones més explicitas para la corriente entrante I(¢). Junto a esto evaluar
si es posible dar una prueba de estabilidad y convergencia al esquema de inversién [£.8]

utilizando una condicién de Excitacién Persistente mas débil, del tipo
t+To
lim / VFT(s)VF(s)ds > apl. (5.1)
t

Mencionamos que es necesario dar un criterio para la eleccion de los parametros de diseno
en los esquemas de identificacién y ademas establecer las tasas de convergencia para los
estimadores de los pardmetros Ry, ¢1 y ¢2.

También podemos indicar como trabajo futuro, investigar la estabilidad y convergencia
de un esquema de inversién de las cantidades I(t), V(t) y T'(t), con adaptatividad en los
parametros estimados en el capitulo |3| y evaluar la robustez de los esquemas de inversién e

identificacién cuando las mediciones presenten ruido.



Apéndice A

Funciones de Bessel.

A.1. Funciones de Bessel J,.

La funcién J,(x) es una solucién a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria.

2y + 2y, + (22 — 1)y = 0.

Representacién por serie:

_ o (=D a/2)ntrm
Tn(@) = mZ::O m!(m + n)!
Propiedades:
M) = 2(Juor(@) + Jns1 (1))
(=) = (=1)"Jn(x)
Diferenciacién:
d 1 n
%Jn(x) = §(Jn—1(x) — Jnt1(z)) = ;Jn(x) — Jnt1()
d n n d —-n n
%(x Jo(x)) = " Ty, %(x Jn(2)) = —2" Jpt1
Propiedades asintoticas
1 rx\2
Jn(z) = E<7) , x©—0,

EN
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(A.1)

(A.2)

(A.5)

(A.6)
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A.2. Funcién de Bessel Modificada [,(z).

La funcién y(x) = I,(x), es una solucién a la siguiente ecuacién difencial ordinaria:
Yoo + 2y — (27 —1%)y =0 (A.9)

Representacién mediante series:

oo (£)n+2m
2
= . .1
In() n;) m!(m +n)! (4.10)
Relacion con Jy,(x):
I,(z) =i "Jp(x), In(iz)=1i"J,(x) (A.11)
Diferenciacion:
d 1 n
D) = @+ hn@) = "L@) + @), (A12)
d n n d —-n —-n
%(aj I,(x)) = 2", %(m I(z)) =2 "Intq. (A.13)
Propiedades asintoéticas
In(x) =~ i<£>n z—0 (A.14)
n ~ n| 2 ’ ’ .
In(z) ~ ——) 700 (A.15)



Apéndice B

Parametros de Simulacion.

Pardmetros empleados en esta tesis, los cuales fueron obtenidos de [4].

Parametro valor
A 0,62[m?
at 9,5206 56
a~ 5,2163E5™;
s 104253 [ 24l
et (0,1) 1,6949F3 | gl
¢ mix 1,7119E3 | 24l
cs (0,1) 2,4790F4 | =4t
Comax— 8,8287E4 | ™4t
e 2500 | 55|
DY 8,25E — 14 [m—f
Dy 1,7300E — 14 %]
F 9,6485E4 {Co l]
Reetl 0,093 [LK]
kT 1,1270E — 7 [%]
ki~ 8,6960¢ — 07 [A;’i"l“}
Lt 6,5210F — 5[m)]
L~ 2,8850F — 5[m]
R 83143 | ¢ |
Ry 0,4763 <]
RT 1,6370E — 7[m]
Ry 3,5600E — 6[m]
Tomb 298[K]
vol 6,88E — 4[m?]
at 0,5
a~ 0,5
ef 0,52
s 0,6190

CUADRO B.1: Parametros de simulacion.

o8
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